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A NB : 
À : complémentaire de l’ensemble 4, 

: ensemble des éléments x vérifiant la relation À, 
: indicateur de l’événement (de l’ensemble) À, 

: espace euclidien de dimension d, 

: h tend en croissant (resp. en décroissant) vers a, 
: produit scalaire des vecteurs x et y, 

: symbole de Kronecker égal à 4 pour i = j, et à 
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V b(a À b) 
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LISTE DES NOTATIONS 


pour tous lesx € X, 
il existe x E X, 


- ensemble vide, 
: B contient À (l’événement À implique l’événe- 


ment B), 


: union d’ensembles (somme d'événements), 
: intersection d’ensembles (superposition d’événe- 


ments), 
différence des ensembles À et B, 


0 pour i £ j, 


: le plus grand (le plus petit) des nombres a et b, 
: probabilité de l’événement 4, 
: espérance mathématique de la variable Ë, 


variance de la variable E. 


AVANT-PROPOS 


Ce livre s'adresse aux personnes possédant les connaissances 
indispensables de la théorie des probabilités et désireuses d’entre- 
prendre l’étude de la théorie des processus aléatoires. Les auteurs 
nourrissent l’espoir qu'il sera profitable aux élèves du second et du 
troisième cycle, ainsi qu’à tous ceux, non mathématiciens, qui 
voudraient s'initier aux principaux résultats et méthodes de la théo- 
rie dans une forme rigoureuse mais ni exhaustive, ni la plus 
générale. 

Les auteurs ne se sont pas fixé pour objectif de traiter tous les 
chapitres de la théorie, ils ont omis certains problèmes et méthodes 
développés dans la littérature consacrée à ce sujet (semi-groupes 
dans la théorie des processus markoviens, propriétés ergodiques des 
processus markoviens, processus aléatoires généraux). 

La théorie des processus aléatoires s’est détachée depuis peu 
de la théorie des probabilités. Cependant elle lui est si étroitement 
liée qu’il est souvent très malaisé de faire la démarcation. Ainsi 
la théorie des processus aléatoires se rattache à la théorie de somma- 
tion des variables aléatoires indépendantes par le chapitre consacré 
aux processus à accroissements indépendants, et à la statistique 
mathématique par les problèmes de statistique de la théorie des 
processus aléatoires. 

Voici (à notre sens) les problèmes fondamentaux de la théorie 
des processus aléatoires. 

1. La construction d’un modèle mathématique autorisant une 
définition rigoureuse (formelle) du processus aléatoire et l’étude 
de ses propriétés générales. 

2. La classification des processus aléatoires. Toute classification 
étant un choix délibéré, il importera de se fonder sur des principes 
qui en indiqueraient au moins l’« orientation ». La classification 
adoptée met en évidence certaines classes admettant une définition 
plus ou moins constructive. Chaque classe est caractérisée par le 
fait qu'il suffit de se donner subsidiairement seulement un nombre 
fini de caractéristiques fonctionnelles pour en sélectionner un pro- 
cessus aléatoire particulier. 
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On étudie parfois des classes de processus admettant une même 
méthode de résolution. Dans ces cas, généralement, on ne s’intéresse 
pas aux aspects distinctifs des processus, si seulement coïncident 
les caractéristiques indispensables à la résolution de ces problèmes. 

Signalons les classes suivantes de processus : 

a) processus à accroissements indépendants, 

b) processus markoviens, 

C) processus gaussiens, 

d) processus stationnaires au sens strict, 

e) processus stationnaires au sens large (on peut leur ajouter les 
processus à accroissements stationnaires). 

3. Le problème, étroitement rattaché au précédent, qui consiste 
à élaborer pour les diverses classes de processus aléatoires un outil 
mathématique permettant de calculer les caractéristiques probabi- 
listes des processus aléatoires. Pour les caractéristiques élémentaires 
cet outil existe déjà et utilise en principe soit la théorie des équa- 
tions différentielles (ordinaires et à dérivées partielles), soit la 
théorie des équations intégro-différentielles (pour les processus 
markoviens et les processus à accroissements indépendants), soit 
la théorie des équations intégrales à noyaux symétriques (si les 
processus sont gaussiens), soit enfin la transformation de Fourier 
et la théorie des fonctions d’une variable complexe (pour les proces- 
sus à accroissements indépendants et les processus stationnai- 
res). 

4. Le problème, très important par sa valeur pratique et son 
rôle dans l’élaboration de certains chapitres de la théorie des proces- 
sus aléatoires, qui, dans sa forme générale, consiste à déterminer 
la meilleure valeur d’une fonctionnelle de processus d’après les 
valeurs d’autres fonctionnelles du même processus. Exemple: le: 
problème de prédiction qui consiste à déterminer la valeur d’un 
processus à une date quelconque non comprise dans l'intervalle sur 
lequel il est observé. 

o. L'étude des diverses transformations des processus aléatoires. 
Ces transformations permettent de ramener les processus complexes 
à de plus simples. La théorie des équations différentielles et intégra- 
les des processus aléatoires de même d’ailleurs que les théorèmes 
limites (qui s’apparentent à une transformation) sont traités dans 
le cadre des transformations de processus aléatoires. 

Les méthodes de la théorie des processus aléatoires ont gagné 
pratiquement tous les domaines de la science. 

La théorie des processus aléatoires intervient en radio et en 
électronique (processus stationnaires au sens large et processus 
gaussiens), en cybernétique (processus stationnaires au sens strict 
et processus markoviens) ainsi qu'en économie, biologie, physi- 
que, etc. 

Voici les grands traits de cet ouvrage. 
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Le premier chapitre est consacré aux processus aléatoires au sens 
large, c’est-à-dire à cette partie de la théorie qui traite des réparti- 
tions d’ensembles finis de valeurs d’un processus aléatoire. Cette 
partie est proche de la théorie élémentaire des probabilités, elle 
n'implique pas de notions mathématiques complexes et suffit sou- 
vent aux applications. 

On étudie ensuite l’axiomatique de la théorie des probabilités, 
certains problèmes de la théorie des processus aléatoires à temps 
accéléré (martingales, théorème ergodique, chaînes de Markov), les 
problèmes généraux de la théorie des fonctions aléatoires et ensuite 
des classes concrètes de processus aléatoires et des problèmes parti- 
culiers. Les processus aléatoires à accroissements indépendants (un 
chapitre) et les processus markoviens (deux chapitres) sont largement 
développés. Les processus stationnaires sont traités dans une partie 
du premier chapitre et dans une partie du cinquième, qui est con- 
sacré aux transformations linéaires des processus aléatoires. Ce cha- 
pitre développe également le problème de prédiction linéaire. Les 
théorèmes limites pour processus aléatoires, principalement les 
processus à accroissements indépendants et les processus markoviens, 
occupent tout un chapitre. 

La plupart des constructions sont effectuées pour le cas où le 
processus aléatoire prend ses valeurs dans un espace euclidien de 
dimension finie. On envisage parfois des processus à une ou plusieurs 
dimensions à valeurs complexes dans un espace métrique complet. 

On suppose au lecteur la connaissance des notions élémentaires 
d’algèbre linéaire (en particulier, pour l’étude des processus gaus- 
siens), de théorie des espaces hilbertiens (pour les transformations 
linéaires de processus aléatoires) et d’analyse fonctionnelle (espace 
métrique complet, compacts). 

Notre objectif n’a pas été de donner une bibliographie complète 
des ouvrages traitant de la théorie des processus aléatoires: outre 
les livres auxquels il est fait référence dans le texte, nous n’avons 
cité que les ouvrages fondamentaux de théorie des processus aléa- 
toires et de théorie des probabilités existant en russe, ainsi que les 
articles exposant les premiers résultats fondamentaux dans le do- 
maine considéré. 

Le livre se divise en chapitres, les chapitres en paragraphes. Les 
formules importantes, les théorèmes et les lemmes sont numérotés 
dans le cadre de chaque paragraphe. 

Les auteurs expriment leur gratitude aux chercheurs, aspirants 
et étudiants de la chaire de théorie des probabilités et de statistique 
mathématique de l’Université de Kiev pour le concours apporté 
à la conception de cet ouvrage. 


I. Guikhman, 
A. Skorokhod 


CHAPITRE PREMIER 


PROCESSUS ALÉATOIRES AU SENS LARGE 


$ 1. Définitions 


Un processus aléatoire, comme d’ailleurs un processus détermi- 
niste, se décrit par une fonction £ (0) (à valeurs réelles, complexes 
ou vectorielles), où 6, l’argument de la fonction, parcourt un ensem- 
ble @. La fonction & (6) observée au cours d’une expérience assujettie 
à certaines conditions Ÿ s'appelle fonction échantillonnée ou réalisa- 
tion du processus aléatoire. 

Si 6 est fixé, la valeur Ë (6) est aléatoire. Pour pouvoir appliquer 
les méthodes mathématiques aux problèmes étudiés, il est naturel 
de supposer que & (6) est une variable aléatoire (ou un vecteur aléa- 
toire) au sens probabiliste. 

Un processus aléatoire est donc une famille de variables aléatoi- 
res € (0) dépendant d’un paramètre 6 € @. 

Si l’ensemble © est arbitraire, il est plus commode de remplacer 
le terme processus aléatoire par fonction aléatoire, réservant la déno- 
mination processus aléatoire aux cas où le paramètre 6 figure le temps. 
Si l’argument de la fonction aléatoire est une variable tridimension- 
nelle, cette fonction est dite champ aléatoire. 

Cette définition de la fonction aléatoire appelle quelques préci- 
sions. Pour simplifier on n’envisagera que des fonctions aléatoires 
à valeurs réelles. Maïs tout d’abord il importe d’expliciter ce qu’on 
entend par famille de variables aléatoires dépendant d’un para- 
mètre 0. On rappelle qu’en théorie des probabilités, une suite finie 
de variables aléatoires E,, £,, . . ., E, est entièrement caractérisée 
par la fonction de répartition conjointe de ces variables 

PRES Se) Pie mi Ci Toy does nec) 

La description probabiliste de la fonction aléatoire soulève le pro- 
blème suivant : comment décrire les relations qui lient entre elles 
l’infinité des valeurs aléatoires prises par la fonction aléatoire? 

Le plus simple est de considérer la fonction aléatoire & (6) donnée 
si sont définies toutes les relations probabilistes liant une collection 
finie quelconque de valeurs prises par les variables aléatoires 


6 (01), & (62), - - ., 6 (01), 0: E O, (1) 
Lt 2 RUE —=1; 2; 53 
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c'est-à-dire si.sont données les fonctions de répartition correspon- 
dantes. Dans cette optique la fonction aléatoire £& (8), 8 € O, est 
définie par la famille de répartitions 


F6. 6 …. ên (ti, Let Le): 8,€06, (2) 
il; 255270) nl: 2:33: 


et chaque fonction Fo,0,....,0, (1 2 + + ., tn) est interprétée 
comme la fonction de répartition conjointe de la suite de variables 
aléatoires (1). 

Il va de soi que la validité de cette interprétation implique que 
la famille de répartitions (2) ne soit pas entièrement arbitraire. Elle 
doit en effet satisfaire les conditions évidentes suivantes appelées 
conditions de compatibilité de la famille de répartitions (2): 


Fo,, 0, ess One) On+p (Lis Los Zn; + co, ….. + 00) — 
— Fo,,0,, ..., On (Tir T2 ++, Ln), (3) 
Fo,, 0:, ..., On (T1, Lo; “ha Zn) = Fo, 64,  ... Bin (Ti, di, 10503 Ti) (4) 
OÙ y, Los + + +) in St une permutation quelconque des indices 
4, 2, L1 [2 .9 n. 
Ces conditions sont nécessaires. En effet, 
Fe, 0, ..., On, On+:, ss On+p (T1, Lo, Fete) Th - 00, +3 —- co) — 


= P{E (01) <a, E(O) 2 +, En) < Zn 
E (On+1) 00, ..., E(Onip) < 00} — 
= P{É(01) <r1, É(02) Lx, ..., É(0,) rs} 
= Fp,,0,,..., On (Lis Los +++, Tn); 
Fo,,8,, ..., On (Z1s Los ++: Tn) = 
= P{E(@1) < 21, E(B2) tr, -.., E(8,) <rr} = 
= P {E(6:,) ai, E(0:,) <a, +, É(0 )<ai,}— 


= Fo,,0,,...,0i, (Ti, Li, +, Zi). 

Ce qui précède nous conduit à la définition suivante. 

DÉFINITION. On appelle fonction aléatoire Ë (0) définie sur un 
ensemble © (0 € ®) et à valeurs réelles, une famille de répartitions (2) 
vérifiant les conditions de compatibilité (3), (4). 

Les fonctions F5.,0,,....0, (tir 2 + - +; 2) Sont appelées répar- 
titions finidimensionnelles de la fonction aléatoire. 

Le point fort de la définition de la fonction aléatoire donnée 
plus haut est qu’elle est élémentaire et suffit dans les cas où l'on 
s'intéresse aux valeurs prises par les variables aléatoires & (6) sur 
un ensemble fini de valeurs de l’argument 0. Son point faible est 


$ 1] DÉFINITIONS 13 


qu’elle ne permet pas de considérer une fonction aléatoire dans son 
ensemble, c’est-à-dire de considérer simultanément l’ensemble de 
toutes ses valeurs. Cependant dans de nombreuses épreuves la fonc- 
tion échantillonnée est décrite à l’aide d’un instrument approprié 
sous forme de graphe. La définition donnée non seulement ne permet 
pas de tracer ce graphe, maïs elle ne permet pas non plus d'étudier 
les propriétés de la fonction & (6) telles la continuité, la dérivabilité, 
etc., ni même la probabilité que l'événement {a << Ë (8) < b, a < b} 
est réalisé VO € ©. 

L'approche axiomatique de la théorie des probabilités donne 
lieu à d’autres définitions plus élégantes de la fonction aléatoire. 
Tout schéma probabiliste décrit les résultats d’une expérience à issue 
aléatoire. Si le résultat est décrit par un seul nombre ou par une 
suite finie de nombres, on dit qu’on observe une variable aléatoire 
ou un vecteur aléatoire. Si par contre ce résultat est décrit par une 
fonction, on a affaire à une fonction aléatoire. Une fonction aléatoire 
est donnée donc par un schéma probabiliste arbitraire décrivant des 
expériences dont les résultats sont des fonctions aléatoires. Cette 
définition fera l’objet d’un examen plus détaillé au chapitre IV. 
La définition de la fonction aléatoire proposée dans ce paragraphe 
sera appelée par convention définition de la fonction aléatoire au 
sens large. 

Jusqu'ici il n’a été question que d’une fonction aléatoire. Or l’on 
a souvent à résoudre des problèmes qui font intervenir plusieurs 
fonctions aléatoires. Pour que l’on ait la possibilité d’effectuer des 
opérations mathématiques sur ces fonctions, il ne suffit pas que 
chacune d'elles soit donnée séparément. Dans ce cas il est plus 
simple de remplacer la suite de fonctions Ë&, (0), &, (6), . .., £, (0) 
par une seule fonction vectorielle € (6) dont les composantes seraient 
les fonctions aléatoires précitées. La définition précédente reste 
pratiquement en vigueur. La répartition de la suite de variables 
aléatoires (1) sera la fonction de répartition conjointe de la suite de 


vecteurs 6 (0,), 6 (8), . .., GC (6,), c’est-à-dire la fonction de nm 
variables 
Fo..o., +60 (li disr ss din) = 


— P{E, (09 ms, 6 (OT se es 


Dans la suite @ représentera, le plus souvent, l’ensemble des 
réels et la variable O, le temps t. Dans ce cas l’ensemble © sera noté 7 
et désignera un intervalle fini ou infini (fermé, ouvert ou semi- 
ouvert). On étudie également les cas où .7 est composé de tous les 
entiers non négatifs ou de tous les entiers réels. On a alors affaire 
à la suite de variables (vecteurs) aléatoires & (k) (k — 0, 1, 2, . .., 
ou k — (), +1, +2, ...) et le processus est dit processus aléatoire 
à temps discret ou suite aléatoire. Les processus à temps discret tien- 
nent une place importante dans la théorie générale des processus 
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aléatoires. D'abord, ils interviennent dans de nombreux problèmes 
à temps discret. Ensuite, leur étude peut être entreprise par des 
méthodes relativement plus simples. Enfin, ils sont susceptibles 
d'approcher des processus. à temps continu. 

Dans ce paragraphe nous nous limiterons essentiellement aux 
fonctions aléatoires à valeurs réelles. Le passage au cas vectoriel 
n'apporte que des complications d'ordre technique. 

Les fonctions de répartition finidimensionnelles définissent de 


façon univoque une famille de mesures do,,0,. . 0 (B), n — 
— 4, 2,..., 0 € 0, où B est l’ensemble borélien de Z". La 
quantité go.,...,0, (B) définit la probabilité que dans une expérience 
la mesure des variables E (6,), & (8,), . .., £ (8,) donne une suite 
de B: 
go, ...,0, (B)= P {(6 (01), .-., 6(0,)) € B}. 

La mesure ge, ...,0, (B) est appelée répartition de la suite £(06;), ... 
ses: C0, ): 


Les expressions des fonctions de répartition finidimensionnelles 
sont souvent compliquées et d’un maniement peu commode. Aussi 
préfère-t-on les définir par leurs densités ou leurs fonctions caracté- 
ristiques. 


Si fo, ...,6n(%1; ---, Z,) est la densité de probabilité corres- 
pondant à la fonction de répartition Fo,,...,0, (z1, -..,xA), on a 
X1 re 
Fo, 6, nes En)= | ia | fe,,...,0, (Vas --., Un) dYa +: dYn. 
D'où il suit en particulier 
fo. (nee an) = 


— | use | fo., rs 0e OnétsessOnan 


ins n dUn, ds DNOUisss dv, (6) 


Cette formule peut être regardée comme l’équivalent de la condition 
de compatibilité (4). Entre les mesures dos 20 (B) et les densités 


de probabilité on a la relation 
ge, ...,0, (B)= | 7 …., 0 (Vis ++ Un) dY4, +++, dyn. 
B 


La fonction caractéristique de la répartition de la suite (1) est 
donnée par 


1 
Pe,, ...,0, (Us +, Un =Eexp{ià E(Ox) un}. 
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où E est le symbole de l'espérance mathématique, u,, ..., u, 
des nombres réels. Si existent les densités de probabilité finidimen- 
sionnelles, alors 


Po, On (Ut ….., Un) = 


n 
à DUR 
=(...{e À fo,, ..., 8n (T1 ++, Tn) dr... dx, (6) 
in 
c'est-à-dire la fonction caractéristique est la transformée de Fourier 
de la densité de probabilité. 

A noter que si l’on peut se donner les répartitions au moyen 
de leurs fonctions caractéristiques, c’est que ces dernières définissent 
de façon unique les fonctions de répartition. Si par exemple existent 
les densités de probabilité finidimensionnelles et qu’elles satisfas- 
sent certaines conditions analytiques (étudiées en détail dans la 
théorie de l’intégrale de Fourier), la densité 16e (Dis 20) 


peut être calculée à l’aide des fonctions caractéristiques avec la for- 
mule de Fourier 


Jo.. .., On (L1) .…... L.)}= 


=mml-..(e _ Po... On (is +++; Un) dus, -.., dun. (7) 
AN 

Pour plus de détail sur les fonctions caractéristiques on pourra con- 

sulter par exemple W. Feller [2] ou P. Hennequin et 

A. Tortrat [il]. 


Fonetions de corrélation. La famille de répartitions conjointes (2) 
décrit entièrement la fonction aléatoire au sens large. Or souvent 
on peut se contenter d’une caractéristique plus concise des réparti- 
tions, qui précise quelques propriétés importantes de la fonction 
aléatoire. Par ailleurs la solution de nombreux problèmes probabi- 
listes ne dépend que d’un nombre peu important de paramètres 
caractérisant les répartitions intervenant dans le problème. Les 
répartitions sont le mieux caractérisées par leurs moments. En théorie 
des fonctions aléatoires ce sont les fonctions moments qui jouent le 
rôle de moments des répartitions. 


DÉFINITION. On appelle fonctions moments d’une fonction aléatoire 
E (0), 8€ ©, Les fonctions 


m ;,, Fes TS (0,, 6», …... 8.) — 
= E [6 (0:)}#4 [6 (02)17 - .. [E (8,)1s, 
Jr 20 (ET, 2; sus), 
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si existe l'espérance mathématique du second membre pour tous les 
0, E€0,i—=1,2,...,s. La quantité q = j, + js + ... + j, est 
appelée ordre de la fonction moment. 


DÉFINITION. Une fonction aléatoire E (6), 8 € ®, appartient à la 
de Lp (O) (E (0) EL (O)) si E |É (60) P Lo quel que soit 
8 € @. 


On remarque aussitôt que si & (0) € Z, (©), les fonctions moments 
d'ordre q sont finies pour tous les q < p. 

En effet, l'inégalité entre la moyenne géométrique et la moyenne 
arithmétique 


S 


S S 
JLar< 2: Pate ax >0, pa>0, à pr=1, 
R=1 kR—1 Rh=1 


entraîne 
S S 
IL EG) = IL 1EGn + < 2 4 15) ess 
k=1 k=1 k=1 k=1 
L’inégalité de Jensen Ef (£) < f (EË), qui est valable pour 
toute fonction convexe continue, ine 


$ 


EL IE@r< E 54 LE (En) 11< DEEP. 
R=1 


De là suit la ne énoncée. 

Si les fonctions caractéristiques de répartitions finidimension- 
nelles sont connues, les fonctions moments à indices entiers peuvent 
être déduites par dérivation. En ag si 6 (6) € Z, (O), alors 


«(Us -.s Us) 
Mi, ..., js (Oise, he , 04 (1 


Rs Ui=ee.=us=0 
avec q<p (qg = j + je + ... + j.). Cette formule se démontre 


par dérivation par rapport à u,, ..., u, de l'expression 
S 
DUR E(Op) 

Po,....…e, (ns +. Us) = Ee ! sous le symbole de l’espé- 


rance ui On fait souvent appel à la réciproque mais 
celle-ci n’est pas toujours vraie. Elle l’est a pour les mo- 
ments d'ordre pair. 

Outre les fonctions moments, on considère souvent les fonctions 
moments centrées 


m;.. an Je (01, Fes 0.) — 
= E ([E (04) — m4 (64): FE (82) — ma (82)1i2 . .. [E (0) — mu (0,)Fs) (8) 
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qui sont les fonctions moments de la fonction aléatoire centrée 
E1 (8) — £ (6) — m1 (0) dont l'espérance mathématique est nulle 
quel que soit 6 € 6. 

Les plus importantes de ces fonctions sont les fonctions des deux 
premiers ordres: 


m (0) — m1 (0) — EË (0), (9) 
R (6:, 6:) — Mi (6:; 0;) 2e EE (6,) — mm (6,)] [E (O2) —m (82)1. (10) 


La fonction m (6) est appelée valeur moyenne, la fonction R (6,, 6.) 
fonction de corrélation. Si 60, = 8, — 6, la fonction de corrélation 
n'est autre que la variance 06° (8) de E (8): À (6, 0) — o° (8). 

La quantité 

R (6:, 6) R UT 2) 
6 ; 6 a ——  ——————————————2— 
TOR (8:)0(8:)  y/R (61 01) À (6 0) 


est appelée coefficient de corrélation du couple de variables aléatoires 
6 (0:) et E (82). 

Si & (0.,) et E (62) sont indépendantes, le coefficient de corrélation 
est nul. En général la réciproque n’est pas vraie. Cependant dans le 
cas particulier important où la répartition conjointe des variables 
aléatoires E (6,) et £ (6,) est normale, la nullité du coefficient de 
corrélation ou, ce qui revient au même, la nullité de la fonction 
de corrélation À (6,, 6.) entraîne l'indépendance de ces variables. 
Deux variables aléatoires & et n à moments d'ordre deux finis et 


telles que 
Rien = El — EË) n — En)l = 0 
sont dites non corrélées. 

D'une façon générale, le coefficient de corrélation d’un couple 
de variables aléatoires est la mesure de la relation linéaire qui les 
lie, c'est-à-dire le coefficient de corrélation montre avec quelle 
précision l’une des variables peut être exprimée linéairement en 
fonction de l’autre. 

On a souvent affaire à des fonctions aléatoires à valeurs complexes. 
On peut les mettre sous la forme Ë (6) — & (0) + in (8) et les consi- 
dérer comme des fonctions aléatoires vectorielles bidimensionnelles. 

S'agissant d’une fonction à valeurs complexes, la relation & (8) € 
€ £3 (O9) signifie que E | 6 (8) FL oo, BEO, c'est-à-dire que 
E (0) € 2 (8) et n (8) € 2 (8). 

La fonction de corrélation d’une fonction aléatoire complexe est 
définie par 

R (6,, 0,) = E(TE (81) — EË (8,)] 18 (8:) — EE (82)1), 
où la barre indique que l’on considère l’expression conjuguée com- 


plexe. 
Signalons quelques propriétés des fonctions de corrélation: 


2—0398 
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1) R (6, 8) > O0, l'égalité étant réalisée si et seulement si & (6) 
est constant presque sûrement ; 


2) R (6,, 6,) — R (6,, 6,); (11) 
3) | R (6,, 0) F < AR (6,, 6,) R (6,, 6,); (12) 
4) quels que soient n, 6,, 6,, . .., 6, et les complexes À,, À,,... 
.., Àn, ON à 
| 2 R(8;, 0) jh > 0. (13) 
J, = 


Les deux premières assertions sont évidentes; la troisième est 
une conséquence de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski 


E lEn} <EIEFEINÉ 
Pour prouver la quatrième on remarquera que 


n ñn 


2, R (65 6) ME. 2 (0,6 (6) ja ET 25 (0) f 20. 


j, h=1 j, kR=1 


On notera que les propriétés 1), 2) et 3) découlent de la propriété 4). 
Toute fonction À (6,, 6.) définie sur @ et vérifiant la propriété 
4) est appelée noyau défini positif sur ©. 
La fonction de corrélation mutuelle sert à caractériser le degré 
de dépendance linéaire de deux fonctions aléatoires €, (6) et &, (0) 


(EZ2 (8). 

DÉFINITION. On appelle fonction de corrélation mutuelle de deux 
fonctions aléatoires &, (8) et &, (0) (&, (0), & (8) EZ: (O)) La fonction 
y, (6,, 0) — E [é (61) — E 6 (01)] [Ge (02) — E 6e (62)1: 

Soit donnée la suite de fonctions aléatoires à valeurs complexes : 

C1 (O), Go (0), - . ., Er (0), 6: (0) € Ze (6), à = 1, 2, ...,r. 
On conviendra de la considérer comme une fonction aléatoire com- 
plexe r-dimensionnelle 


C (8) — {61 (8), C2 (0), . .., & (8)}, 8€ 0. 
Etant donné deux vecteurs Ë et n, 
È = (Es: 5) . +.) 5? 
n — (M: Mes - Nr); 
on désignera par £n* la matrice 
Es Éie -.. Ein 


En” = En: Eone De Enr = (En), et. 


Em En RS En. 
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Posons 
m (8) = E & (8) = {Eû(0), EC (6), . .., EG (0)}, 
R (61, 0) —= (Pi (O1, Oo))i,j=r, . or — 
= E ([6 (0,) — m (0,)I LE (62) — m (0,)1*) = 
= (E{LE: (61) — mi (0,)1 T6; (02) — m; (02)1})i,5=x, .. ., re 


La fonction m (6) est une fonction vectorielle complexe r-dimen- 
sionnelle. On l’appelle valeur moyenne de la fonction aléatoire vec- 
torielle & (0). La matrice R (6,, 6,) s'appelle matrice de corrélation 
de & (6). 

Aux propriétés 1) à 4) des fonctions de corrélation correspondent 
les propriétés suivantes de la matrice de corrélation d'une fonction 
aléatoire : 

1) À (6, 6) est une matrice définie non négative 


> Ra (8,8), =E | 2 A6, (8) >0; (14) 


e 


2) R (6,, 0,)* — AR (6:, 6:;), (15) 
où * désigne la matrice conjuguée complexe ; 


3) | Rir (6;, 62) f < R;; (6, 0:) Rp (8, 62), j k — 1, TT, 


(16) 
4) quels que soient n, 6,, . .., 6, et la suite de vecteurs complexes 
À, À, ., A on a 
À (R(B,, 0) 42, 4) >0. (17) 
Js R= 


La dernière condition équivaut à la suivante: 
4') quelle que soit la suite de matrices À,, ..., A,, la matrice 
n 
>: A;R(6;, 6;) A* 
39 kR=1 
est définie non négative. 
Les propriétés 1) et 2) sont évidentes. Pour démontrer la propriété 
3) on fera appel à l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski relative à l’es- 
pérance mathématique : 


| Rjn (O1, 02) à =|E [é; (0,) — m; (0:)) (£r (02) — mr (8:))] F < 
< Rj; (8: 7) Rrr (0, 0). 


Pour prouver la propriété 4) on posera À}; = (az, . . ., @pr). 
Il vient alors 


j 2 (A (5 0x) Ah À;) Ts : 2 Rs (6;, 0:) Arq@ jp — 


=<E| 2 2 (Er (8,)—m,(8,;))a;p P>0. 
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Les notions de continuité, mesurabilité et autres ne s'appliquent 
pas directement aux fonctions aléatoires au sens large. En principe 
il est possible de leur trouver des notions équivalentes en termes de 
répartitions finidimensionnelles de la fonction aléatoire. Cependant 
l'approche que nous proposons au chapitre IV est actuellement la 
plus répandue. Rappelons une notion fondée sur la répartition des 


couples £ (6,), £ (82). 
Soient £ (6), fonction vectorielle à valeurs dans .Z4%, @, un espace 


métrique muni de la métrique r (6,, 6). 


DériNiTioN. On dit qu'une fonction aléatoire E (8), 6€ 6, est 
stochastiquement continue en un point 6, si quel que soit > 0 


P{IÉ (8) — E(G)1> Ee} —+0 lorsque r (6,, 6) +0. 


Si & (8) est stochastiquement continue en tout point d’un ensem- 
ble B < 6, on dit qu'elle est stochastiquement continue sur B. 

La continuité stochastique d’une fonction aléatoire sur B n'’im- 
plique pas nécessairement la continuité de ses réalisations sur B. 
Quelques exemples simples le prouvent (cf. $ 3). 


DériNirion. Üne fonction aléatoire Ë (6) est dite stochastiquement 
bornée sur B si 


sup P {JE (6) 1> N} +0 
0€B 


lorsque N — ©. 


TaéorèMEe 1. Une fonction aléatoire E (0) stochastiquement continue 
sur un compact © est stochastiquement bornée sur ce compact. 
Démonstration. Soit e un nombre positif arbitrairement 


petit. A tout point 0 € @ associons une sphère S, centrée en 6 et 
telle que 


P{IE (6) —E(@)1>1} <> V0’ € Se. 


Parmi l’ensemble de sphères S, choisissons un recouvrement fini 
Sos ++ S,. de l’ensemble 6. Soit a le rayon de la plus grande des 


sphères So, - -.: S9,- Il vient 
[E(@)1< 16 (8) — E (8) | + max | & (6;) |, 


8; étant le centre de la sphère S e; OÙ tombe le point 6. Donc pour 
N>2ona 


P{EG@)I>N<P {1E(@)—E (9 1>+-}+ 


N 
+P {max| 50) >%)<3+P {max EGN ZT). 
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La quantité max | Ë (6;) | est finie presque sûrement. Par consé- 
J 
quent, si V est suffisamment grand, c’est-à-dire N > N,(e), on a 
N 
P{max [E@)N>+})<+ et P{(8)]>N}<e. 
1<LI<N 2 2 


DériniTion. Une fonction aléatoire E (8) est uniformément stochasti- 
quement continue sur @ si quel que soit e >> O0 on peut exhiber un 


Ô >> 0 tel que 
P{18(6) —E6(@)1>e}<e 

pour tous les 6 et 0’ tels que r (6, 0’) < &6. 

THÉORÈME 2. Une fonction aléatoire & (8) stochastiquement continue 
sur un compact © est uniformément stochastiquement continue sur 6. 

Admettons le contraire. Il existerait un € >> O et pour tout n 
un couple de points 6, et 6, pour lesquels r (6,, 6,) <= et 
P{IE(8,) — E (8) 1>Ee} > e. L’ensemble @ étant compact, on 
peut extraire une suite partielle d'indices nr; tels que 6,, et 0, 
convergent vers une limite 6,. Alors 


eLP {1 (0,)—E(8,) >Ee}<P {| E (On,) — 6 (Bo)| >5}+ 
+P {18()—E(0,)1> +). 


La continuité stochastique de Ë (6) entraîne que le second membre 
de la dernière inégalité tend vers O0 avec k. Cette contradiction 
démontre le théorème. 


$ 2. Fonctions aléatoires gaussiennes 


Les fonctions aléatoires admettant des répartitions gaussiennes 
(normales) finidimensionnelles sont très importantes dans les appli- 
cations. Définissons et étudions les principales propriétés de la 
répartition gaussienne à r dimensions. 


DÉFINITION. Un vecteur aléatoire E — (£., E,, . . ., £,) admet une 
répartition gaussienne si la fonction caractéristique de la répartition 
est de la forme 


1 
; i(m,u)—-— (Ru, u) 

p(u)=Eeitus) —e 2 | (1) 

OÙ M — (My, Mas + + + Mn), U = (Uy, Us, . . ., Un) sont des vecteurs, 

R = (rin), à, k=1,2,...,n, est une matrice symétrique réelle 


définie non négative. Par (x, B) on désigne le produit scalaire des 
vecteurs à et B, de sorte que 


n ñn 
(m, u)= à MUx, (RU, u) = À run. 
—— 7, = 
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Le théorème suivant est une justification formelle de la défini- 
tion précédente. 


TH£ORÈME 1. Pour que la fonction 


4 (u) = exp {i(m, U) — + (Ru, u) } 


soit fonction caractéristique de la répartition d'un vecteur aléatoire & 
à n dimensions, il est nécessaire et suffisant que la matrice réelle R soit 
définie non négative, symétrique et de rang égal à la dimension du 
sous-espace contenant la répartition du vecteur E. 

Démonstration. a) Condition nécessaire. Supposons que 
la fonction caractéristique œ (u) d’un vecteur aléatoire est définie 
par (1). En dérivant par rapport à u; et ensuite par rapport à uw 
et en faisant uw — 0, on constate que la répartition possède des 
moments finis et 


610) 1. + 
dur u-0 = CE = im), (2) 
92 
Ou joug Dee — Er = —mimi Tin. (3) 


Ces formules entraînent que la matrice R est réelle, symétrique et 
définie non négative: 


k 
(Ru, u)= EX (É;—m;)u;) = Var(Ë, u)>0. (4) 


Si le rang de la matrice À est égal à r(<n), par un changement 
n 

convenable des variables u; — >) ajxv, on peut la réduire à ses 
kR=1 


axes principaux : 
r Fr. 2 
(Ru, u)— 2. Aavi = E [3 21 (E5— m;) ajnve F2. 
= = = 


Donc Di j — Mj) ay = 0 pour k —r +1, ..., n presque sûre- 


ment. Ces er montrent qu'entre les composantes du vecteur Ë 
il existe presque sûrement x — r relations indépendantes, donc sa 
répartition est concentrée dans un hyperplan de dimension r défini 
par les équations 


ÿ (t;—m;)a;;=0, k=r+1, ...,n. 


j=1 
b) Condition suffisante. Supposons que R est une matrice symétri- 
que définie positive. La fonction 1 (u) —=exp {i (m, u) — _ (Ru, u)} 
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est absolument intégrable et dérivable. On peut donc lui appliquer 
la formule intégrale de Fourier: 


vau)= |... | faim az, ... da, 
 L (5) 
fa= gr | — | p(u)e-it9 du, ... dus. 


— CO 


Les intégrales du second membre sont n-uples. 

Soit C la matrice orthogonale qui réduit À à la forme diagonale, 
c'est-à-dire CRC = D, où D = (A6;»), i, k—1,...,n; À > 0, 
C* est la matrice conjuguée de C. La matrice C étant réelle et ortho- 
conale, C'* est confondue avec la transposée et l'inverse de C, c’est-à- 
dire C* = C’ = C1. Faisons le changement de variables u = Cv 
ou vu = Cu, où v — (v,, ve, . . ., Un). L'élément de volume étant 
invariant par la transformation orthogonale, on a 


f (x) = 
| | PRE [ exp{—i(z—m, Cv) — (RC, Cv) } dv, HU 


” Gr 


— 00 


Par ailleurs 


n 
(RCv, Cv) —(C*RCv, v) — > ARU$, 
h=1 


n 
(z—m, Cv)=(C*(x—m), v) — > LEUR) 
Rk=1 


où zx$ est la k-ième composante du vecteur x* — C* (x — m). Donc 


Î(x)= 


‘00 


= [ Re \ exp{—i San 15 avi } du, .. dn = 
ee k=1 ki 


— 00 


n Co 
= | ; 
= [ — | exp {— ia, — + havk } dr = 
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n 
D'autre part | Àr = À, où À est le déterminant de la matrice À, 
k=1 
(D-x*, x*) — (D-ICY (x — m), C* (x — m)) — 
= (CD'ICY (x — m), (x — m)) — 
= ((CDC*)T (x — m), œ —m)) = (RT (x —m), (x — m)), 


R”! étant l’inverse de la matrice R. On obtient en définitive 


fa ep {7 (Ram), (&—m))}= 


1 oypf LS Anim) (nm 
as T2 à } 


où Az, sont les cofacteurs des éléments de À. De (6) on déduit que 
jf (x) > 0 et de (5) que | f (x) dx = 1 (0) = 1. Donc la fonction 


f (x) peut être considérée comme une densité de probabilité n-dimen- 
sionnelle et 1 (4) comme sa fonction caractéristique. 
Généralisons. Soient R de rang r(r<n) et C, transformation 
orthogonale diagonalisant ÆR, c’est-à-dire C*RC = D,, où D, est 
une matrice diagonale dont les éléments diagonaux Àx = 0 pour 


k=r+1,...,net A4 > 0 pour k = 1, 2, ...,r. Soit À — À; 
pour j—14,2,...,r; M —e pour j—=r+1,...,n. Alors 
R, = CD,C* est une matrice définie positive (D, est une matrice 
d'éléments 156,2) et 


@e (U) — exp {à (m, u) — + (Ru, u)} 


est fonction caractéristique d’une répartition. Lorsque e —+0, la 
fonction p, (u) tend uniformément vers  (u), donc œ (u) sera égale- 
ment fonction caractéristique d’une répartition. On a vu précédem- 
ment que cette répartition est concentrée dans un hyperplan de r 
dimensions, donc elle ne possède pas de densité. Une telle réparti- 
tion s'appelle répartition gaussienne impropre. E 


COROLLAIRE 1. Dans l'expression (1) de la fonction caractéristique 
de la répartition gaussienne, m — (m1, m2, . .., m,) est le vecteur 
de l’espérance mathématique, R la matrice de corrélation : 


m = EË, rjx = EÏ(E; — m;) (6x — m)l. 


Ce corollaire découle immédiatement des formules (2) et (3). 
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CoROLLAIRE 2. Si la matrice de corrélation R d’un vecteur aléatoire 
gaussien E est non dégénérée, il existe une densité de probabilité n-dimen- 
sionnelle f (x) définie par (6). 


CoRoOLLAIRE 3. La répartition conjointe d'un groupe quelconque de 
composantes d'un vecteur aléatoire gaussien est gaussienne. 


THéoRÈME 2. Si un vecteur aléatoire E = (E,, E,, . . ., &,) est 
à répartition gaussienne et les vecteurs aléatoires Ë' — (E,, . .., Ë£,), 
E" — (E,1,, ..., En) ( << n) ne sont pas corrélés, alors les vecteurs E' 
et E” sont indépendants. 

Démonstration. La non-corrélation des vecteurs £’ et £” 
entraîne 


EË;ë; — EËEË; = 0, i — 1, ..., r,j=r+i,..., n , 


donc 
p (u) = exp {i (m',u')+i(m", u") — 


T ñn 
LS 
or 2] l'jRUjUR >, T'jrU jUr , 
j,k=1 j,k=r+1 
où 
1 
Mm' —= (My, Mo, - . …, My), RER es M), 
ds Us 05); He, 2:62 0). 


La formule précédente s'écrit encore 
qu) = Eettt”, EN+4CU7, 80 = Rit, 80Eeit7, E9 = p'(u’) p"(u”), 


où œp’ (u’) et ®” (u”) sont les fonctions caractéristiques des vecteurs 
E’ et £”. Cette relation prouve l'indépendance de Ë’ et E”. 
Soit À = [lag | G =1, ..., h, k = 1, ..., n) une matrice 
rectangulaire et n — AË, c’est-à-dire 
ñn 
n= (M1; HÉE UT?E Ni — > A jrËh j=1, ..., À. 
k=1 
Le vecteur n est associé au vecteur Ë par une application linéaire. 


TH£orëME 3. L'image d’une répartition gaussienne par une appli- 
cation linéaire de vecteurs gaussiens est une répartition gaussienne. 

Démonstration. Soit Œn (ty; - . ., tn) la fonction carac- 
téristique du vecteur n. On a 


h 
Pn (1, -.., Un) = Eexp 122 un; } = 
j=1 


= Eexp {i S S U ;O jr Ex } = exp {i (u, Am) —+ (ARA'u, u)} , 
R=1 j=i 
(7) 
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c’est-à-dire n admet une répartition gaussienne d'espérance mathé- 
matique Am et de matrice de variance À, = ARA'. 

Etablissons quelques formules souvent usitées, relatives aux 
répartitions gaussiennes. 

Soient E — (E,, ..., E,) et n = (n1, - - -, Mn) deux vecteurs 
admettant une répartition conjointe gaussienne. Déterminons la 
répartition conditionnelle du vecteur £ pour n donné. Sans nuire 
à la généralité on peut supposer que la matrice de corrélation R, 
du vecteur n est non dégénérée. En effet, dans le cas contraire cer- 
taines composantes du vecteur n auraient été des combinaisons 
linéaires d’autres composantes qu’on aurait pu éliminer et réduire 
ainsi la dimension du vecteur n. 

Soient m, — EË, m, == En, Ru la matrice de corrélation du 
vecteur Ë, R, la matrice de corrélation mutuelle des vecteurs Ë 
et n: 

Ris = E (6 — mi) (n — m)*. 
On remarquera que quels que soient la matrice non aléatoire À 
et les vecteurs Ë et n, on a 
E(AË, nn) =TrAK, 


où Æ est la matrice d'éléments k;; = EËë;n;, Tr B — 2b;; la trace 


J 
de la matrice B. En outre, Tr AB — Tr BA, VA, VB. Kevenons 
à notre problème et posons 


E— my + RiR3B (n— mi). (8) 
Il est aisé de s'assurer que pour toute matrice À on a 
E(4 ($ — Ë), n — m2) = 0. (9) 


En effet, 

E(A(ËE—E), n—m)=TrARe—Tr AR R35R 2 = 0, 
L'égalité (9) signifie qu'aucune composante du vecteur £ — Ë n’est 
corrélée avec une composante du vecteur n — m,. Donc ces vecteurs 
sont indépendants. Par suite 


E=C+É—É + mt RaRI(n—m), (10) 
ë sont des vecteurs aléatoires gaussiens et & ne dépend pas 


t 
D'autre part 
E6 = m1 — m = 0, : 
EGG* = E( — À) (E — Ë* = 
= E{(6—m) (Ë—m)*—(6—m:) (n—me)* RzBRE2 — 
— Ri2R2(n— me) (E—m)* + RSR (n— m2) (n— m2)" R32RE°}, 


ou, puisque R?, = R;, = En — m2) (E — m,)* et la matrice R 
est symétrique, 


A 


où € 
de n. 


GC — Ris — RyR2BRos. 
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La formule (10) entraîne que la répartition conditionnelle du vecteur 
& pour n donné est gaussienne, de moyenne conditionnelle 


E{Eln}=Ë=m+R,R5(n—m) (11) 
et de matrice de corrélation conditionnelle 
E{(E—E) (E—É* | n}= Rai — Ro Ras. (12) 


Signalons un fait important, savoir que la matrice de corrélation 
conditionnelle du vecteur £ pour n donné n’est pas aléatoire et, en 
particulier, ne dépend pas de la valeur du vecteur n. 

La proposition suivante est évidente. 


Tusorëme 4. Soit El) (a = 1, 2, ...,r, ...) une suite de 
vecteurs n-dimensionnels admettant une répartition gaussienne de 
paramètres (mt«), R(«)). La suite de répartitions des vecteurs E(®) (œ — 
= 4, 2, ..., r) est faiblement convergente vers une répartition limite 
si et seulement si 


mo > m, RO —R. (13) 


Dans ce cas la répartition limite est également gaussienne et de para- 
mètres (m, R). 

Passons maintenant aux fonctions aléatoires. Une fonction 
aléatoire vectorielle s-dimensionnelle & (6) — {&, (6), . .., &, (8)} 
est par définition gaussienne si la répartition conjointe de toutes les 
composantes des vecteurs aléatoires 


6 (01), E (82), +. E (On) (14) 
est gaussienne. 


La matrice de corrélation À de la répartition conjointe de la 
suite de vecteurs aléatoires (14) est de dimension sn X sn et peut 
être divisée en blocs carrés de dimension s X s de la manière sui- 
vante : 


R (O1, 6:) R (61; 6) … R (O1 0) 


D= R(6:, @:) R(6:, 0) ... R(6: 0h) 


R (On: 01) R (On: 02) +. R (On On) 


où R (6,, 6,) est la matrice de corrélation de la fonction E (6). 
La matrice À est réelle et définie non négative. 

La réciproque est évidente. Plus exactement, quelles que soient 
la fonction vectorielle réelle m (8) et la fonction matricielle réelle 
définie non négative R (0,, 6,), 8, € @ (i = 1, 2), il existe une 
fonction aléatoire gaussienne r-dimensionnelle (au sens large) admet- 
tant m (6) pour vecteur de l'espérance mathématique et À (6,, 6.) 
pour matrice de corrélation. 
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Les moments d’une fonction aléatoire gaussienne peuvent être 
obtenus par développement de la fonction caractéristique. On se 
limitera aux moments centrés. Posons m (0) — 0. Il s'ensuit 

1 
TE (Ru,u) 
Pos,--.,0, (Mi, --., Us)=e 2? = 


1 1 , Fe 


D'où il vient pour les fonctions moments d’ordre impair 


mj,,...,i, (O1: 3 0,1 =0, si > jr =2n +1, 
k=1 


et pour les fonctions moments centrées d'ordre pair 


on 1 . 
‘Snn! (Ru, u)", D În = 2n. (15} 
RkR=1 


Les formules suivantes sont valables pour les fonctions moments 
d'ordre quatre : 


m4 (0) — 3R° (6, 0), mai (01, 02) — 8R (61, 0,) R (6,, 0), 
Mort (O1, 0 03) — À (6,, 0,) R (6,, 03) + 22R (6,, 8,) R (6,, 64), 
Maur (O1 0e 03, 04) = R (0, 02) R (03, 0,) + 
+ R (61, 03) À (82, 6,) + R (6,, 6,) R (6:, 82). 
Dans le cas général on a la relation 


mie... (On -., 0,)= DIIR(8,, 62), (16) 


qui se déchiffre comme suit. On écrit la suite de points 64, . .., 6,, 
le point 60, étant reproduit j, fois de suite. On décompose cette suite 
en couples arbitraires, puis on étend le produit à tous les couples 
de cette partition et la somme à toutes les partitions (les couples 
ne sont pas ordonnés). Cette proposition découle immédiatement 
de la formule (15). 

Les fonctions aléatoires gaussiennes jouent un rôle important 
dans les applications, souvent pour la raison suivante. Lorsque les 
conditions sont larges, la somme d’un grand nombre de fonctions 
aléatoires indépendantes et petites est approximativement une 
fonction aléatoire gaussienne indépendamment de la nature proba- 
biliste de telle ou telle composante. Ceci constitue le théorème de 
corrélation normale qui est la généralisation du théorème limite 
central. 


Mis,...,j, (6:, .., Der ET 


D£éFiNiITION. Une suite Ë, (0), 8€ O, n = 1, 2, ..., de fonctions 
aléatoires (au sens large) est faiblement convergente vers E, (8), 86€ 6, 
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si quels que soient s, 0; (6, E@, s = 1, 2, . . .) la répartition conjointe 
des variables aléatoires (E, (0,), ..., £, (0.)) converge faiblement vers 
la répartition des variables (E, (@,), . .., £o (0.)) lorsque n — co. 


THÉORÈME 59. Soit donnée la suite de sommes de fonctions aléatoires 


m 


Nn (0) — D nn (Ô); 0EO, n= 1, 2, 
k=1 
Si 
4) pour n fixe les n variables aléatoires ay (01), no (02), . .. 
‘. Anm, (Om,) sont deux à deux indépendantes quels que soient 


Qu, 02, . . ., Om, €t admettent des moments du second ordre tels que 
Eanx (0) = 0, Ecnx (0) = bar (0); 


2) la fonction de corrélation R, (8,, 8,) — Elnn (61), nn (6:)] tend 
vers la limite 


lim R,(0,, 6)—R(6,, 6); 


Mn 
3) Les sommes 1h (0) = D œnx (0) vérifient la condition de Lin: 
k=1 


deberg quel que soit 0: pour t >0 
Mn 
{ 


BE 22 dI,2 (0, x) — 0, 

R=1 I>TB, 

où Il,» (0, x) est la fonction de répartition de la variable aléatoire 
Ank (6) et 


Bi= 9 b:(8)= AR, (0, 0), 
R=1 


alors la fonction aléatoire n, (6) converge faiblement vers une fonction. 
aléatoire admettant une répartition gaussienne d'espérance mathémati- 
que nulle et de matrice de corrélation R (6,, 0,) lorsque n — co. 

Ce théorème découle immédiatement du théorème limite central 
pour les sommes de vecteurs aléatoires indépendants. Les conditions 
peuvent être affaiblies. 


$ 3. Processus à accroissements indépendants 


. À proprement parler, la théorie des processus aléatoires est née 
de l’étude des processus à accroissements indépendants. Les recher- 
ches ont d’abord porté sur le processus de Wiener (ou mouvement 
brownien) et ensuite sur des processus plus généraux. Elles ont 
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consisté à décrire entièrement cette classe de processus et à en étudier 
les propriétés. 

Dans ce paragraphe on se propose de citer des exemples de proces- 
sus à accroissements indépendants et d'établir l’expression générale 
des fonctions caractéristiques des répartitions finidimensionnelles 
de processus stochastiquement continus à accroissements indépen- 
dants. 

Soit 7 un intervalle fini [0, al ou infini [0, o |. 


DériniTion. Un processus aléatoire {£ (t), t € T} à valeurs dans A° 
est un processus à accroissements indépendants si quel que soit n, 0< 
LL ts L'... << ln, les vecteurs aléatoires E (0), & (£,) — E (0), 

, BE (fn) — ËÉ (én-1) sont deux à deux indépendants. 

Le vecteur & (0) est appelé état initial (ou valeur initiale) du 
processus, sa répartition, répartition initiale du processus. Un proces- 
sus à accroissements indépendants à sens large est défini par la 
donnée de la répartition initiale P, (B) = P {£& (0) €B} et de la suite 
de répartitions P(é, A, B) Ë = 0,h=—>0, BE), où V2 est la 
tribu des boréliens de .Z*, P (é, h, B) la répartition du vecteur 
EGt+h) —E(:), P(, h, B = — P{E (t + h) — £ (4) E B}. En effet, 
si ces répartitions sont données, toute répartition conjointe des 
vecteurs Ë (4), E (t), . . ., & (t,) est définie par la formule 


P a {8 (fx) € Br}) = 


— | Po (dyo) | P (0, l1; dy) | P (éis to — ta, dy2) ... 


Bo B:1—% B2—(Yo+Y1) 


P (£n-1 En —ln=1) dYn) DRE (1) 


B, -(Vo+ +... +yn) 


où B — z est l’ensemble {x:x = y — z, y E B}. La répartition 
initiale P, (B) peut être quelconque. Par ailleurs on ne peut garan- 
tir qu’à une famille de répartitions P(é, », B) arbitraires est associé 
un processus à accroissements indépendants. 

Pour que ceci ait lieu, il est nécessaire et suffisant que P(1, h, B) 


possède la propriété suivante: quels que soient n et (1, ..., t:), 
= bp Lt <...<t = t+h, la répartition P(é, hk, B) est répar- 
tition de la somme des vecteurs aléatoires indépendants £,, . .., &,, 


où & admet la répartition P(fx-1, fn — try» B). 

En effet, si ceci est réalisé, la famille de répartitions (1) vérifie 
les conditions de compatibilité. 

Un processus à accroissements indépendants est homogène si la 
répartition du vecteur Ë (£ + hk) — £ (t) ne dépend pas de #, c’est-à- 
dire P(é, h, B) = Ph, B). Les expressions et formules qui suivront 
sont moins compliquées pour les processus homogènes. Dans beau- 
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coup de cas on peut sans restreindre la généralité supposer que 
£ (0) = 0. C’est ce que nous ferons dans la suite. 

Voici quelques exemples de processus à accroissements indépen- 
dants. 


Processus du mouvement brownien. On appelle ainsi un processus 
à accroissements indépendants dont la répartition P(é, k, B) est. 
gaussienne. 

On sait que si l’on observe dans un puissant microscope une 
particule plongée dans un liquide, on constate qu'elle est animée 
d’un mouvement chaotique et qu'elle se déplace suivant une ligne 
polygonale de forme très compliquée par suite de chocs avec les 
molécules du liquide. Comme la particule est relativement plus 
grosse que les molécules, elle subit un nombre considérable de chocs 
en une seconde à telle enseigne qu'il est impossible d’en suivre la 
trajectoire. Le mouvement apparent de la particule est dit mouve- 
ment brownien. En première approximation on peut admettre que. 
les déplacements de la particule sont indépendants et considérer le 
mouvement brownien comme un processus à accroissements indé- 
pendants. Comme les déplacements sont petits, on peut admettre 
que leur somme obéit au théorème limite central de la théorie des 
probabilités et que le mouvement brownien est un processus gaussien. 

Quelques remarques sur la fonction de corrélation d’un processus 
à accroissements indépendants de moments du second ordre finis. 

Soit £ (0) — 0. Posons 


a (t) — EE (rt), B (t) = ELE (t) — a (OI TE (6) — a (1 *. 
B (t) est une matrice symétrique définie non négative. Désignons. 
AË (s) = E(f — E(s), Aa(s) = a(t) —ats). Sis<t,ona 
R (t, 5) = ETE (t) — a (GITE (s) — a (s)* — 
= B(s) + EAË (s) & (s) — a(s))* = B (s), 


R (t,s) = B (min ({,s)). (2) 
A noter encore que 
E(AË (s) — Aa (s)) (AË (s) — Aa (s))* — 
= B(—R(G —-R(,)+B()=B(t)—B(s). (3) 
D'où il suit en particulier que la matrice B (t) — B (s) est symétrique 
et définie non négative. 


Si les processus considérés sont homogènes, les fonctions a (t) 
et B(t) sont solutions des équations fonctionnelles suivantes: 


a (ti + te) = a (ti) + a (&), (4) 
B (& na La) — B (&) + B (2). (o} 


ou 
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La relation (5) est la conséquence immédiate de (3) et de l’homogé- 
néité du processus; la relation (4) est facile à vérifier : 


ai +) — E(E (4 + te) — Ë (h)) + E6 (2) = a (ti) + a (ti). 


Si l’on admet que la fonction a (t) est bornée, on sait que les solu- 
tions de l’équation fonctionnelle (4) sont de la forme a (t) = at, 
où a est un vecteur constant. La matrice B (t) étant définie non 
négative, il s'ensuit que les solutions de l’équation (5) sont de la 
forme B (t) = Bt. Donc pour un processus homogène Ë (£) à accrois- 
sements indépendants et à moments du second ordre finis (& (0) = 0) 
on à 

EE () = at, R(t,s) = B min (f,s). (6) 


En particulier, un mouvement brownien homogène de dimension un 
est défini par deux paramètres m et o tels que EË (ét) — mit, 
Var E (t) = ot. Si m = 0 et o = 1, le mouvement brownien est un 
processus wienérien. En dimension nr, un processus wienérien est un 


ba 


processus homogène à accroissements indépendants tel que 
6(0) —0, EË(G)—=0, EE (+) E* (4) = Ji, 
où 7 est la matrice unité. 


Processus de Poisson. Un processus stochastiquement continu 
à accroissements indépendants est par définition un processus pois- 
sonien si, quels que soient s, {>= 0(s<t), la répartition de la 
variable Ë (£) — Ë (s) est poissonienne. Soit & (0) = 0. La variable 


£ (é) prend alors des valeurs entières et P£{E (f) — m} — Lo" e-at, 
EE£()=at{t). On a alors 


P{(D—E(s)=m}= OO et ban, m0, 1, 


Si le processus Ë (f) est homogène, la monotonie de la fonction a (6) 
entraîne 
a (t) = at 


et 
P{E()—E (sm) MEN ea tt-s, s<t, m,0,1,... 


D'une façon générale, la continuité stochastique du processus Ë (4) 
entraîne la continuité de la fonction a (f). En effet, comme E (t) —+ 
—£(s) en probabilité lorsque # ÿ s, il vient Eeivé@) —, Feiuë(s) 
et la fonction caractéristique , (u) de la variable Ë (£) est continue 
en é. 

D'un autre côté œ;(u) — exp £a (£) (et — 1)} et œ,(u) est 
continue si et seulement si la fonction a (t) l’est. 
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Répartitions indéfiniment divisibles. Une répartition Q de .Z‘ 
est indéfiniment divisible si, quel que soit nr entier, Q est le n-uple 
produit de convolution d’une répartition Q, : Q = O*7. 

Donc, si, quel que soit n, le vecteur aléatoire & s'écrit & = E,, + 
+ no +... + Enn, où (Eux, k = 1, ..., n} sont des vecteurs 
aléatoires indépendants équirépartis, la répartition du vecteur Ë 
est indéfiniment divisible. | 

Les répartitions indéfiniment divisibles sont importantes pour 
les théorèmes limites de la théorie des probabilités et de la théorie 
des processus aléatoires. D'une part, seules les répartitions indéfi- 
niment divisibles peuvent être répartitions limites de sommes d’infi- 
niment petits indépendants, de l’autre, les répartitions finidimen- 
sionnelles de processus stochastiquement continus à accroissements 
indépendants sont indéfiniment divisibles. 

Etablissons la forme générale de la fonction caractéristique œ (u) 
d’une répartition indéfiniment divisible. Cette fonction s’appelle 
fonction caractéristique indéfiniment divisible. 

La définition entraîne que, quel que soit n, il existe une fonction 
caractéristique ®, (x) telle que 


p (u) = Îpn (u)l". (7) 


On conviendra que la fonction arg œ (u) est définie de façon univoque 
à l’aide des conditions: 1) arg q (0) = 0; 2) arg œ (u) est une 
fonction continue en u (—oo << u <Z oc). Ceci posé, on peut définir 
de façon univoque In œ(u) et [o(u)l!/" en posant [o (u)l!/" — 
— el/nInqu), Ceci étant, 
1 
lim n (qu (u)—1)=limn([p(u)]"—1)=Inq(u). (8) 
n — 0 n — 00 
THÉORÈME 1. Soit @ (h,u), h € H, une famille de fonctions caracté- 

ristiques, H étant une suite monotone décroissante de nombres positifs 
tendant vers zéro. L'existence de la limite uniforme 


h, u)—1 


g(u) = lim 

hy0 

sur une boule arbitraire |u|< N, N >0, entraîne celle, sur 
{R, B, d'une mesure finie II (B), II {0} — 0, d'un opérateur 


défini non négatif b appliquant K% dans %* et d'un vecteur a tels que 


g(u)=i(a, u)—+ (bu, u)+ 


 (u, 2 
+ | Lei (u, 2) 1 — = + | _. IT(dz). (10) 
gd 


3—0398 
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Démonstration. Soit Q,(-) répartition de fonction 
caractéristique œ (4, u). Posons 


M (B)= 5 | TH Qr GA, Ben 


On démontrera plus bas que la famille de mesures {I1, (+), k € H} 
est faiblement compacte. Choisissons une suite k, | 0 telle que IT h, 


converge faiblement vers une mesure IT’ sur md. Par ailleurs 


AUX 1 Uü, Z 1 — 
LUE À (rc o 1) UE n, (a) = 


CL ji 
—idj(u) + Bi()+ | f(u Da), (11) 
chd 
où . 
AQ)= | Fm, Bt= | CT (Go), 
RAA Rd 


i(u, z) , 1 (u,z} \ 1+/2P 
jap 2 er) jzP 

Si l’on admet que f (u, 0) — 0, alors f (u, z) sera une fonction con- 
tinue et bornée. Donc 


lim | f(u, 2)1h,(4)= | fu, 211 (da). 
d dd 
L'existence de la limite du premier membre de (11), lorsque k = h, 
et z —+ co, entraîne celle des limites 
lim Ah, (u)=a(u), limBr,(u)=B (u), 


où u (u) est une fonction linéaire, B (u) une forme quadratique 
définie positive, c’est-à-dire a (u) — (a, u) et B (u) — (b'u, u), où b’ 
est un opérateur symétrique défini non négatif. En passant à la 
limite sur », dans (11), on obtient 


1 , 
g(u)=i(a, u)—+ (bu, u)+ | f(u, Il (4) (12) 
Rd 
Soit IT (4) = IT’ (4 — {0}) ({0} est un ensemble constitué du 
seul point 0). Dans l'intégrale de (12) on peut remplacer la mesure 
II’ (-) par la mesure IT (:). Par ailleurs l'intégrale 


4 , 2)? 
+ | End 
RA 


f(u, z)= (ei tu, D —1— 


existe et constitue une forme quadratique définie non négative 
(b"u, u). On remarque aisément que (b’u, u) > (b"u,u). Donc b — 
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— b' — b" est un opérateur symétrique défini non négatif. Par 
suite 
g(u)=i (a, u)—+ (bu, u) + ] (7 f(u, 2) dk | IT (az). M 
AA 


Passons maintenant à la démonstration de la faible compacité 
de la famille {I1;,, À € H}. Il nous faut prouver que 


a) H,(79<L;  b) lim limll, (Ky)=— 
N-oh}0 
KY\ représente le cube fermé 


Res: 2°) : max|2|<W} 
J 


et Ki = AR K K y. 
Supposons que [u | < N,, N, étant arbitraire. Par hypothèse 


et de (11) il résulte que 
V6 > 0, 3h, = ho (N,, 6) tel que pour tout c > 0 


—Reg(u)+8> | RE T1, (da), h<ho, 
Ke 
et pour c > 1 
—Reg(u)+ô> | (1—cos(u, z)) Il, (dz). 


Intégrons ces inégalités sur u € K, et divisons par le volume de K,. 
On obtient 


m 


— (20) * | Re g (u) du+8> | TS (t— TI si ) 4 (dz) (13) 


K, Ke k=1. 

et 

— (274 | Reg(u)du+5>| (1—[] YE)n, (a). (19 

nu Re Bk=1 pz# 
les x>0 et 1— || (1—«)> 
k=1 
=) a — D a@; pour tous les @&; € [0, 1], il vient 
hk=1 ki 
À = sin pzR p? p? | Z [2 p? Fp?dc? 
| z f? (1— IT pzh > (1— 6 >< (1— 6 }- 


3* 
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on déduit de (13) 


3 
D 
En faisant p=—, 


Il; (X.) LAde? [ 8 —(2p)-* | Re g (u) du | VhE]0, k]. (15) 
Ke 


sin sin pz* 


1 
<< P pour z2€K:, 


En remarquant par ailleurs que pu 
k= 
on déduit de (14) (pc >1) 
M (R)< EE 8—(20)* | Rog(u)du] VAEIO, ko]. (16) 
* 


p 
Donc Il; (2%) = Il, (Ke) + I, (K,) < L, où la constante L ne 
dépend pas de hEÏO, k,]. On remarquera maintenant que par 
hypothèse la fonction g (u) est continue et que g (0) — 0. Donc 
Vô > 0 lo, assez petit tel que 


(20174 Re g(u) du| <6. 
Kp, 
L’inégalité (16) entraîne pour c suffisamment grand 
Il, (Ke) << 26 
Vh E10, hol. Ceci démontre la compacité de la famille de mesures 


{I1,,k CH}. 
Ce théorème et la formule (10) entraînent immédiatement le 


THéoRÈME 2. La fonction caractéristique o (u) d’une répartition 
indéfiniment divisible dans À° est de la forme 


p (u) = exp {g (u)}, 
où g(u) est définie par (10). 
Mettons la formule (10) sous une autre forme. Supposons que 
c>0. Les intégrales 


Ï @, 2) Il (d2), k Ce ie IT (d2) 


ë 


étant finies ($, est la sphère de rayon c >0 centrée en l’origine 
des coordonnées), on a 


à (u, z i (u, 2) 
FA 1 — 5) H (de) = 
= [ein 1 i(u, 2) MT (4 + | (ee 1) (4) + (ue, a”), 


S 


CI 


£ c 
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a = 2n(as— (2 n(a), H(4)= | RE TI (dz). 
A 


Si l’on pose a, — a + a’, on obtient la représentation suivante 
pour g (u): 


g(u)=i(a, u)—<+(bu, u)+ 


+ Lei 15 (0, 2) (d)+ | (eit0—1)TI(ds). (17) 
5e 


Se 


Contrairement à la mesure IT (4), la mesure II (4) n’est plus d’une 
façon générale finie, mais IL (S.)< © quel que soit c>0 et 
IT {0} = 0. Par ailleurs on démontrera prochainement que la mesu- 
re II (A) admet une interprétation probabiliste plus simple que la 


mesure II (4). 

Supposons que les répartitions Q, (+) de fonctions caractéristi- 
ques @ (k, u) admettent un moment du second ordre fini. Substi- 
tuons aux mesures II, (B) les mesures finies 


Gr (B)= + | | z [2 Où (&z). 


Par hypothèse VN,=>0 et Vo=0, 4%, —h(N;, 6) tel que pour tout 
k € ] 0, ho [ 
* 1— cos (u, z) 
—Reg(u)+6> | 26, (à) 
dd 


pour tous les u, |[u| < N,. On peut donc reprendre tous les raison- 
nements qui ont servi à démontrer le théorème 1 et établir la faible 
compacité de la famille de mesures G, (-). La relation 


h, u)—1 no 1 F 
LOT LA (0) Br (u)+ | FC 2) Ga (de), 


où 
Fou, = (em 1 —i(u, D++ (2°) 
Au | Ed, Bu = PTE Gi 2) 


HÈ 4 
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entraîne comme dans la démonstration du théorème 1 
2 4, ; { 
g(u)=i(a, u)— (bu, u)+ | [eitu 2 —{—;(u, 2) pp 6 (az), 
gd 


(18) 
où G (-) est une mesure finie sur .Z% et G {0} — 0. 
Nous avons ainsi obtenu le complément suivant au théorème 1. 


THéoRÈME 9. Si dans les hypothèses du théorème 1 les répartitions 
Q» (-) possèdent en outre des moments finis du second ordre, alors la 
fonction g (u) admet la représentation (18). 

Appliquons les théorèmes 1 et 3 aux processus stochastiquement 
continus homogènes à accroissements indépendants. 

TH£ORÈME 4. Soit œ(t,u) fonction caractéristique du vecteur 
E(s+t) — Ë(s), s> 0, t> 0, où ËÉ(t) est un processus stochasti- 


D) 


quement continu homogène à accroissements indépendants à valeurs 


dans À. Alors 
o (4, u) — exp {ig (u)}, (19) 


où g (u) est défini par (10) (ou (17)). Si le processus Ë (t) possède des 
moments finis du second ordre, la fonction g (u) admet la représentation 
(18). 


Démonstration. Comme 
op (4 u) — p (su) | El ei 86) 21 |, 


la continuité stochastique du processus Ë (t) entraîne la continuité 
de la fonction o (é, u) en t. D’un autre côté, l’homogénéité du proces- 
sus Ë ({) et l’indépendance de ses accroissements donnent 


P(titis, u)=pexp {i(u, Ë (ti tir) —E (ti))+i(u, E (t1) —E (0))} — 
—pexp{i(u, E(t:) —E(0))}E exp {i (u, E(t1) — 6 (0))} — 
— (11, u)-:p(ts, u). 


Or l'équation f (+ s) = f(t)f(s) 6 > 0, s > 0) admet une solu- 
tion continue unique de la forme f (£) = ett. Donc œ (ft, u) = eïgtu), 


q(t,u) — 1 
À 


où g(u) = lim . D'où et en vertu des théorèmes 1 et 3 
t40 


suit le théorème annoncé. HE 


Voyons quelques cas particuliers de la formule (19) dans laquel- 
le g(u) sera définie par (17). 

a) b—=0, I(-)= 0. 

Dans ce cas p (f, u) — ef@): c'est la fonction caractéristique 
d'une répartition dégénérée concentrée au point £a. Donc E (t) — 
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—£ (0) + at et le point Ë (f) est animé d’un mouvement uniforme 
de vitesse a. 

b) I (-) = 0. 

L’accroissement Ë (£ + s) — £ (s) possède alors une répartition 
normale de moyenne at et de matrice de corrélation bt. Si £ (0) = 0, 
le processus & ({) est gaussien, c’est-à-dire est un processus de mouve- 
ment brownien. 

c) a = 0, b — 0, la mesure II est concentrée au point z,, | Zo | 
< c, et II{z} = a. 

On a 

p(t, u)=exp {gt(et(t7)—1—;i(u, z))}. 
On vérifie aisément que l'accroissement £ (£) (£ (0) — 0) peut se 
mettre sous la forme 
6 (£) = 20 (v (#) — at), 


où v (£) est un processus poissonien homogène de paramètre g, Ev ({)— 
= gt. … 
d) b—=0, IH(S;)<o. La formule (17) s'écrit alors 


g(u)=i(a, u)+g | (ei (#2 —1)II, (du), 
d 


où Il, est une mesure probabiliste sur 8% (9 = I1(%4)). L'expres- 
sion 


q(ét, u)—eitat, u) 2 et Gr L], ei Cu, 2)IT, (&z) | 
n= 


admet une interprétation simple. C’est la fonction caractéristique 


de la somme at + E, + ... + Eva, où E,, . .., 1, . . . sont des 
vecteurs indépendants dans Z° de même répartition II, (+), v () 
étant un processus poissonien de paramètre q, ne dépendant pas de 
É1 + 1 En S aire 

Le processus Ë (?) s'appelle processus poissonien général. 

e) En appliquant la formule de Khintchine, on peut mettre 
la fonction caractéristique d’un processus homogène unidimension- 
nel à accroissements indépendants sous la forme 


Eeiuët® — exp { (ivu+ [ (eus 1 — Te TE dG(x))} 


où y est un nombre réel, G une fonction non croissante bornée 


iut 1 + 2? Dé à 
=) 2 est définie 


par continuité pour x—=0 et vaut Ur 


sur J— oc, oco[, l’expression (eux —1 — 
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Pour expliciter la fonction caractéristique d’un processus stochas- 
tiquement continu arbitraire à accroissements indépendants on se 
servira du théorème suivant de Khintchine [2]. 


THÉOREME 5. Soient E,,, . .., Enm,s % — 1, 2, ..., des vecteurs 
aléatoires indépendants (pour n donné) tels que 
lim max P{léul>e)=0 Ve 0. 
1— 00 1<R<mM, 
Si les répartitions de la suite de vecteurs aléatoires En — En1 + Eno + 

+ + Enm, sont faiblement convergentes, alors la répartition limite 
est indéfiniment divisible. 

Dans le cas unidimensionnel on trouve la démonstration par 
exemple dans B. Gnédenko et A. Kolmogorov [1] et 
dans V. Pétrov [1]. La généralisation ne présente aucune diffi- 
culté. 

Du théorème 5 on déduit la formule suivante pour la fonction 
caractéristique (ft, u) du processus stochastiquement continu 
à accroissements indépendants £ (£) (£ (0) — 0): 


gr, u)=exp {i(a(t), u)—+(b(t}u, u)+ 


D Pit + EG 2) TATaf 
+ je 1 | NI (4, ds)}, (20) 


la fonction caractéristique de l’accroissement Ë (f) — E (s), 0 << s < 
<Z t, peut s’écrire 


p (s, 1; u) — exp {g (Et, u) — g (s, u)}. (21) 


$ 4. Processus markovien au sens large 


La notion de processus markovien repose sur le principe de 
processus sans postaction. Imaginons-nous un système (une parti- 
cule) susceplible de se trouver dans des états différents. Les états 
possibles du système forment un ensemble X appelé espace des phases. 
Convenons que le système évolue dans le temps. Soit x; son état 
à l'instant {. Si x; € B, où B & X, on dit que le système se trouve 
dans l’ensemble B à l’instant t. Supposons que l’évolution du systè- 
me est stochastique, c’est-à-dire l’état du système à l'instant # 
d’une façon générale n’est pas défini univoquement en fonction des 
états pris par le système à des instants s antérieurs (st), mais 
est aléatoire et obéit à certaines lois probabilistes. Soit P(s, x, ét, B) 
la probabilité de l'événement x; € B (st) sachant que x, = x. 

La fonction Ps, x, t, B) est appelée probabilité de passage ou de 
transition du système envisagé. Par système sans postaction on entend 
un système pour lequel la probabilité de se trouver à l'instant £ 
dans l’ensemble B, le mouvement du système étant entièrement 
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connu jusqu’à l'instant s (st), est encore égale à Ps, x, t, B) 
et par conséquent ne dépend que de l’état du système au dernier 
instant connu. Cette définition sera entièrement formalisée au 
chapitre VII. Pour l’instant nous allons donner de cette notion une 
définition simple et suffisante pour de nombreux problèmes. 
Soit P(s, x, u, y, t, B) la probabilité conditionnelle de l’événe- 
ment x; € B sachant que x, = x, x, = y(su<t). En vertu des 
propriétés générales des probabilités conditionnelles on a 


P(s,x,t, B)= | Pts, zu, y,t, B)P(s, x, u, dy}. (1) 
X 


S'agissant d’un système sans postaction, il est naturel de supposer 
que Pis, z,u,y,t, B) — P(u,y,t, B). Dans ce cas l'égalité (1} 
s'écrit 


P(s,x,t, B)= | P(u, y,t, B)P(s,x,u, dy). (2) 
X 


La relation (2) s'appelle équation de Kolmogorov-Chapman. 
Elle peut servir de base à la définition du processus sans postaction 
connu sous le nom de processus markovien. 

Soit {X, S} un ensemble mesurable. On appellera noyau stochas- 
tique une fonction P(x, B), xE X, BES, vérifiant les conditions 
suivantes : 

a) P(x, B) est une mesure sur $ pour x fixe et P(x, X) = 1, 

b) P(x, B) est une fonction $S-mesurable de x pour B fixe. 

Nous adopterons cette terminologie pour le cas plus général où 
l'argument x de la fonction P(x, B) prend ses valeurs dans un 
ensemble mesurable {X,, #,} distinct de {X, #}. 

Soit Z un intervalle semi-ouvert (fermé) fini ou non. On appelle 
famille markovienne de noyaux stochastiques une famille de noyaux 
stochastiques {P;,, (x, B) = P(s,x,t, B), s<1, (st) ET X I} 
vérifiant l’équation de Kolmogorov-Chapman. 


DÉFINITION. Un processus markovien au sens large est par définition 
un triplet composé 

a) d'un espace mesurable {X, #}, 

b) d'un intervalle semi-ouvert (fermé) I de l’axe réel, 

c) d’une famille markovienne de noyaux stochastiques 


{Ps (x, B), st, (s,t) EI X I}. 


La famille de noyaux P,; (x, B) = Ps, x,t, B) est appelée 
probabilité de passage du processus markovien, l’espace {X, S} 
espace des phases du système, les points de l’ensemble 7 représentent 
le temps, P,; (x, B)— Ps, x,t, B) la probabilité conditionnelle 
que le système se trouve dans l’ensemble B à l’instant £{ sachant qu’à 
l'instant s il se trouvait en un point x de l’espace des phases (s < #). 
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Dans la suite on supposera que le noyau P.; (x, B) est défini 
aussi pour s — {. Plus exactement on posera 


P:: (x, B) — X(B, x), 


où x (B, zx) est l'indicateur de l’ensemble B, c'est-à-dire 


4 si xEeB, 
AUDE ES En 
0 size B. 
Il est évident qu'avec cette définition du noyau P;; (x, B), 
l'équation (2) reste toujours valable pour u = s ou u = t. 


Opérateurs engendrés par des probabilités de passage. Les 
probabilités de passage peuvent être associées à deux familles d’opé- 
rateurs. 

Soit # — ch (8) l’ensemble de toutes les mesures finies sur $. 
Posons m;,, — Tim, où 


mi(B)= | Psy, t, Bm(dy), s<t, BEB. (3) 


Si la mesure m (+) est la répartition du système à l’instant 
s, m(B) = P{x, € DB}, la formule (3) est la « formule de la proba- 
bilité totale » et m;, (+) la répartition du système à l'instant ft, 
mis (B) = P{xz; E B}. Donc l'opérateur T* exprime la répartition 
du système envisagé dans son espace des phases à l'instant é en 
fonction de la répartition à l'instant s, s< 1. 

Il est évident que T7, est un opérateur de e# dans #. De la 
formule de Kolmogorov-Chapman on déduit une loi simple de com- 
position des opérateurs 7}. 

Soit s<Zu << t. En se servant de l’équation (2) et en modifiant 
l’ordre d'intégration dans les intégrales multiples, on obtient 


m, (8)= | m (dx) | P(u, y, t, B)P(s, x, u, dy)=— 


X % 
= | (| P (s, x, u, dy) m (dx)) P(u,y,t, B)— 
X X 
= | mus (dy) P (u, y, t, B). 
X 
Par suite 
Ti Till (s<u<t). (4) 


Donc la famille d’opérateurs T# envisagée comme fonction de 
l'intervalle [s, é] est une fonction d'intervalle multiplicative orientée. 
Par orientation d’une fonction d'intervalle multiplicative on enten- 
dra l’un des deux modes de disposition des facteurs correspondant 
à une partition de l'intervalle. 
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La deuxième famille d'opérateurs considérée agit dans l’espace 
de toutes les fonctions $-mesurables bornées. Soient #($) cette 
famille et #(8); l'ensemble de toutes les fonctions non négatives 
de cet espace. Posons f,; = T,;f si 


fu (= | FU) P(, 2, à, dy). 


La fonction f,; (x) admet l'interprétation probabiliste évidente 
suivante. Elle est égale à l’espérance mathématique de la variable 
aléatoire f (x;) sachant qu’à l’instant s (s << t) le système se trouvait 
dans l’état x (x, — x). La S-mesurabilité de la probabilité de pas- 
sage en zx entraîne celle de la fonction f.; (x). Munissons #(8) de 
la norme ||f || = sup | f (x) |. De toute évidence || f,; [| < [| f Il. 
Donc les opérateurs T.; appliquent #($) et #($)+: dans eux- 
mêmes. En se servant de la formule de Kolmogorov-Chapman et en 
modifiant l’ordre d'intégration, on obtient pour s<u<t 


futa)= | HG) P (28, v)= À 7 | Ps, au, de) P (0,21, dy) = 
= | ju( P(s, 2, u, do), 


ou 
Per — T'su Tut (su <t). (9) 


Les opérateurs T',, forment donc une fonction d'intervalle multipli- 
cative (non commutative) qui n’est pas orientée de la même manière 
que 7%. De toute évidence, T'.,1 = 1 et T..f = f et T,; = I, où 
est l’opérateur unité. 


DériniTion. Un processus markovien est homogène si I = [0, œ | 
et les noyaux P;; (x, B) dépendent comme fonctions des arguments 
(s, 1) uniquement de la différence t — s: 


Ps: @&, B) = P:. (x, B) CS). 


Dans le cas de processus markoviens homogènes l’équation de 
Kolmogorov-Chapman s'écrit 


Paso (z, B)= | Pa (a, dy)P,(y, B), u>0, v=>0. (6) 


La famille de noyaux {P; (x, B), t > 0} s'appelle également 
probabilité de passage d’un processus markovien homogène. 

Dans le cas homogène les opérateurs T#,, :, T, +, ne dépendent 
pas de s et au lieu des familles d'opérateurs à deux paramètres 
(Th, t>œ>s> 0}, {Tss, O<s<t} il semble plus logique de con- 
sidérer les familles à un paramètre {TŸ, t > 0}, {T;, t > 0} défi- 
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nies par 
im (B)= | Pi(x, B) m (dx), 


Tif(æ)= | (0) Pre, dy). 
Les produits de convolution (4) et (5) s’écrivent 
Turo= Tale, Tuto = Tu. 


Ceci traduit le fait que les familles d'opérateurs {T#, 1 > 0}, 
{T;, t > 0} forment un sous-groupe d'opérateurs dans les espaces 
respectifs. 


Equations de Kolmogorov. Parmi les problèmes majeurs de la 
théorie des processus markoviens au sens large on distinguera : 

a) le choix des plus importantes classes (modèles) de processus 
markoviens possédant des propriétés spécifiques et leur description 
en termes de probabilités de passage; 

b) la description constructive des probabilités de passage cor- 
respondant à la classe donnée de processus markoviens ; 

c) l’étude des propriétés asymptotiques (limites) des probabilités 
de passage des différentes classes de processus markoviens. 

Il va de soi que ces formulations sont très générales et très va- 
gues, et le programme défini très vaste. Dans le présent paragraphe 
on n'exhibera que des résultats préliminaires. 

Le premier critère de classification des processus markoviens est 
l’espace des phases. Dans cette optique, les processus markoviens les 
plus simples sont les processus à nombre d'états fini ou dénombrable. 
Dans le dernier cas, en assujettissant la probabilité de passage à cer- 
taines contraintes analytiques on peut linéariser l’équation de 
Kolmogorov-Chapman pour obtenir des systèmes d'équations diffé- 
rentielles ordinaires (dites équations différentielles de Kolmogorov 
directes et inverses) qui déterminent entièrement la probabilité de 
passage dans de nombreux cas. 

Si l’on se place dans des espaces des phases plus généraux, on peut 
définir des classes de processus markoviens au sens large en attri- 
buant à leurs probabilités de passage des propriétés traduisant des 
idées intuitives sur le caractère du mouvement du système dans 
l’espace des phases. Dans cet optique on envisage les classes suivantes 
de processus : 

a) Processus discontinus. Un processus est discontinu si le système 
change d'état à n'importe quel instant par saut d'amplitude aléa- 
toire. 

Dans ces processus on distinguera ceux dont l’état reste constant 
entre les sauts et ceux qui varient de façon déterminée entre les 
sauts. 
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b) Processus de diffusion. On appelle ainsi les processus définis 
sur des espaces vectoriels finidimensionnels se comportant sur de 
petits intervalles de temps comme des processus du mouvement 
brownien. 

c) Processus markoviens sur un espace finidimensionnel, appro- 
chés sur de petits intervalles de temps par un processus arbitraire 
à accroissements indépendants. 

Pour définir les diverses classes de processus markoviens au sens 
large on s’appuie généralement sur l’idée de la linéarisation de l’équa- 
tion de Kolmogorov-Chapman, c’est-à-dire on impose à la proba- 
bilité de passage des conditions permettant de passer des équations 
non linéaires (2) à des équations linéaires. Ces équations peuvent 
être des équations intégro-différentielles ou bien des équations aux 
dérivées partielles de type parabolique ou bien encore des équations 
contenant aussi bien des dérivées partielles du premier et du second 
ordre que des intégrales. Voyons quelques généralités sur la déduc- 
tion de ces équations. 

Soit Z — [0, t*[. Fixons un t € Z et considérons la classe D de 
fonctions de #($) telles que pour s € | 0, #[ et x E X existent les 
limites 
lim Ts-h, sf D (x) — A,f (x) 
h40 
et 


lim 5: i] (x) —= Î (x). 
h1,0 


A, est un opérateur défini sur Ÿ dépendant des € 10, £ [ consi- 
déré comme paramètre. De toute évidence Ÿ est un espace vectoriel 
et À, un opérateur linéaire. 

Posons 


Ï (s, x) = Tiif (x), s € [O, él. 


Supposons que T',;f (x) € Z. La dérivée à gauche par rapport à s de 
f (s, x) s'écrit 


ôf (s, x) — im f(s—h, x) — (s, z) 
05 hy0 —h 


en — lim “ns G DT t) — À, (s, x). 

h40 
Cette relation entraîne dans beaucoup de cas l’existence de la 
énvén TÉ(S:T) Ù 
dérivée —— qui est donc solution de l’équation 


TD  Af(s, x), s€]0, #1. (7) 
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D] 


Par définition de l’ensemble Z il faut ajouter à cette équation la 
condition aux limites 


En (s, x) = f (x). (8) 


Si y(B,zx)E Ÿ, en posant f (x) = y (B,x) on remarque que 
f (s, x) = Ps, x,t, B) est solution des équations 


Gr h BL 4 jP(s, xt, B], s€[0, fl 


Ôs 

limPi(s, x, ti, B)=%(B, x). 

stt 
Même si 4 (B,x)E Ÿ, la classe de fonctions Z peut s'avérer suffi- 
samment riche pour que les valeurs T',;f (x) (f € D) définissent 
univoquement les probabilités de passage P(s, x, t, B). Ceci a lieu 
lorsque la classe Z est partout dense dans #($) pour la convergence 
ponctuelle bornée des fonctions. Ceci étant, si le théorème d’existence 
et d'unicité de la solution des équations (7) et (8) est valable pour 
toute fonction f € Ÿ, ces équations définissent de façon univoque 
les probabilités de passage (sur l’intervalle ] 0, £ [) et peuvent être 
utilisées pour la détermination de la fonction Ps, x, t, B) ou pour 
l’étude de ses propriétés. 

L’équation (7) est appelée première équation (ou équation inverse) 
de Kolmogorov. 

On peut généraliser ces raisonnements à la famille d'opérateurs 
{T, Lt > sS > 0}. 

Soient #° — W'($) l’espace de toutes les charges finies sur $, 
c’est-à-dire l’ensemble de toutes les fonctions d’ensembles dénom- 
brablement additives finies sur $, et Z* le sous-ensemble de Ÿ° 
composé de toutes les charges q (B) telles que 


lim T'ish,19 = (B) — Ag (B), 


R4O 
limT +2,59 (B) = q (2) 
hy0 
quels que soient (f, B)E [s, 1* [IX $,, où Sc B, s étant fixe. 
Posons gift, B)—Tiq(B). Si la charge q(B) est telle que 
9q (t, B) 
ôt 


q(t, B)E D*, alors la dérivée première existe et 


0q (t, B) | 7 (t+h, B)—q(t, B) — lim Tiin,1a(t, B)—q(t, B) 
ot h40 h hy0 h ! 
de sorte que q (t, B) est solution des équations 


QT = Aïg(t, B), (9) 


limg (t, B) = q (B). (10) 
tys 
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Si x (B, x) E ZŸ, les équations (9), (10) deviennent pour q (B) — 
= x (B, x) 
dP(s,zx,t, B) 


T = AŸ[P(s,z,t,B)], limPis,x,t, B)=%(B, x). 
t}s 


L'équation (9) porte le nom de deuxième équation (ou équation 
directe) de Kolmogorov. On peut tenir les mêmes raisonnements que 
pour l’équation inverse. 

Dans la suite on définira la forme des opérateurs 4, et A pour 
des classes particulières de processus markoviens. 


Processus à nombre fini ou dénombrable d'états. Soient X un 
espace constitué d’un nombre fini ou dénombrable de points, $ l’en- 
semble des parties de À. On désignera par à, j, k, les points 
de X. Soit un processus markovien au sens large à ‘valeurs dans X. 


Posons 
Pij (s, t) — P (s, d, l, {}). 


Les probabilités p;; (s, {) définissent de toute évidence la probabilité 
de passage pour un ensemble quelconque B € X 


P (s, L, É, B) — à Pi; (s, t). 
3EB 
Les relations suivantes sont immédiates: 
Pi; (s, t)>0, 2 Pa (s, }=1, Dij (s, S) = Ô;;. 


Soit f(j) fonction arbitraire sur X. L'opérateur T',, agit ici 
selon la formule 


fst () = T'af (i) = à: Pa (s, t)f0 DE 


Si m est une mesure arbitraire sur $ et m (j) = m ({j}), l'opérateur 
T;; est défini par 


mis (= Tim (9) = 2: m (8) pis (8, D). 
L’équation de a s’écrit 


Pij(s, Je2 Pins, u)pr;(u,t) (s<u<t). 


Les relations précédentes peuvent être abrégées. Supposons que 
les éléments de l’espace X sont ordonnés. Soient P (s, t) la matrice 
d'éléments p;; (s,t), f le vecteur colonne d'éléments f (i), m le 
vecteur de composantes m (i), P* (s, t) la transposée de P (s,t), m* 
le vecteur ligne transposé de la matrice m. On a 


T'eif = P (s, d) f, 
Tim = m*P® (s, t), 
P(s,t) = Ps, u)P(u,t) (sLu<t). 
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L'ensemble % est composé de toutes les suites {f (j), j € X} pour 
lesquelles la limite 


(A,f) (i) = lim > DR EU 


h10 : 
existe quel que soit iEX, s ; 10, t{ et 
lim à piÿ(t—h,t)f(i)=f(i). 


h40 j 
Ici 
{ À pour i—j, 
dj = . 
0 pour i £j. 


Si par exemple pour tout couple (i,j)EX X X et sE€Ï]0, 4] 
existe la limite finie 


di (s)= lim PH ER, 9 8 (11) 


, 
hY0 


alors Z contient toutes les suites f (j) telles que >, | f(j}| <o et 
JEX 


(Asf)(i)= D aij(s) f (). (12) 
JEX 


La dernière remarque n’est pas toujours suffisante et doit être ren- 
forcée. 
À ce propos on notera que si les limites (11) existent, alors 


— Qi (s) = a;; (S)<<O0, a;; (5) > 0 (Gi j). 
De l'inégalité 
1— pii(s—k, 1 Pij(s—h, 
P L 1) Pi @= JS 
jeJ 
où J est un ensemble fini d'indices et & € J, on déduit que 


D a (s) <a: (s), (13) 


où > indique que la somme est étendue à tous les jEX\{i}. 
j Q # La 
Dans les cas suffisamment réguliers, par exemple si la série 
D pii(s—h, s) 
h 
j 


converge uniformément en À >> 0 quel que soit s > 0, l’inégalité (13) 
peut être remplacée par l'égalité 


D a (s)= a; (s). (14) 
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LEMME 1. Si, quels que soient (i, j) EX X X et s> 0, existent 
les limites (11) et est réalisée l'égalité (14), alors D contient toutes les 
suites bornées {f (j), j € X}. 

Démonstration. On remarquera que par hypothèse la 
série (12) est absolument convergente. Sans restreindre la généralité 
on peut admettre que sup |f(j) | << 1. Considérons la différence 


iÿ(s—h, s)—Üi;,,. à 
A= D PERD GE ; (5 ai; (s) f (j). 
jEeX JEX 
Prenons un nombre arbitraire £ >> O et cherchons un ensemble fini 
J & X tel que iEJ et 


D a (=— D a;(9<£. 
jEXNT jeJ 
On a désormais 


pij(s—h, s)—i; pij(s—h, s) £ 
Ale] DE a] 3 Med te 
jEJ EX XJ 
Cherchons un h, > 0 tel que le premier terme de droite soit infé- 
rieur à _ pour tous les h € 10, h,[. On constate que 


D pi (he s) > (u—Pu ER die. (s)) Da (s)< € 


JEX\J jeJ JET 


Donc | A|<e lorsque hE]O, À, [. 

Pour déduire la deuxième équation de Kolmogorov pour les 
processus considérés renforçons la condition d'existence des limi- 
tes (11) de la condition d'existence des limites 


lim Pi Gus Se) 0 ;(s). (15) 
S115, Sets 52 — S1 
A noter qu'on démontre par analogie au lemme 1 la proposition 
suivante : si en un point s, pour tous les ÿ, existent les limites (15) 
et est réalisée l’égalité (14), la série 


> _Pij (S1s S2)—0i (S1s S2) — Ô ij (16) 


S2 — S1 
jEX 
est uniformément convergente en 5, et So, 5 'S So, So — 8 Ro. 


Tnéorëme 1. Si, quels que soient (i, j, EX XX X]0,t1I, 
les limites (15) existent et vérifient les égalités (14), les probabilités 
Pi; (s, t) sont dérivables par rapport à s, 0 s<t, et sont solutions 
du système d'équations différentielles (premier système d'équations de 


k—0398 
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Kolmogorov) 
__ 9 S, t 
pus C = Y» dir (S) Pr; (s, t). (17) 
xEX 
Démonstration. Comme 
—_6Py@ D _ Jim PE t) pu a t) 
ôs Sits, Sos S2 —S1 
. ch (S1s So) —Ô; 
— lim Dih Gi 5) ik Pa; (5, t), 
Hs, S2ls x 2 1 
il vient 
0 St 
— HE > AixPr; (s, L)= 
JEX 
, : — ôjà 
= di \ FPE (ns Se) OR s)| Ve. 
se 2 So —S] ir (S) Pr j (S2: ) + 


+ lim D aix (s) [Paÿ (Sas t) — Pa; (81, t)] = 0 
"AN PIEX 
compte tenu de la convergence uniforme de la série (16). 

Dans la déduction du deuxième système d'équations de Kolmo- 
gorov on se bornera au cas d’un nombre fini d'états (X est composé 
d'un nombre fini de points). On supposera l’existence des limites (15). 
Les relations (14) sont automatiquement réalisées. 


Soit 
m;(t) = > MPa; (Ssth, ts. 
REX 
Alors (1 <t<t) 


mj (te) — mMÿ (1) > Mr (£,) 223 Cu te) ns, Sr My (?) an; (t). 


lo — tj re to — ty pes 
Donc 
om (t 
2230 D Mmalt)an(é), 1>s. (18) 
REX 
En particulier 
PGO ES prstha(t), >. (19) 
REX 


Dans le cas d’un nombre fini d'états les équations (17) ou (19) for- 
ment un système d'équations différentielles ordinaires linéaires 
possédant une solution unique vérifiant les conditions initiales 
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Pri (8, S) = Ô:, sous des hypothèses assez larges sur la fonction 
an; (s). Donc chaque système d'équations de Kolmogorov définit 
univoquement les probabilités de passage. 


Processus discontinus au sens large. Dans les cas assez réguliers 
un processus markovien à nombre dénombrable d'états est suscep- 
tible d'être un modèle de processus de la nature suivante: le point 
mobile se trouve dans l’état initial pendant un intervalle de temps 
aléatoire, puis avec des probabilités déterminées il passe à un autre 
état où il reste pendant un intervalle de temps aléatoire et ainsi 
de suite. De tels processus peuvent être étudiés dans un espace des 
phases arbitraire. On les appelle processus markoviens discontinus. 

Soit un processus markovien au sens large dans un espace des 
phases {X, $} avec la probabilité de passage Ps, x, t, B), s < 
<t, (s,t)EI X I. On supposera que la tribu $ contient tous 
les sous-ensembles à un seul point de X. 


DéFiNiTION. Un processus markovien au sens large est discontinu si, 
quels que soient (s, x, B) EI X X X $, existe la limite 


im et D OX LG (s, x, B) (20) 


118 t—Ss 
et a (s, x, B) sont des charges finies sur 8 pour (s, x) fixes. 

Un processus markovien discontinu au sens large est par défi- 
nition régulier si dans la formule (20) la convergence est uniforme 
en (s, x, B) E [0,t] X X X $ et la fonction a (s, x, B) est continue 
en sS € [0, t] uniformément par rapport à (x, B), où £ est un nombre 
quelconque de J. 

La fonction à (s, x, B) possède les propriétés suivantes : 


a(s, x, X)=0, 


a(s,x,B)=lim mb #0 si rEB, 
tys 


a(s, x, {a})= —a(s, x, X\{x})= lim FE EE ED Co, 
t}s 


où {x} est l’ensemble composé du seul point x. On peut grouper 
ces expressions dans une formule unique en posant 
a (s, x, BP) = —a(s, x) 4 (B, x) + as, x, B), 


MR te Ga Dent aCu 


a (s,x, B) étant une mesure finie sur 8 et a (s, x {x}) — 0. 

Le fait que à (s, x, B) est une charge finie sur $8 pour un proces- 
sus discontinu régulier découle de la convergence uniforme dans la 
formule (20). 

En effet, de la définition de la fonction a (s, x, B) il résulte 
immédiatement que cette fonction est une fonction d’ensembles 


at 
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sur $ additive non négative. Supposons maintenant que B, € Bi 
Br ES, B= 1) B,et xE£EB. Il vient 
n=i 


a (S, T, B)=lime ét Bi, lim P(s, x, t, B) _ 
ts . Is n—+00 t— 
" : P (s, T; , B ) : 

EC nn 
où il est possible d’intervertir l’ordre de passage à la limite en 
raison de la convergence uniforme par rapport à B € $ dans la 
formule (20). On a donc démontré que la fonction a (s, x, B) est 
dénombrablement additive. 

Signalons encore une propriété du processus discontinu régulier. 
Pour tout f € Z il existe une constante X telle que 
[a (s, x, B) | < K pour tous les (s, x, B) € [0, él X X x #. 


. Dans la suite de ce point, on n’envisagera que des processus 
discontinus réguliers au sens large. Posons 
a(t, x, B) 
IT(é,x, B)=% at, 2) 
| X(B,x) sia(t, x) —0. 

Si ({,zx) sont fixes, II ({, x, B) est une mesure probabiliste sur $ 
qui admet une interprétation probabiliste simple. De (20) il suit 
P(t,zx,t + At, {x}) = 1 — (a (t, x) + €) At, 
où € —+ 0 avec At. Donc aux infiniment petits près d’ordre supérieur 
a (t, x) At est la probabilité que le point mobile quitte à l’instant 
£ + At l’état x pris à l’instant {. Par ailleurs si a (t,z) 0, on a 

| Pt, x, t+At, B\{x}) 

[Î(é, x, B)= lin ©" 

Co ER AE A 
si bien que II (é, x, B) peut être interprétée comme la probabilité 
conditionnelle que le système quitte à l'instant £ l’état x et effectue 
un saut qui l’amène dans l’ensemble B. Cette interprétation de la 
fonction II (£,x, B) sera justifiée ultérieurement (cf. $ 1, chapitre VII). 

La relation (20) s'écrit encore 


P(s,zx,t, B)=(—ats, x)) ( — s) x (B, x) + 
+ (a(s, zx, B)+ri(s,zx,t, B)) (t — 5), (21) 
où r (s, x, t, B) est une fonction qui tend uniformément en (s, x, B), 


s E [0,1], vers zéro lorsque # L s. 
La dernière relation entraîne en particulier que 


Vuelr, IP(szxt,B)—%(B,zx) | < K,(—s), (22) 


où X, est une constante indépendante de (s, x, t, B) E[0, ul X 
X X x [O,u] x $. 


si a(éi, x) > 0, 
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Déduisons maintenant les équations de Kolmogorov pour les 
processus discontinus. Commençons par la deuxième équation. 

Soient s fixe, {> s, m mesure probabiliste arbitraire sur # 
et m; (B) = Tim (B), où Ti, est l’opérateur introduit plus haut. 
Sik>4 >s, on a 


mx, (B)— mi, (B) = | Mt, (dr) [P (é:, T, Los B)—%(?, x)], 


X 


d’où, en vertu de l'inégalité (22), il vient 


ee [mi (B)—nu, (B) | <Ki (ta — ti). 
Par ailleurs (21) entraîne 


mi, (B)— mu, (B)=(t—t;) | La (ts, x, B)+rts, &, to, B)lnu, (dx). (23) 
X 


Supposons maintenant que #, | ?, t, À t. Il vient 
my, (B)—m,, (B) 


| a(t,x, B)m, d|< sup [r(&,zx,t,, B)| + 
(x, B) 


(x, B) l —t + 
L sup | | [a(ti,x, B)—a(t, x, B|mu, (2) |+ 
, B) | J 
+ sup | | ae, 2, B) tm, (dx) —m, (dx) < 
œ, | J 
<&+e+ À sup | ma, (B)—m;(P)1, 
où 


Ey= sup |[r(t4, x, to, B)| +0 Si lyfés told, 
(x, B) 

& = sup |a(t,,x, B)—a(t, x, B)|—0 si ti lé. 
(x, B) 


De (23) il résulte que sup |mis (B) — m; (B) | +0 lorsque #, À t. 
B 
Ce qui démontre le 


TuéorèME 2. Dans le cas d'un processus discontinu régulier les 
fonctions Tim (B) de t sont dérivables pour t > s et 


k 
+ — AtTim, (24) 
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où 


A$m (B) — | a(t,y, B)m(dy)= — | a(t,y)m(dy) + 
x B 


+ (at, y, Bym (dy). 
La formule (24) s'écrit encore u 
De —[atypmdy+|at.y, Bmay) (5) 
B x 
En posant m (B) = y (B, x) on obtient m, (B) = Ps, x, t, B) 
et le théorème 2 entraîne le 


CoRoOLLAIRE. Les probabilités de passage P(s, x, t, B) d'un processus 
discontinu régulier sont dérivables par rapport à t pour t> x et 


0P (s, x, t, B) _ 
ôt ou 


— — | a(t,y)P(s,x,é, dy) + | a(t,y, B)P(s,x,t, dy). (26) 
B 


X 


La relation (20) donne la condition initiale suivante pour les 
équations différentielles (25) et (26): 


limm,(B)—m(B), limP(s,zx,t, B)—=%x(B, x). (27) 
trs tis 


La solution (si elle existe) de l’équation (26) qui vérifie cette condi- 
tion initiale définit les probabilités de passage du processus envisagé. 
Déduisons maintenant la première équation de Kolmogorov. 
Soit t fixe, f (x) E& (8), || 7 I — sup | 7 (x) | et 
X 


f(a)=Tuf()= | FU) P(, 2, 1, dy), s<t. 
Posons a <s< 5 <t. Il sa 
fe, (@)— fa (e)= À Lfs, (e)— fe, (1 P (su 2, 52, du) = 
= (5254) | Léa (2) — fa QI (su 2, dy) +r (su 2 Sa du)). 


Cette relation entraîne 


sup | f, (2) — fa (æ) 1 L2UFI(Se— 1) LEA +2 sup À (Su 2, 82, B) II. 
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Par ailleurs, eu égard à & (s, x, X) = 0 on obtient 
fit OR À (ya dn L 
<| lRG@—f, (Was, x, dy) + 
+ | fa, (y)la(s, x, dy)—a(s:, x, dy)] [+ 
+] À ti fa ir (ss 2, 52, an]. (8) 


En vertu de (28), le second membre de l’inégalité n'excède pas 
211 f1l(s2—s){K +2 A A T (S4s Z, Se, B) |] + 


+112 sup 14 (s, x, B)—a(s;, x, B)] + 
+211f1-2 sup | r(S4, T, 52, B)|. 


La régularité du processus discontinu entraîne que l'expression 
obtenue tend vers zéro pour s, Ÿ s et s, |, s. Ce qui démontre le 


THÉORÈME 3. Dans le cas d'un processus discontinu régulier au 
sens large la fonction f, (x) = Tsif (x), s  t, est dérivable par rapport 
à s (uniformément en x) et est solution de l'équation 


ôf,s (x ss 
RO 2 _ (pat, x, ap 


=a(s,2)| f(x) | AG) H(s, 2, dy], s<r, (29) 
avec la condition aux limites 


lim fs (æ)= f (2). (30) 


L'équation (29) est la première équation de Kolmogorov pour 
les proeessus discontinus réguliers ; l’opérateur À, s'écrit ici 


Af()=a(s, 2) [—f(2)+ GT, 2, dy) |. 


CoRoLLAIRE. Les probabilités de passage P(s, x, t, B) d'un proces- 
sus discontinu régulier sont dérivables par rapport à s, s<<t, et sont 
solutions de l'équation 
dP (s, x, t, B) _ 

ôs k 


a (s, 2) | P(s, x, t, B)— | P(s,y,t,B)ll(s, x, dy) | (31) 
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avec la condition aux limites 
limP(s,zx,t, B)=%x(B, x). 
stt 


Montrons maintenant que sous certaines conditions les fonctions 
a (t, z)et a (t, x, B) définissent de façon unique un processus marko- 
vien au sens large discontinu régulier. Il s’agit en premier lieu des 
solutions des équations (26) ou (29) vérifiant des conditions aux 
limites appropriées. 

Soit 7 — [0,#* [. Le processus discontinu étant régulier, on 
imposera aux fonctions a (t, x) et a (t, x, B) les conditions sui- 
vantes : 

a) pour (é, x) € I x X fixes la fonction a (é, x, B) est une mesure 
sur PS, a (t,zx, {x}) = 0 et at, x) = a (t, x, X);: 

b) pour (x, B) fixes la fonction a (t, x, B\,t € I, est continueent 
uniformément en (x, B) et pour (f, B) fixes $-mesurable comme 
fonction de x. 

Considérons l’espace #° = W° ($) des fonctions w (B) complète- 
ment additives finies (charges finies) définies sur l’espace mesurable 
{X, 8}. Définissons dans #° une distance p (w,, w,) telle que 


p (1, we) = [| ui (B) — w, (B) ||, wi: ET", 


I w (B) 1 = sup {lw (B) |, B ES}. 


On s’assure aisément que Ÿ° est un espace vectoriel noi mé com- 
plet. On comprendra les équations (25) et (27) comme des équations 
définies sur Ÿ° et l’on interprétera en conséquence la notion de 
dérivée dans le second membre de (25). 

Considérons encore l’espace @Ÿ [s, t*] des fonctions continues 
W = W} = W+ (B),t € [s, t*] à valeurs dans #° et de norme {ul = 
— max {||w, ||, £ Es, #*]}. 


THéoRëME 4. Si la fonction a (t, x, B) réalise les conditions a) et b), 
le système d'équations (25) et (27) admet une solution unique dans €Ÿ. 
Cette solution est une mesure si m (B) l'est. 

Démonstration. On remarquera que la condition b) en- 
traîne que la fonction a (£, x) est uniformément bornée en (f, x), 
a (t,x) < K < oo. Soit dans GŸ [s, #*] la fonction 

t 
qi (B)= | exp {| a (8, x) dO} me (dx). 
B 


S 


Si la fonction m, est dérivable dans Ÿ°, q, le sera également, et 
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inversement, et de plus 


t 
du D | a(t, z)q(dx)+ Î exp { ( a (8, x) d0}-t (dx). 


En remplaçant Lt par son expression tirée de (25) on obtient 


AS | {exp{| [a (6, x)—a(6, y)] de} a (+, y, dx) gr (dy) — 


dt 
B X 


= | b(t, y, B)q:(dy), 
Z 


b(t, y, B)= | exp{| [a (8, x)—a(0, y)] d@} a (#, y, dx). 
B S 


Donc les équations (25) et (27) sont équivalentes à l'équation 


t 

q(B)=m(B)+ | | (8, y, B)ge(dy) 40, tes, *], (32) 
: 

où b (ft, y, B) est uniformément bornée, b (4, y, B) < K, et comme 

fonction de B est une mesure. L'opérateur Q* dans @Ÿ° défini par 


| 
(Q*iw)(B)=m(B)+ | | 5(6, y, B) wo (dy) d6 
vérifie les relations ” 
Qu") — (Q") AI L2K (4 —s) ||] 28 — 2" |, 
QE") — (QE) ED ET | vo! — io" |, 


où Q*” désigne la n-ième puissance de Q*. Donc une puissance de 
Q* est un opérateur contractant. En vertu du principe des applica- 
tions contractantes, l'équation (32) admet une solution unique 
dans @Ÿ° qui peut être obtenue par la méthode des approximations 
successives; donc si m (B) est une mesure, q, (B) le sera égale- 
ment. 

On étudie l’équation (29) de façon analogue. La substitution 


f(x) = exp {— | a (0, x) d0} gs(x) 


$ 
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ramène l'équation (29) à l’équation équivalente plus simple 


gs 


HE — | gs (y) exp {| [a (8, x) —a(8, y)] d6} a(s, x, dy), 
x É 


(s  t) avec la condition aux limites g, (x) = f (x). Cette équation 


équivaut à son tour à 


g.(t)=f(z)+ 
Î t 

+ | ge (4) exp{| [a (8, x)—a(8, y)] de} a (v, zx, dy)dv. (33) 
s À 


Introduisons l’espace ABC) [0, | des fonctions continues. f = 
— f, = f, (x) de s à valeurs dans # ($) et de norme {| {| — 
— sup {|f. (x) |, (s,x) EL0, 11 X X}. Dans (0) [0, :] l’cpéra- 
teur linéaire Q: 


(Qg): (x) = f(x) + 
t t 
+ | | & (y\exp {| [a (6, x)—a(6, y)] dé} a (v, z, dy) dv, 
s À D 


applique l’ensemble des fonctions non négatives de BC) [0, :] 
dans lui-même et de plus 


Il (Qg'). —(Qg") IE: (—s)| 8" — 2" ||, 


n !' TA K? —s)" 1 DA 
1(Q"8")—(Q"g "LE 1 3 — 8" 1 


où X, — Keft, Donc une puissance de Q est opérateur contractant 
et l’équation (33), et, par voie de conséquence, l'équation (29), 
possède dans 8) [0, t] une solution unique vérifiant la condition 
aux limites (30). 


THÉORÈME 5. Si la fonction a (t, x, B) vérifie les conditions à) et b), 
les équations (29), (30) admettent une solution unique. En particulier, 
dans le cas considéré les probabilités de passage affectées au processus 
sont définies de façon unique par la fonction a (t, x, B 


REMARQUE. L'’équation (33) peut être résolue par la méthode des 
approximations successives. À cet effet on peut mettre la solution 
des équations (29), (30) sous la forme 


fs (2) 2 ri (x), 
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où 
t 


f (æ)=exp{— | a(8, x) 40} j (x), 


10 (= | | fe (y) exp {— Î a(8, x) dô} a (e, z, dy) dv. 
s À s 


En particulier, pour les probabilités de passage P (s, x, t, B) on 
obtient les expressions suivantes : 


P(s, x, t, B)— 2e (s, x, t, B), (34) 
où 
t 
PO (s, x, #, B)=exp{—| a(8, z)dB}x(B, x), (35) 
PO (s, x, t, B)— 


Î v 
| \ PA, y, t, Bexp (—| a (8, 2) dB} a (v, zx, dy)dv. (86) 


Les fonctions P (s, x, t, B) admettent une interprétation proba- 
biliste simple qui sera donnée au $ 2 du chapitre VIT où l’on mon- 
trera également comment connaissant la fonction a (s, x, B) on peut 
construire un processus markovien sous des conditions plus larges 
que celles envisagées ici. 

Les résultats obtenus peuvent être appliqués aux processus 
à nombre dénombrable d’états. Dans ce cas l’espace X est composé 
d’un nombre dénombrable de points et il suffit de considérer les 
probabilités de passage dans des espaces composés d’un seul point. 
Supposons que p;;(s,t)—=P(s, i, t, {j})}, i jEX. Au lieu de 
a (s, x, B) étudions la fonction 


a(s, à, Dim A, 1%), 
qui est confondue avec la fonction a; (s). Les conditions a) et b) 
deviennent ici: 


a) at, i)— 2,2 (, i, j), Où as, Dee (—pa(s, t))(t—s)t; 


b) a (t,i, j) sont continues en +? sur [0, t*] uniformément en 
(i, j). Si ces conditions sont satisfaites, la première et la deuxième 


D 


équation de Kolmogorov pour les processus markoviens à nombre 
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dénombrable d’états possèdent des solutions uniques qui peuvent 
être obtenues avec les formules indiquées plus haut. Par exemple 


Pii(s, t)= > pos t), 
n=0 
t 


pE(s, t)—=exp { — | a; (0) de} Oi 


S 


l v 
pin+ (s, = | D p{n) (p, texp{— | & (8) d8} a (v) dv, 
s REX S 
= 0, À, 2, CAE EE] 


« 


Processus à accroissements indépendants. Ces processus sont un 
cas particulier des processus markoviens. Soit X espace vectoriel 
métrique, 8 la tribu des boréliens de X. Désignons par B + x 
(B&X,zxEX) la zx-translation de B: B+zx{y:y=2+2%,2€ 
€ B}. 

re la famille de mesures probabilistes P,; (+) sur # 
(s>0, t > 5s) vérifiant les conditions suivantes: 

a) P:: (B — x) est une fonction #S-mesurable de x quel que 
soit B € S; 

b) si su<it, on a 


Pu(B)= | Pur(B—y) Pou (dy). (87) 
À 


On vérifie immédiatement que pour toute fonction f (x) S-me- 
surable on a 


À f(&+ 9) Pur (dy) = | F(u) Por(dy— 2) 

x x 
(cette relation est triviale pour les indicateurs des ensembles $-me- 
surables). Donc (37) entraîne 

Ps: (B— x) | Pui (B— y) Psu (dy — x). 

x 
Si donc l’on pose Pfs,x,t, B)—P;,;(B — x), la fonction 
P(s, x, t, B) sera probabilité de passage. Elle présente une homo- 
généité spatiale, c’est-à-dire 
Ps, z2+y,t,B+y)=Pt(s,zx,t, B) Nyex 


Inversement, si des probabilités de passage jouissent de cette proprié- 
té, alors P (s,zx,t, B) = P,4(B — x). 
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Définissons sur {X, #} une mesure probabiliste et considérons 
la famille de répartitions {P touts She. Lin = 
— 1, 2,...}, où P:,.,1, (B%) est la répartition définie 


sur {X7, g") (B® € 7) par 


Pa, (8%)= [UT P(O, 2 f, de) P (4 zu ts de) 


X B(n) 


d F (ln-1, Ln1 ln Ath) } q (dx). 


On s'assure sans peine que cette famille de répartitions est asso- 
ciée à un processus à accroissements indépendants. 

Au $ 3 nous avons examiné en détail la structure d’une famille 
de mesures Pat vérifiant (37) dans le cas d’un espace X finidimension- 
nel (X = .%%) et d’un processus à accroissements indépendants 
stochastiquement continu et homogène dans le temps (c’est-à-dire 
P4 (B) = P;,.,(B)). Dans ces conditions la fonction caractéristi- 
que œ({,u) de la répartition P, (B) peut s’écrire 


(4, u) ne | eitu, x)P, (dx) = exp (& {i (a, u)— + (bu, u) + 
RAA 


qu, 2) 4 — 0 2 7 1H 
E pr] Er (@}), (8) 


où ac À et b est une application symétrique linéaire définie non 
négative de 4° dans #%, II une mesure finie sur $ et II {0} — 0. 
Posons 


KG@)= HO P (sat, | (a+) Pay), s<t. 
d Ad 


Il est évident que si f (x) est une fonction deux fois continûment 
dérivable, bornée avec ses dérivées partielles première et seconde, 
f, (x) le sera également. On a 


EU S m PACS GI) Je ® = Î [fs (x +2) — fs (x)] — Pis-n, h (dz) — 
AA 
= Qu ha) + BV, Vi (+ | [r@+2-1 (0 


(z, Vfs(z) 1 (4 Vis (x) 1+ 12/2 
14}: 2 1+1/z/2 | 121? I (dz), 
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où la mesure IT, (dz) est difinie e (10), $ 3, et 


(a, V)f.(x)= De fi 2e 


ÔTk 
A5= | L EL T1, (dz), B; = | ü Ps Il, (dz). 
d ja 


Les résultats du $ 3 (cf. démonstration du théorème 3) entraînent 


l'existence de la dérivée LOC solution de l'équation 


de Le = (a, V) JL: (a) —+ (bV, V) Je (x) + 


, V S 1 Z 2 
RA 
où 
© O2f< ( 
Ev, Dh(= Z dE. 


k, j—1 


La dernière nn, s'écrit encore (cf. formule (17), $ 3) 


LE Lo, fr) + (EV, V)f(2) + 
+ | Lte+2)—f (NT (4) + 


RAS, 


++ NÉ (GIT(), (0) 


Se 


où S, est la sphère de .Z% centrée en l’origine des coordonnées et 
de rayon c, la mesure II n'est pas forcément finie mais comme précé- 
demment II {0} = O et 


| [212 II (dz) ©, (FRS) € 00 


Se 


Processus markoviens faiblement dérivables au sens large. 
Quand on étudie des processus markoviens dans un espace finidi- 
mensionnel AH il semble naturel de s'intéresser à la classe de 
processus qui ont la même structure locale que les processus à accrois- 
sements indépendants. On peut définir ces processus de la façon 
suivante. 
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Soit la fonction caractéristique 


œ@(s, T, ?, u) = | e(u, v)P (s, T, d, dy), S<LT, œ(s, T, S,; u) = 1, 
AA 
d’une répartition P (s, x, é, B). 

Un processus markovien au sens large est faiblement dérivable 
par définition si la fonction œ (s, x, t, u) est dérivable par rapport 
à s au point s = {, uniformément dans un domaine borné de varia- 
tion de z, c'est-à-dire si la limite 
J(s,zx, t, u)—1 


g(t, x; DE t—s 


existe uniformément en u pour | u | < V, où V est arbitraire pour 
tous les x € RŸ, 4€ ]0, é* [. 

Les résultats du théorème 1, $ 3, entraînent que si un processus 
markovien est faiblement dérivable, il existe un vecteur a (s, x) € 
€ À, une application symétrique définie non négative b (s, x) € #4 
dans .#% et une mesure g (s, x, B) sur $ tels que toute fonction 
f(x), x E.AŸ, deux fois continôment dérivable, bornée avec ses 
dérivées partielles première et seconde, vérifie 


À, (x) — an en.) (a(s, x), V)f(x) + 


++ G(S, DV, Vi(+ | Wae+2-f(@ats, à d+ 
AS 
++) Vf(@)a(s, 2, de), (41) 
S 
par ailleurs g(s, x, {0}) = 0, g(s, x, FX S) < © et 


fIl2p(s, &, de) < 00. 
S 


En particulier, si qg(s,z)—q(s, x, AŸ) < ©, la formule précé- 
dente devient 


Af(e)=(@(s, 2), V)f( ++ 0(s 2, V1 (2 


—{q(s, x) f (x) — | f(x+z)q(s, x, ds) |. (42) 
RAA 


Si a(s,x) = 0, b(s, x) = 0, le processus markovien correspon- 
dant est, ainsi qu’il résulte de ce qui précède, un processus discon- 
tinu. 

Dans le cas général la relation (41) admet l'interprétation sui- 
vante. Désignons par E (#) l’état du système caractérisé par le pro- 
cessus markovien étudié. Supposons que E (s) — x. Alors AË (s) — 
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— £ (s + As) — x peut aux infiniment petits d'ordre supérieur près 
être mis sous la forme AË (s) — AË, + AË, + AËs, où AË, corres- 
pond à la composante non aléatoire du déplacement AË (s) et peut 
s'écrire AË, = à (s, x) As, AË, correspond au déplacement d’un pro- 
cessus wienérien de matrice de variance b (s, x) As, et AË; = 0 
avec la probabilité 1 — q (s, x) AS et avec la probabilité q (s, x) 


Mi à : ; _— ST D 
coïncide avec un vecteur aléatoire de répartition A2). De 


q(s, x) 
plus AË, et AË, sont indépendants. 

Si g(s, x, B) = 0 dans la formule (41), le processus markovien 
correspondant est un processus de diffusion. Dans ce cas la partie 
principale du déplacement AË (s) est composée d’un terme non aléa- 
toire a (s, &,) As (ou vecteur de translation) et d’un terme aléatoire 
admettant une répartition gaussienne d-dimensionnelle, d'espérance 
mathématique nulle et de matrice de corrélation b (s, Ë,) As. 

Les processus de diffusion jouent un rôle important dans la 
théorie et les ‘applications des processus markoviens. Ils feront 
l’objet d’une étude détaillée au chapitre VIII. On se bornera ici 
à donner une autre définition du processus de diffusion et à préciser 
la déduction pour lui des équations différentielles de Kolmogorov. 


DérFiNiTioN. Un processus markovien au sens large est un processus 
de diffusion si : 
1) quel que soit x ER", e > 0, 


P (sx, 1, SX (x)) = 0 ( — 5) (43) 


uniformément en ts, où S, (x) est le complémentaire de la boule 
S,(x) de rayon & et de centre x; 

2) existent une fonction a (s, x) à valeurs dans %° et un opérateur 
symétrique linéaire défini non négatif b (s, x) de %° dans %° ((s, x) € 
€ [0,1#*] x.%%) tels que pour tout xEX te>0 


(y—zx)P(s, x, t, dy)—a(s, x)(t—s)+o(t—s), (44) 


S (x) 


(z, y—x)}P (s,x,t, dy)—=(b(s, x)z, z)(t—s)+o(t—s) (45) 
S (x) 


uniformément en 5, s<Zt. Le vecteur a (s, x) s'appelle vecteur de 
translation, l’opérateur b (s, x) opérateur de diffusion du processus 
markovien. 

Soit une base de Z%. Désignons par a; (s, x), i = 1, ..., m, 
les composantes du vecteur a (s, x) et par b;; (s, x), i, j = 1, ..., m, 
les éléments de la matrice de l’opérateur b'(s, x) par rapport à cette 
base. 
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TuéorëèMEe 6. Si les fonctions a (s, x) et b (s, x) sont continues et 
f (x) continue, bornée et telle que la fonction 


u(s, z)= | FG)P(S, 2, à, dy) 
AA 


2 
possède des dérivées partielles HG 2) z) Ou (s, x) 


continues, alor 
0e tinues, alors 


u(s, x) est dérivable par rapport à s et est solution de l'équation 
Qu(s, x) 


D —(a(s, x), Vhu(s,z)+(b(s, )V, V)u(s, x) (46) 
avec la condition aux limites 


sr u(s, æ)=f(x). (47) 
sTt 


Démonstration. Soit s<s<s, << {. La fonction u (s, x) 
étant bornée, on a 


(Sy, T)—u(Ss, x) = | [u(s, y)—u(s:, x)] P (51, x, S, dy) = 


Sd 
— | [u(Sz, y)—u(s,, x)] P (s1, Z, Se, dy) + 0e (s2 —51), 
Se(x) 
où 2% , 0 quel que soit e>>0 fixe. Soit le développement 
27 °1 
taylorien 


U(S2, y)—u(s, x) — 
—(y—x, Vu(s, 2)++(y—x, VRu(s, 2)+r(x, y, 82), 


en outre, lorsque yES.(x), on a rx, y, S)|<ly—zx[l?o, où 
re O2(u)(ss, r+O(y—x)) du (52, 2) 
ï, de 5, VES (x) ‘0x; 0x; Oz; 0x; 
lorsque € —+ 0. D'où il suit 


U (Sy, T)—u (se, T) = 
— | (a (So, z), V) U (S2, ) ++ (b (S2; x) V, V) uU (S2, x) js R"| (S2 — 54), 
(48) 


où dim lim ÆR'’—0. En divisant l’expression obtenue par 
£E—+0 S2—s1 +0 


S, — S, en passant à la limite pour s, j si s, À s et du fait de la 
continuité du second membre de (48) en s,, on obtient l'équation (46). 
La condition aux limites (47) découle de l'égalité 


u(s,2)—f(o)= | QD) F NP (6, 2 t, dy)+oe(t—s), 


S (x) 


— 0 


5—0398 
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où & >> 0 est un nombre arbitrairement petit, et de la continuité de 


]j (x). 


Supposons maintenant qu'’existe la densité de probabilité de 
passage, c’est-à-dire une fonction p (s, x, t, y) telle que pour tout 
ensemble borélien B 


P(s, z, t, B)= | p(s, x, t, y) dy, 
B 


où l'intégration est effectuée par rapport à la mesure de Lebesgue 
dans #%. L'équation de Kolmogorov-Chapman s'écrit alors 


pis: tte 1)—= | pts, TZ, U, zZ)p(u, 2, t, y)dz, Ss<u<t. (49) 
hd 


Si p (s, x, t, y) comme fonction de (f, y) est suffisamment de fois 
dérivable, elle est solution de la deuxième équation de Kolmogorov 
qui porte encore le nom d'équation de Fokker-Planck. 


TH£60REME 7. Si les relations (43), (44), (45) sont réalisées unifor- 
mément en x et existent les dérivées continues 


dp(s,z,t,y) d(ai(t,y)p(s,x,t,y)) d2(bi;(t,y)p(s,z,t,y)) 
ot d OT; L ÔZ; Ôt j 


la fonction p (s, x, t, y) est solution de l'équation 


PP Gr te) — — (V, a (1, y)p(s, Z, À, y)) + 


{ - 
+ (V, Vo(, y)p(s, x, t, y)) (90) 

pour (ty) E(s, t*) x .R1. 
Démonstration. Soit g (x) une fonction quelconque deux 


fois continûment dérivable s’annulant en dehors d’un compact. 
Comme dans la démonstration du théorème précédent, on s'assure que 


[| gG)Ps 2 in v)dy— (x) |= 


= (a(t, 2), V)g(n) ++ @(, DV, V)g(x) 


lim 
thttitt 2 


uniformément en x. En se servant des conditions du théorème et de 
la dernière égalité, on obtient 


0 ‘ 
Ü pis, x, à, y) (y) dy 


ot | 
| 1 
— ]|im 
tatt,togt le — 1 


FLre & 2% np, à à, n]et = 
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; 1 
— lim | p(s, T, L1, y) — | P (£4, UF Lo, z) £g (2) da — g (y) | dy = 
tatt, tot 2 | Ga 


1 
_ | p(s,x,t,y) [ (a (6, y), V)g() + (0 (, y) V, V)g (y) ] dy. 
Une intégration par parties donne 
0 
lp ty)e(dy=— | [(v, ps, 2, 8 ya(t, y) + 


HV: Vp(s, 2, y)b (8 y) |e (y) dy. 


La fonction g (y) étant arbitraire, de la dernière relation on déduit 
l'équation (50). 5 


REMARQUE. Si un processus markovien Ë ({) satisfait les conditions 


| (y—zx)P(s, x, t, dy)—a(s, x)(t—s)+o(t—s), (51) 
Ad 


lea y—2)P(s, 2, t, dy)=(b(s, 2)2, 2)(t—s)+o(t—s) (52) 
Jia 
et pour un Ô —>0 
ly— xl" *Sp(s, x, t, dy)—o(At), (53) 
id 
alors il est de diffusion. En effet, 
+ | 
Ps t SU)<— | lc P(s, 2, t, dy, 
JA 
(y—x)P(s, x, t, dy)=a(s, x)(t—s)+o(it—s)— 
S{x) 
— À G@—2)P(s 2, #, dy), 
Se(x) 
| (ya) P(s, 2, t, dy)=(b(s, 2)2, 2)(t—s)+ 
Se!) 


+o(it —s) — | (z, y—zx) P(s, x, t, dy), 


Se(x) 
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en outre pour << 2+4-Ô 


Â 
| ly—zx|"P(s, 2x, t, dy) << | ly—x| "+ P(s, x, à, dy). 
Se(x) Se(x) 


Donc quel que soit e >> 0 fixe, les conditions (43), (44) et (45) sont 
réunies et le processus Ë (£) est de diffusion. 


$ 9. Processus stationnaires au sens large 


Les processus stationnaires constituent une importante classe 
de processus aléatoires. On peut les définir comme des processus 
dont les caractéristiques probabilistes ne varient pas avec le temps 
ou encore comme des processus qui se déroulent dans des conditions 
ne variant pas avec le temps. Plus exactement, soit 7 un intervalle 
. de temps fini ou non. 


DÉFINITION. Un processus aléatoire (au sens large) E(t), t ET, 
à valeurs dans À est stationnaire si quels que soient net ti, ta, . .., in 
tels que t+i, ET (k—1Â,...,n) la répartition conjointe des 


vecteurs aléatoires 
Eh +t), ..., En +0 (1) 


ne dépend pas de t. 
Il revient au même d’ exiger que pour toute fonction continue 


bornée f (x, . .., zh), tr € À, la quantité 
EF (6 (1 + t), ..., Et +6) 


ne dépende pas de t. En particulier, si les coordonnées £? (é), j = 
— 4,..., k, du vecteur £ ({) admettent des moments finis du 


? 


second ordre, les quantités 
m'()=EE (4), j=1,...,d, 
ne dépendent pas de f, m°’ (t) — m’, et 
D" (ts) — EE (6) E* (s), j, k =1,...,d, t>s, 

ne dépendent que de la différence t{ — s: b/" (4, s) — b7" (£ — 5). 

Il existe un très grand nombre de problèmes relevant de la théorie 
des processus stationnaires dont la solution peut être exprimée en 
fonction des moments du premier et du second ordre des processus 
envisagés. C’est pourquoi il semble naturel de distinguer la classe 
de processus dont les moments du premier et du second ordre sont 
stationnaires. A. Khintchine [3] fut le premier à définir 
et à étudier cette classe. 


Dérmirion. Un processus aléatoire E (t) — (EL (4), . .., E° Q 
t>>0, à valeurs dans À est stationnaire au sens large siE | & (#) [? 
<< 0 et 
EE (à) = m = const, ELE (é&) — ml [E (s) — ml* = R(t—Ss) (t>s), 
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où R (t) est une fonction matricielle continue. 

La fonction R (t) s'appelle fonction de corrélation (matricielle) 
du processus Ë (£). Dans certains cas on a intérêt à étudier des proces- 
sus aléatoires vectoriels à valeurs complexes & (4) = (£! (#6), ... 

…, GC), où (8) = E (#4) + int (6), EF (6), n° (9 sont des 
processus aléatoires réels. Le processus & (£) est défini par la donnée 
d’un processus vectoriel 2d-dimensionnel 6 (4) — (£! (t), ... 
..., Et), nl (6), ..., n° (#)). Les répartitions de toutes les 
caractéristiques possibles de & (f) s'expriment alors sans peine en 
fonction des répartitions conjointes des vecteurs 8 (6). 

Comme exemple de processus stationnaire au sens large étudions 
des oscillations à paramètres aléatoires. On considérera des proces- 
sus scalaires Ë (t). 

Introduisons quelques définitions qui nous seront utiles pour 
l'interprétation physique des processus aléatoires. Si £ (4) est l’in- 
tensité d’un courant à l’instant £ et que l’on s'intéresse à l’énergie 
dissipée par une résistance unitaire, les définitions suivantes sont 
naturelles. 

On appelle énergie transférée par le processus aléatoire ËE (t) 
pendant l'intervalle de temps 1] é,, #, [ la quantité 

le 
AOL 


LE 


énergie totale transiérée par le processus É(é) (— 00 <<< 00), 
l'intégrale | E2 (4) dt si elle existe. 


On appelle puissance moyenne d’un processus aléatoire la limite 


T 
; { 
lim | Et (4) dt. 
ST 
Si le processus Ë (f) est à valeurs complexes, il faudra remplacer 
€? (4) par | E (t) |? dans les expressions précédentes. 

Dans la suite nous adopterons cette terminologie même si le 
processus auquel on l’applique admet une autre interprétation 
physique. 

Dans de nombreux problèmes les processus aléatoires sont simulés 
par des sommes d’harmoniques à fréquences données et à amplitudes 
et phases aléatoires. En d’autres termes, on considère des processus 
de la forme 


E(t) = 2 Oh COS (Ut + Pa) 
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où u, sont des nombres donnés, «; et o, des variables aléatoires. 
La structure probabiliste de ce processus est complètement définie 
par la répartition conjointe des variables aléatoires az, x (% — 
= 1, 2,..., n). Ceci étant, par processus défini par la formule (1) 
on entend un processus aléatoire dont les répartitions finidimension- 
nelles sont susceptibles d’être calculées à l’aide de la formule (1) et 
de la répartition conjointe des variables @&,, . .., Œn, ®y, . . ., @. 

Le processus aléatoire £ (£) est la somme de n oscillations harmo- 
niques d'amplitudes | a; | et de fréquences uv}. 

Dans de nombreux cas il y a intérêt à considérer des processus 
aléatoires à valeurs complexes à caractère oscillatoire 


= À pe, (2) 
k=1 
où les amplitudes complexes y, sont aléatoires: 
Ya = An + fr, 
Apr Pr & = 1, 2, ..., n, sont des réels. L'ensemble de toutes les 
fréquences {u,}, k = 1, 2, ..., n, considérées comme des points 
de la droite (—o << u << ), s’appelle spectre de la fonction aléa- 


toire © (#). 
Le processus C (1) peut être décomposé en une partie réelle et 
une partie imaginaire : 


G () = 6 (6) + in (), 


où 


; Cn COS Ujt — Bz Sin upt, 


Ra) 
Se 
Ï 
RÈSE 


el 
[ES 


(3) 


Ar Sin Uyl + Pr COS uyt. 


Ps 
PR 
Ch 
—” 
] 
7" 
INA3 


On calcule sans peine la puissance moyenne transférée par le 
processus Ë (f). On a 


T T n 
7 [iéPa=sr | D ner 
tp —TR, r=1 


rs T(ur —ur 
_S | Va 1° + 5 Ce rent 


k=1 k, r=1 


Lorsque T + æ, on obtient 


D Î LOS | Va [2 


k=1 


$ 5] PROCESSUS STATIONNAIRES AU SENS LARGE 71. 


\ 


Donc la puissance moyenne transférée par le processus aléatoire 
oscillatoire Ë ({) est égale à la somme des puissances moyennes trans- 
férées par chaque composante harmonique du processus. 

On calcule de façon analogue la valeur moyenne de la fonction 
aléatoire € ({) sur un intervalle de temps infini. Il vient 


sin Sin Tuy 


_ fioaë-5 Tur ; 


si le point 0 est un point du spectre du processus aléatoire, la fonction 


Sin U ect supposée égale à 1 en ce point (4 = 0). Donc 


T 
: { 
lim x | G(t) dt = Yo, 
ÊT 
où y, est l’amplitude correspondant à la fréquence u = 0. 

La répartition de la variable Ë (£) est très compliquée même sous 
des hypothèses spéciales sur la répartition des variables y,. Cepen- 
dant les caractéristiques élémentaires de la répartition de la variable 
aléatoire 6 (£) ne sont pas difficiles à établir. Supposons que les 
amplitudes complexes y, possèdent des espérances mathématiques 
nulles et qu’elles ne sont pas corrélées, c'est-à-dire 


EY: — 0, Ey:Y —= 0, RET: 


On a alors 


E 6 (#) = 0. 


On remarquera que si 0 n’est pas point du spectre du processus aléa- 
toire, l’espérance mathématique de la fonction & ({), c’est-à-dire 
sa valeur moyenne au sens probabiliste, coïncide avec sa valeur 
moyenne prise sur l'intervalle de temps infini | —o, æ [. Si au 
contraire 0 est point du spectre, la moyenne temporelle de la fonc- 
tion échantillonnée est une variable aléatoire. On a l’expression 
suivante pour la fonction de corrélation du processus & (6): 


R (tt) =E[É (4) ()l=E | à à Ver e(Urti—Urt2)] = à cheats) 


où ch — E| y» |. Par suite, fé fonction de corrélation du processus 
Ë (t) dépend uniquement de la différence £, — t, : 


HAUT 2) — R (4 — Lo), (4) 
R(t)= À cèeat, (5) 
k=1 


Si donc les variables y, du processus (2) ne sont pas corrélées et 
possèdent des valeurs moyennes nulles, ce processus est stationnaire 
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au sens large et sa fonction de corrélation est donnée par (5). Cette 
formule s’appelle représentation spectrale de la fonction de corréla- 
tion. Elle définit le spectre du processus aléatoire, c’est-à-dire 
l'ensemble des fréquences {u:}, k — 1, ..., n, des oscillations 
harmoniques constituant le processus & (£{) et des espérances mathé- 
matiques c; des puissances moyennes transférées par les composantes 
respectives du processus. La quantité c4 s’appelle valeur moyenne 
de la puissance de la composante harmonique du processus de fré- 
quence 4. Elle s'obtient par centrage temporel de la puissance et 
ensuite centrage au sens probabiliste. Ces considérations énergétiques 
suggèrent l'introduction de la fonction spectrale qui est une caracté- 
ristique importante du processus stationnaire. 
La fonction spectrale F (u) du processus (2) est définie par 


F(u= D &. 
R 
up CU 


Ceci signifie que F (u) est égale à la puissance moyenne transférée 
par les composantes harmoniques du processus & (4) dont les fré- 
quences sont inférieures à la valeur donnée . Elle caractérise com- 
plètement tant la puissance moyenne de chaque harmonique de Ë (i) 
que la puissance moyenne globale des harmoniques dont les fré- 
quences sont contenues dans un intervalle quelconque donné. En 
effet, 
= F(ur+0)—F(ux), 2 ch=F(u)—F(u). 
USUp SU) 

En utilisant la fonction spectrale on peut mettre la fonction de 
corrélation de & (t) sous la forme 


O0 


R(t)= | éittdF (u). (6) 

D'un point de vue mathématique, la fonction spectrale est une 
fonction continue à gauche, non croissante, non négative, partout 
constante, sauf en un nombre fini de points où elle présente des 
sauts de c?. Il se trouve que la notion de fonction spectrale peut être 
étendue aux processus stationnaires au sens large. Ce problème 
ainsi que la généralisation de (6) à des processus stationnaires arbi- 
traires seront étudiés plus bas. 

Il semble particulièrement intéressant d'étudier les processus de 
la forme (2) par passage à la limite. Ce passage consiste à faire 
croître indéfiniment le nombre de termes de la somme (2) lorsque 
les amplitudes complexes y, décroissent; le spectre du processus, 
c’est-à-dire l’ensemble de toutes les fréquences u,, devient à la 
limite partout dense dans la droite ] —œ, o [. On obtient un pro- 
cessus aléatoire dont on dit qu’il possède un spectre continu. Plus 
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bas et au chapitre V on donnera une définition plus exacte de ce 
terme et l’on examinera l’analogue de la représentation (2) pour les 
processus ainsi obtenus. Pour l'instant on se limitera à l’étude des 
répartitions limites. 


THéoRÈME 1. Soient apr, Par = 1, ...,n; — 1,2, .) 
deux suites de séries de variables aléatoires deux à ne indépendantes 


(dans chaque série) 


b? 
Enr == EB,r = 0, Var Œnk —= Var Br —= D <T O0 


et 
= À pne 8 = E, (2) + ên (E) nn = Gnk + HP 


Supposons que, lorsque n —- ©, les conditions suivantes sont réunies: 

a) les fonctions spectrales F, (u) des processus €, (t) convergent 
vers une fonction F (u) sur un ensemble de valeurs partout dense dans 
la droite ] —œ, œ [| et que 


F(—oo)=0, F(+o)=lim D b< 0; 
k=1 


b) les variables aléatoires {ayr, Bnr} satisfont la condition de 
Lindeberg (théorème 9, $ 2). 

Sous ces conditions le processus aléatoire &, (t) converge faiblement 
vers un processus stationnaire & (t) = & (t) + in (t) lorsque n — co. 
La fonction caractéristique de la répartition conjointe des variables 


Ë (£) ss Ë (ts); 1 (4), + 7] (és) (7) 
s'écrit 
DU seu Vie es v)= exp {+82}, 


où 


2 D ORt;—t) 2m, 2j=u;— iv, j=1,...,s, 
j, h=1 
R(t)= | eut dF (u). (8) 
On remarquera que par hypothèse F (u) est une fonction mono- 
tone non croissante bornée. 
Le théorème formulé est un cas particulier du théorème 5, $ 2. 
On admettra que © est l’ensemble des couples 8 = (f, g), —o << 
<< i< oo, D— 1 2: Œnh (6) — Ank (£, q); où 


nn (t, 1) =Re Parent, Ga (£, 2) = Im Yyre 


tunnt 
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Il est aisé de vérifier que si la condition de Lindeberg est réalisée 
Par Œnrs Pnr, elle le sera par &,, (0) quel que soit 6. Soient 


VF us (6,, 0.) — de (£1, Lo), 0; Es (di, qi), 
FH (£1, Lo) - ES: (ti) : (to), Re (£:, Le) —_ En: (&1) Un (to), 
R7 (ts to) = EËn (1) Mn (o). 


La formule (3) entraîne 


1F | 
RE (Et) = RE (hi t)=z | cosf(é—t:)u]dF, (u), 


R (ti, b)= > : Jj sin {(é —{,)u] dF, (u). 


Le théorème de Helly et la condition a) entraînent l'existence des 
limites 


R;; Ge REF (T,T+t), i, j—=1, 2, 


Ru(#)= Ra(t)=z | cos (tu) dF (u), 


Ri(t)=z | sin (&u) dF (u). 
Donc les hypothèses du théorème 5, $ 2, sont réunies. Ce théorème 


nous dit que la fonction caractéristique de la répartition conjointe 
des variables (7) vaut 


1 : 
Se 
Ddisarss Ua D sta) : 
où 
S 


Di Ra tr) unuÿ + 2Rio (5 — tx) wav + Ra (E5— bn) van; = 
k, j=1 


s 
= — D R(t;—t») 2j», 
sh 


7 
Z;=u;—iv;, j=1,...,s. 


Le théorème démontré nous place dans le cas d’un processus 
stationnaire dont la fonction de corrélation est donnée par la for- 
mule (8), où F (u) est une fonction monotone, non croissante, bor- 
née, non négative, continue à gauche. 
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On constate que l'expression (8) est générique pour tous les 
processus stationnaires au sens large. On a précisément le 


THéorèMEe 2 (théorème de Khintchine). Pour qu’une fonc- 
tion continue R (t) (—o << ti co) soit fonction de corrélation d’un 
processus stationnaire au sens large il est nécessaire et suffisant qu'elle 
admette la représentation (8). 

Démonstration. Condition nécessaire. La fonction de 
corrélation d’un processus stationnaire au sens large est définie 
positive, c’est-à-dire 


un 
| > | R (ty —t;) nn; >0 
t, = 

quels que soient n, t, . . ., £n, À, * - ., À, (n est entier, t, réels, À; 
complexes). Le théorème de Bochner-Khintchine en- 
traîne que À ({) admet la représentation (8). La condition suffisante 
découle du théorème précédent. 5 


Du reste on peut considérablement simplifier la construction 
d'un processus stationnaire au sens large dont la fonction de corré- 
lation est exprimée par la formule (8) avec une fonction spectrale 
F (u) donnée a priori. 

Supposons que F (co) — 6° et que Ë est une variable aléatoire 


de fonction de répartition. FE F (x). Posons 
C(4) = oeitté+o), 


où œ et £ sont indépendantes, @ étant uniformément répartie sur 
l'intervalle ] 0, 2 x |. Il vient alors 


oo 2T 


Ec(t)=0 | [aitu 2 dE (0) 0 
oo 0 
et 
R(t+h,h)=E{(t+h)TU)})= 
oo 27 00 
; 1 : di na 
— 0? | | CRE CE | eïtu dF (u). 
—o À — 00 


DériNiTion. La fonction F (u) qui figure dans la représentation (8) 
de la fonction de corrélation du processus stationnaire (au sens large) 
s'appelle fonction spectrale. Si F (u) est absolument continue, 


u 


F (u) = | f (u) du, 


— 00 


f (u) est dite densité spectrale du processus. 
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Rappelons la signification physique de la fonction spectrale. 
Si la fonction aléatoire Ë ({) est assimilée à un courant électrique, la 
fonction F (u) peut être interprétée de la façon suivante : représentons 
le processus E& (f) sous forme d’une « somme indéfinie » d’oscillations 
harmoniques simples à amplitudes aléatoires et posons l’accroisse- 
ment F (ue) — F (u,) (u, < u:) égal à la puissance moyenne dissipée 
par les composantes harmoniques du processus dont les fréquences 
sont comprises dans l’intervalle [u,, u,[. 

À noter que la fonction R-1 (0) R (t), où R (0) = F (+00), peut 
être considérée comme la fonction caractéristique de la fonction de 
répartition (F (+oc)) !F (x). D'où il suit que la fonction spectrale 
est définie de façon unique par la fonction de corrélation. Si a et b 
sont des points de continuité de la fonction de répartition, on sait de 
la théorie des fonctions caractéristiques que 


F(b)—F(a)=-—— À ER (1) dt, (9) 


— 00 


où l'intégrale est prise dans sa valeur principale. Aux points de 
discontinuité de la fonction F (u) la formule (9) reste valable sous 
réserve que l’on remplace F (u) par FERIEO., 


Si la fonction de corrélation R (f) est absolument intégrable sur 


] —oc, oo [, c’est-à-dire | | R (£) | dt ©, le second membre de (9) 
est dérivable par rapport au peramètre b. Donc l’intégrabilité 
absolue de la fonction R (f) entraîne l'existence de la densité spec- 
trale et 


j(u)=— | e=iutR (+) dt, 


c'est-à-dire f (u) est l'inverse de R (t) par la transformation de 
Fourier. 

Le théorème 2 admet plusieurs généralisations. D'abord on peut 
considérer les processus stationnaires vectoriels (au sens large), 
ensuite les fonctions stationnaires (scalaires ou vectorielles) de 
plusieurs variables. Voyons dans un premier temps les processus 
stationnaires vectoriels au sens large à composantes complexes. 


Soit © (4) = (Gi (), - -., Ca (). 


THÉORÈME 3. Une fonction matricielle continue R (t) = (R;4 (b)), 
j, k —1,..., d, est fonction matricielle de corrélation d'un processus 
stationnaire au sens large E(t) si et seulement si on peut la mettre sous 
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la forme 


R(t)= | eïut GF (u), (10) 


où F(u) = (F;r (u)), j, k, = 1, ..., d, est une fonction matricielle 
telle que 

a) quels que soient u,etu,,u, << u,, la matrice AF (u) = F (us) — 
— F (u,) est définie non négative; 

b) Tr {F (+oo) — F (—co)} < 00. 

S'agissant de la condition b), on remarquera qu’en vertu de a) les 
éléments diagonaux de la matrice F (u) sont des fonctions de u mono- 
tones non décroissantes. Donc il revient au même d’exiger que chaque 
élément diagonal F;; (u) de la matrice F (u) soit à variation bornée 
sur la droite ] —oco, co [. 

D'autre part, la définition positive de la matrice AF (u) entraîne 


[A Fin (u) [2<AF;;(u) AFrr(u), 
d’où 


Di 


S S 1 S 
D Fa (up) SU AP; Up) 12 Fax (up)l", 


où AÀF (up) = F (up) — Fun), Pp=1, 2, ..., 8 <<... 
Se Us 

De là il suit que les éléments non diagonaux F;, (u) de F (u) 
seront des fonctions à variation bornée. Sans restreindre la généralité 
on peut admettre que F (—oco) = (. 

Le théorème 3 découle de la variante matricielle du théorème de 
Bochner-Khintchine. On peut le déduire comme corollaire du théorè- 
me de Bochner-Khintchine. Prouvons ce théorème pour illustrer le 
passage des théorèmes « unidimensionnels » à leurs analogues « multi- 
dimensionnels ». 

Démonstration du théorème 3. Soit R(t) la 
fonction matricielle de corrélation continue d’un processus vectoriel 
stationnaire au sens large d-dimensionnel à composantes complexes. 
Pour tout vecteur complexe d-dimensionnel on considère la variable 


aléatoire 
Ce () = (6 (#), c). 


C.(t) est alors un processus aléatoire stationnaire au sens large 
à fonction de corrélation continue: 


me = EG (t) = (EC (), c) = const, 
Re (£) E = EL ( + s) — Mél [Éc (s) —mel) —=c*R(the, 10. 
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En vertu du théorème 2, la fonction de corrélation À, (ft) peut 
être mise sous la forme 


Re (= | ef ar. (u), 


où F, (u) est une fonction monotone non croissante de uw et F, (u) < 


<T ©. 
Soit e® un vecteur d-dimensionnel tel que 


(R) 0, pÆk, 
e — 
: ls Den: 


Ra () = Rax (4) est alors la fonction de corrélation de la k£-ième 
composante du processus vectoriel 6 (té). Posons 


et, 5) = eh) + eU), 6, À) — je) + e0), 
Il vient 


Ra, 5 (6) = Rar ()+ Ra) +R) + R;;(), ki, 
Ro, 5 (4) = Run (0) +iRi;(t) —iRjn (6) + R;; (6), 


d’où 
R k, j ()—iR— k, (t) 1; 
Ry; CE 9 é CA, — R D) 
Posons 
PU RAT RE 
Pgo) = CE mu) — Fo), kÆi, 
Fyn (u) = F (u), 
on a 
Ra; (8) = | eitu dP,;(u), k, j—=1,..., d. 
Il vient 
d : d 
R,(t) — > Chhase; = | eitug > CxFas (t)c;). 
k, j=1 — oo R, j=1 


L'’unicité de la fonction spectrale F.(u) entraîne 


d 
F, @)= à, CrFn;(u)c;. 
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d 
D'où il suit que AF,(u)= Ÿ CAF; (u)c; 0, de sorte que la 
. 


matrice AF(u) est définie es négative et Fr (+ 00) << 00. 

Reste maintenant à démontrer qu’à toute fonction matricielle F (u) 
possédant les propriétés a) et b) du théorème 3 on peut associer un 
processus vectoriel stationnaire au sens large de fonction de corréla- 
tion (10). À cet effet introduisons tout d’abord un processus gaussien 
réel 2d-dimensionnel (E (£), n (£)), où & (t) et n ({) sont des processus 
gaussiens réels d-dimensionnels, que l’on définira comme suit. 
Soient a, — (ak, ..., af), db, — (dk, ..., DE), k — 1,..., n, deux 
suites de vecteurs dans A. Définissons la Pr caractéristique 
de la répartition conjointe des vecteurs (£ (4),..., Ë (&.), n (41), . .. 

., N ()) avec la formule 


Pe,, ..., tn (Gi: ..., dh) by, .….. bi} 


—exp {—5K (a, sad, Dé oo 


« 


ou 


Kai sun bus) > ah (= 6)a,eE 


2 Lai R" (in —t;) Dj bRR" (tx —t;) a;] de > | DER (tx —t;)d;, 
» J— SN 
, 1 , 1 ( . 
R'(f = | cos (tu) dF(u),  R"(t)= —+ | sin (iu) dF (u), 


— O0 


[En 


R'()—iR"(D=+R(D=+ | eitu QF (u). 


Pour que cette définition ait un sens, c "est-à-dire pour que la fonc- 
tion Pi, #, (ay, « «… Ans On + + +, Ph) soit effectivement fonction 
caractéristique de la répartition it de 2dn variables aléatoires, 
il est nécessaire et suffisant que la fonction K (a, Lu ds b., Des 
., b,) soit une forme quadratique définie non négative. On voit sans 
peine que 
K (Ans +, dns due. dn)= Re DtR(t,—t;)2, 


OÙ 2 —4Qp— ibn, k—1Â, ..., n. Par ailleurs 


n 


DR (ln —t;)z; = [ D ets)" 4F (u) (3 « eitRrüy a) > 0. 


—{ k— 


d 


— 00 
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Donc Ptit, CS bien fonction caractéristique. On s’assure sans 
peine que la famille de répartitions {F;,..,,,} associées aux fonc- 
tions caractéristiques @4,, … 2, vérifie les conditions de compatibili- 


té ($ 1), de sorte qu'elle définit un processus aléatoire gaussien au 
sens large. Ceci étant, 


EË()=En()=0, EË(t)É(s)=En(thn(s)=R"(#, s), 
EE (t)n(s)= R"(6—s). 


Posons € (£) — E (4) + in (t). Le processus 6 (£) est un processus 
gaussien vectoriel à composantes complexes. On a 


Et()=0, EL(G)C(s) = ET () É(s)+n() n° (s)1 — 
—iE[E(G)n"(s)+n(G)E(s=2R(—-s)—2iR"(G—s)=R(t—Ss). 


Donc Ë (ét) est un processus gaussien stationnaire au sens large à fonc- 
tion matricielle de corrélation À (£ — s). Fi 
La notion de stationnarité au sens large peut être généralisée aux 
fonctions aléatoires de plusieurs variables. Soit G (x) — (£! (x), ... 
..…, 67 (x)) une fonction aléatoire vectorielle au sens large, éventuel- 
lement à coordonnées complexes, définie pour tous les x € #7. On 
l’appellera champ aléatoire. Un champ aléatoire Ë (x) est homogène si 


EC (x) = m = const, E (€ (x) — m) (6 (y) — m)* = R (&—y), 


où R (x) est une fonction matricielle continue appelée fonction de 
‘corrélation du champ homogène. La fonction matricielle R (x) est 
définie non négative. Ce qui veut dire que quels que soient les vec- 
teurs z, complexes d-dimensionnels, les points xy, €.%", k —1,...,n 
et n entier quelconque, on a 
n 
D) AR(z—t;)2,>0. 
R, J=1 
Le théorème de Bochner-Khintchine se généralise facilement aux 
fonctions définies non négatives de x € Z°". Par analogie au théorè- 
me 3 on démontre le 


TusorëmMe 4. Pour qu'une fonction matricielle R (x), x € 4%, soit 
fonction de corrélation d’un champ homogène, il est nécessaire et 
suffisant qu'elle admette la représentation 


R(x)— Î ei, UF (du), (11) 

ia 
où F (A) est une fonction d'ensembles matricielle complexe dénombrable- 
ment additive définie sur les boréliens de À" et telle que z*F (A)z>0 


quels que soient z, vecteur complexe, et À, ensemble de S®. En outre 
Tr F (87) < oc. 


$ 5] PROCESSUS STATIONNAIRES AU SENS LARGE 81 


Un champ aléatoire 6 (x) est dit homogène et isotrope si sa fonction 
de corrélation À (x) dépend uniquement de la longueur du vec- 
teur x. Donc pour un champ homogène et isotrope 


E(£ (x) —m)(6(y) — m)* = R (p), 


où p = p (x, y) est la distance entre les points x et y. 

Trouvons l’expression de la fonction de corrélation d’un champ 
homogène et isotrope. À cet effet considérons l’expression de la fonc- 
tion de corrélation d'un champ homogène 


R(p)= | e&F (du) 
PAL 
et étendons l'intégration à la sphère S, de rayon p. En intervertis- 
sant l’ordre d'intégration on obtient 


. | {| ertr: n) ds} F (du). (12) 
On ? pm-1 RM" Ë) 


Soient f (x) fonction intégrable sur Z*, V, boule de rayon p 
centrée en un point fixe. Il vient 


(rca. dam | f(x) ds, 
Y S 


où au second membre l'intégration est étendue à la surface S, de la 
boule V,. Appliquons cette formule au calcul de l'intégrale dans 
l’accolade du second membre de (12). En passant aux coordonnées 
sphériques dans un espace n-dimensionnel et en désignant par ®: 
l’angle des vecteurs x et u on obtient 


p TT mn 27 

| Cr ess Qi —= | | .. | | eirlulcos pri sin -2 q, X 
Ve 0 0 0 0 

m—i1 
2 FR 
a eirlulcos pr 1 sin*2 p, dr dp 
ni — 1 1 1° 

r { D | 0 0 


D'autre part 


co T 
so. S irlu| cos p,)R . 


© mt, © 


hk=0 0 s 
: R r2R |u/?2À r (= r (= 
= D CN —-G5 NEZTAIE 
k=0 ( 9 


6—0398 
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D 
I — | \ eir ju | COS Pari sin”—2 Pi dy: — 
0 e 


2k+1 m — 1 
pèhtm | 1 [2 (= )r (=) 


= » CD (2k)! (2k+ m) r 2k+ m 
k=0 2) 


En vertu de la formule 


1\_ ya T(2) 
r'(&+)= o2k-1 l'(k) ? 
on à 
she plut |+ 
var()2? 0° © (5) 
2 2 
Ê= m > (—1} m 
… Ær m— 1 2p + 
= LS) (Gr) 72 (el), 
où J, (x) est une fonction de Bessel du premier genre d’ordre n. Donc 
m 
| ei, u ri … da=(%) ET m (plu). 
ÿ, en 
D'où il suit 
EU 
: 271 2 
(x, u) As = [| 
[ gts, 0 ds = (TE) fu Jm22 (plu). 


En particulier, l’intégrale envisagée dépend de | v |. Introduisons 
le paramètre positif À et posons 
8W=F(VIy, 150. 
La dernière formule et la formule (12) donnent 


m—2 00 T2 (AD) 
R(p}=2 © TS) | de (), (13) 
1 (àp) ? 


où g (à) est une fonction monotone croissante, g (—0) — 0 et 


g(+o)=F(Z") = R (0) < oc. 
Nous avons donc obtena le 
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THéoRëME 95. Pour que R (p) (0 < p << œ) soit fonction de corré- 
lation d'un champ aléatoire homogène et isotrope il est nécessaire et 
suffisant qu'elle admette la représentation (13), où g (À) est une fonc- 
lion non décroissante monotone bornée. 

Lorsque m — 2, la formule (13) s'écrit tout simplement 


R(p)= | Jo (p) de ), (14) 
0 


et pour m—3 


R(p)=2 | SRE de (). (15) 
0 


CHAPITRE II 


AXIOMATIQUE DE LA THÉORIE 
DES PROBABILITÉS 


$ 1. Axiomes et définitions fondamentales 
de la théorie des probabilités 


Dans le présent paragraphe on introduit des notions fondamenta- 
les de la théorie des probabilités et on donne, la plupart du temps 
sans les démontrer, leurs plus importantes propriétés, qui découlent 
directement de la théorie de la mesure. Les démonstrations se trou- 
vent dans les manuels de théorie de la mesure (cf. par exemple 
A. Kolmogorov etS. Fomine [1]. 


Evénements. Supposons que l’on réalise des expériences sous des 
conditions C. Ces expériences seront dites possibles (relativement aux 
conditions C). Les résultats d’une expérience nous permettent de 
conclure à la réalisation (ou non-réalisation) de tel ou tel événement. 
En théorie des probabilités chaque expérience est entièrement carac- 
térisée par ces événements ou, plus exactement, par un ensemble non 
vide d'événements dits observables. 

Pour rendre l’exposé plus clair on se servira de l'interprétation 
ensembliste des notions et relations introduites. Chaque événement 
observé à l’issue d’un possible est identifié à une partie d’un ensem- 
ble S. Les opérations et relations liant les événements admettent 
une interprétation ensembliste. Si par exemple l'événement À 
implique l'événement B (4 CB), l’ensemble À sera contenu dans 
l’ensemble B. L'événement « ou À ou B » équivaut à la réunion des 
ensembles À et B (A |J B), l’événement « À et B » à l’intersection 


des ensembles À et B (A NB), l'événement « non À » (À) au complé- 
mentaire de À dans Q, c’est-à-dire l’ensemble de tous les points de Q 
n’appartenant pas à À, enfin, si deux événements À et B sont incom- 
patibles, l’ensemble À fN B est vide. 

Toute partie de Q est à son tour un événement, mais qui n’est pas 
forcément réalisation d’une des expériences considérées. 

Les points de Q sont appelés événements élémentaires ou éventuali- 
tés, l’ensemble Q l'événement certain pour autant qu'il correspond 
à un événement réalisé dans toute expérience. Une partie vide de QG 
est dite événement impossible. 

On se servira encore des notations et définitions suivantes: 
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UA, : réunion de l’ensemble d'événements À, indexés par «& € I. 
œeEl 
N 4,: intersection de l’ensemble d'événements 4,. 


œET 

À NX B: différence des événements À et B (l'événement « À mais 
non B »). 

A AB : différence symétrique des événements À et B (l’événement 
«ou À ou B, mais pas les deux à la fois »). 

lim 4,: limite supérieure de la suite d'événements À, (n — 
— 1, 2,...), événement qui est réalisé si et seulement si la suite 
d'événements 4, (lim À, — {ens. inf. 4,}) l’est. 

lim 4,: limite inférieure de la suite d'événements A4, (n — 


— 4, 2, ...), événement réalisé si et seulement si tous les événe- 
ments À, à partir d'un certain numéro le sont. On remarquera sans 
peine que 


ei + O0 O0 00 O9 
lim 4,—= f | À4,, limA4,=— |} fN 4À,. (1) 
m=in-m UE m=i nm 
Par exemple, l'événement du second membre de la première égalité 
est réalisé si et seulement si, quel que soit m, on peut exhiber un 
n > m tel que l’événement À, soit réalisé. Il revient au même de dire 
qu'il existe une suite partielle infinie d'événements À, réalisables. 
Dans la suite on utilisera souvent les formules suivantes qui 
expriment une relation de dualité entre la réunion et l’intersection 
d'événements : 


AXU Ba= NN (AK Ba) (ou U Ba= 1 Ba) (2) 
(e A 4 el el CAS 

AXN Ba= U (AK Ba) (ou N Ba=U Ba). (3) 
Ce A 4 a€l atl a€lI 


La vérification de ces formules ne soulève aucune difficulté d'autant 
plus que l’une d’elles est une conséquence de l’autre. 


Expérience. Nous avons vu plus haut que, sous des conditions C 
données, tout possible était entièrement décrit par une classe (une 
famille) d’observables. On conviendra de noter les classes d’événe- 
ments (classes de parties de l’ensemble Q) par les lettres gothiques Y, 
8, %, ..., et par Ÿ (Q) l’ensemble des parties de Q. 

Soit À classe d’observables. 


DÉFINITION. 1. Une classe A CB (Q) est un anneau booléen (ou 
clan) de parties de Q si: 


ACÇY, BEX—=ALJBEY, 
AENX, BEX—AXBE. 


Une classe est une algèbre booléenne (ou clan unitaire, ou anneau 
booléen unitaire) si A est un anneau booléen et si Q € Y. 
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On démontre sans peine que: 


si À est anneau booléen: À EX, B EX + A NABEX; 
si À est algèbre booléenne : À € A = À E A. 


. DÉFINITION 2. Une algèbre booléenne A & 8 (Q) est une tribu (ou 
o-algèbre, ou corps de Borel, ou o-clan unitaire) si WnEN 


A, EX = U A4, EX 
n=1 
On démontre sans peine que: 
VnEN A, EX— A A EX. 
n = 


En effet, ceci découle de la formule (3): 


A 4, = 


n=i1 


Les événements de toute tribu A sont dits {-mesurables. 

On conviendra qu’une classe d’observables est une tribu. 

L'ensemble des expériences peut être ordonné. Plus exactement, 
si des expériences Æ, et Æ, sont attachées à des tribus %., et % 
d’observables et que %<%:, on dira que l'expérience ÆE, est 
plus informative que E,. D'autre part, si est donné un ensemble d’expé- 
riences { E,, a € I} et %, (x E 1) sont les tribus correspondantes 
d’observables, l’ensemble {ÆE,, & € 1} peut être traité comme une 
expérience composée, à condition d'admettre que les observables 
appartiennent à la plus petite tribu contenant tous les %,. On 
notera cette dernière: o {%,, &« € 1}. Son existence est une consé- 
quence de la proposition suivante : 

Soit N+t une classe de parties de Q. Il existe toujours une plus petite 
tribu de parties contenant I. 

En effet, il existe toujours une tribu contenant Mt. Tel est par 
exemple l’ensemble $ (Q) de parties de Q qui est une tribu. L'’inter- 
section de toutes les tribus contenant W? est une tribu: par construc- 
tion, la plus petite contenant M. On la note o {NN} et on l’appelle 
tribu engendrée par la classe M. 

On aura souvent à établir si une classe d'événements contient 
ou non une tribu donnée. Le résultat suivant nous sera très utile. 


THÉORÈME 1. Si une classe d’ensembles M contient une algèbre 
À et est monotone, c'est-à-dire si À,, ne ROROLONE croissante 


(respectivement décroissante) d’'ensembles et U À n( n A,) sont con- 
=1 


tenus dans VK, alors M contient la tribu {A}. 
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Probabilité. Soit © la tribu de tous les observables dans un 
ensemble donné de possibles. La probabilité P (4) de l'événement 
A € &G caractérise le lien existant entre les conditions C et les 
événements de © quelle que soit l'expérience réalisée. L’interpré- 
tation naturelle de ce lien est suffisamment bien connue pour être 
rappelée. On introduira la notion axiomatique de la probabilité de 
la façon suivante (A. Kolmogorov [2], [7]. 


DériNiTioN. On appelle probabilité P (+) une fonction numérique 
définie sur © et possédant les propriétés suivantes : 


) P(41>0, P(Q)=1, 
) P(Ù 49= À P (4) 


quelle que soit la suite d'événements deux à deux disjoints A,, n = 
= 1,2,... (4, N À, = © pournÆ£r, À, € ©). 

Donc la fonction P est une mesure définie sur @ et telle que 
P (Q) — 1 (mesure probabiliste). 


DériniTion. Le triplet (Q, ©, P} constitué de l'ensemble Q, de G, 
tribu d’observables, et de P, mesure probabiliste sur ©, s'appelle 
espace probabilisé ou espace des probabilités. 

La probabilité possède les propriétés suivantes: 


1. P (4) = 1 — P (4). En particulier, P (SG) = 0. 

2. Si ACB, alors P(BXKX A)=P(B) — P (4). En particu- 
lier, si À CB, alors P (4) < P (B). 

Do del int, 2,112, 4107 


PU, 4) = lim P (4) (2) 
4, Si An > An4 n=1, 2, ..., alors 
PCA A)= lim P (4). (5) 


En particulier, si À, = A; NN À, — ©, alors 
n=1 


P (4,) — 0. (6) 


Ces propriétés sont classiques en théorie de la mesure. 

Dans bien des cas on aura besoin d’élargir le domaine de défini- 
tion de la probabilité P à l’aide de l’opération suivante appelée 
complétion de l’espace probabilisé. 
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Soient % classe des observables N de probabilité nulle, 9% — 

— {N:P(N)=0, N EG}; À classe des événements À tels qu’il 
existe un V EX tel que A CN, N = {A:ACN, NE}; © 
classe des événements $ (S = SU A, SES, AE). On vérifie 
sans peine que & est une tribu. 

Définissons sur © la probabilité P en posant P (SU A) — 

— P (S)siS E Get A ER. Cette définition est univoque et P est 


une fonction dénombrablement additive sur S, donc { @, C: P} 
est un espace probabilisé. 

Le passage de {Q, &, P} à {Q, S, P} s'appelle complétion de 
l'espace probabilisé. Si R <R, alors S = Get l’espace probabili- 
sé est par définition complet. De toute évidence {Q, ©, P} est un 


espace probabilisé complet. Dans un tel espace toute partie d’un 
observable de probabilité nulle est elle-même observable. 


£léments aléatoires. Parfois la classe d’observables est donnée 
de la façon suivante. On postule que le résultat d’une expérience 
est décrit par un point d’un ensemble X. Si par exemple l’expérience 
consiste à mesurer la vitesse du vent à un instant donné et en un 
point donné de l’espace, pour X on peut prendre un espace vectoriel 
à trois dimensions. Si la vitesse du vent est constamment mesurée 
sur un intervalle de temps [f,, £,] et si la fonction correspondante est 
supposée continue, pour XÀ on peut prendre l’espace des fonctions 
continues sur [{,, t,] et à valeurs dans un espace vectoriel à trois 
dimensions. 


DÉFINITION. On appelle espace probabilisable ou mesurable le couple 
{X, B}, où X est un ensemble et 8 une tribu de parties de X. 

Désignons par 6 un point x caractérisant le résultat d’une expé- 
rience. Supposons que les observables sont de la forme {& € B}, 
B € 8. De ce qui précède il suit que l’événement {£ € B} est associé 
dans Q à un ensemble S — S, € ©. L'expérience considérée définit 
donc une application g de la tribu $ dans la tribu @. Cette applica- 
tion possède les propriétés suivantes: 

a) g (X) = Q; 

b) si B, N B, = ©, B; ES, alors 


8 (B1) N 8 (B2) = D; 
c) £(U B4) = U g(B4), où ZI est un ensemble arbitraire 
œ EI aœŒEl 
d'indices, B, € &. 
De a), b) et il suit facilement que 


d) 8 (2) = gi 
e) & (B) = 16): 
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Î) g (Ba NX Bi) = 8 (B:) NX 8 (Bi); 
g) g(N Ba) = N g(Bao). 
a€tl a€l 

On dira qu’une application g de $ dans @ possédant les proprié- 
tés a, b) et c) engendre un élément aléatoire & dans {X, #}. 

Posons m (B) = P (S) (BE S). Il est évident que m (B) est 
une mesure probabiliste et {X, $, m} un espace probabilisé. La 
mesure m est appelée répartition de l'élément aléatoire &. De plus 
m (B) = P {{ € B}. Dans certains cas il est plus commode d’utili- 
ser la notation 


m = Pg (Pg (8) = P (g(B)). 


Si $ contient des ensembles à un seul point {x}, x € X, l’appli- 
cation g se laisse définir de la manière suivante. 

Soit g {x} = S,. En faisant parcourir l’ensemble X à x on 
partitionne l’espace Q en une famille d’ensembles ©-mesurables 
{S,, æ E X} deux à deux disjoints: 


St 1 Sœs = D pour Li Lo, Dar de: 


Soit une application f de Q dans X, f (©) = x si o € S.. De plus 
SB = £g(B) = {o :f(w)E B}. Donc g (B) est l’antécédent de l’ensem- 
ble B par l'application f de © dans X, g(B) = f-!(B). Soit par 
ailleurs f application de Q dans X. L'application f-! (B) possède les 
propriétés a), b) et c), et si quel que soit BE $ 


j(B)= {w:f(0)EB}EG, (7) 
alors f-! est un élément aléatoire de {X, S}. 


DériNiTion. Une application f de Q dans X vérifiant (7) s'appelle 
application mesurable de {Q, G} dans {X, #)}. 

De ce qui précède il suit que toute application ponctuelle mesu- 
rable f de {Q, €} dans {X, #} définit un élément aléatoire & — 
— f (w) dans {X, VW}. Inversement, si des ensembles À à un seul 
point sont $S-mesurables, tout élément aléatoire de { À, #} est 
défini grâce à l’application ponctuelle mesurable f : QG — X. En par- 
ticulier, ceci a lieu si X est un espace métrique, $ la tribu de ses 
boréliens. 

La proposition suivante simplifie souvent la vérification de la 
réalisation de la condition de mesurabilité (7). 


THéORÈME 2. Soit 8 — © {M}. Pour que f soit application mesura- 
ble de {Q, ©} dans {X, $} il suffit que la condition (7) soit réalisée 
pour tout B E I. 

En effet, la class des ensembles pour lesquels (7) a lieu est une 
tribu. Donc si (7) est réalisée pour tous les B € MW, elle l’est pour 
tous les BEo {M}. 
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Soit 6 élément aléatoire de {X, S}. Les propriétés a), b) et c) 
de l’application g entraînent que la classe d'événements 


sA=tw:s=s (8), BE, (8) 


est une tribu. On ns tribu engendrée par l'élément aléatoire 
C’est une classe d’observables dans une expérience dont les issues 
possibles sont décrites par l’élément aléatoire Ë. 

Dans la suite on envisagera essentiellement des éléments aléatoi- 
res définis par des applications ponctuelles de Q dans X, c’est-à-dire 
des éléments & = f (œ). 

Soit donnée la suite d'événements aléatoires É = fr (©), &4 = 
= 1,2,...,n, à valeurs respectivement dans {X:, W,}. Cette suite 
peut ètre traitée comme un élément aléatoire 6 à valeurs dans un 
espace probabilisable {Y, #} défini de la sorte. Soit Y l’ensemble 
des suites ordonnées y —= (x, Zo, + . ., Æn), Où æp € Xp. Éespace Y 


s'appelle produit des espaces X,, ..., À, et se note Ÿ — Ïx k OU 
encore Ÿ = X, X Xo X... X Ân. Considérons dans Y la lasse 


d’ensembles B de la forme B — Il By, Br € Sr, c'est-à-dire 
k=1 


D — {y = (x, Los +.) &.): Th € BP», k =" 1; s ee n}. 


De tels ensembles sont appelés pavés dans Y. La plus petite tribu $ 

contenant tous les pavés est appelée produit des tribus $, et s'écrit 

B — © {Bx, k — 1,2,...,n} et l’espace probabilisable {Y, NW} — 
n 


— || {X,, S:} produit cartésien des espaces {X,, B3}. 

k=1 

Soit f application de Q dans Ÿ, définie par Y =f(w)=— 
= (f1 (o), fa (o), ….. 1e (w)). Si B — LE PB, alors 1 (B) = 


= N f'(B)EG. 
hkA=1 


Toute classe A d’ensembles À tels que f-! (4) € G est une tribu 
(vu que l’antécédent de la réunion, de l'intersection et de la diffé- 
rence d’ensembles est égal respectivement à la réunion, l'intersection 
et la différence des antécédents). Comme A contient les pavés, elle 
contient la plus petite tribu $ engendrée par ces pavés. Donc f 
est une application mesurable de {Q, &} dans {Y, #}. On dira que 
l'élément aléatoire & — f (w) est le produit cartésien des éléments 
aléatoires Ex — fx (o) (k = 1, 2,...,n). 

On appelle variable aléatoire un élément aléatoire Ë = f (o) 
à valeurs réelles (X = .Z%!, 5 = Ÿ! est la tribu des boréliens de 
l'axe des réels). On appelle vecteur aléatoire un élément aléatoire € 
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à valeurs dans l’espace réel 4° de n dimensions (#$ — #" est la 
tribu des boréliens de l’espace à nr dimensions). 


Variables aléatoires. Une variable aléatoire & est définie par une 
fonction réelle f (o) telle que f-! (B) € @ pour tout borélien B € 1. 
Comme la tribu des boréliens de la droite est engendrée par un systè- 
me d'’intervalles infinis {]—co, al, a € A1}, pour que f soit mesura- 
ble il suffit que, quel que soit a, l’on ait f-? (—oo, a) = {o: f (o)< 
<Z a} EG. Cette dernière condition figure généralement dans la 
définition de toute fonction réelle &-mesurable définie sur l’espace 
probabilisable {Q, G}. Donc la notion de variable aléatoire coïncide 
avec celle de fonction réelle @-mesurable et les propriétés générales 
des variables aléatoires sont celles des fonctions mesurables réelles. 


REMARQUE. Parfois on a à considérer des éléments aléatoires à va- 


C2 
leurs dans la droite numérique achevée .%1 — [— oc, +oo]. De 
tels éléments aléatoires sont appelés variables aléatoires généralisées. 


La tribu $ est ici la tribu W! composée d’ensembles de la forme 


B, BU {—}, BU {+}, BU {+o}Ù {—c} (B €). 


Voyons quelques propriétés des variables aléatoires. 


THÉORÈEME 3. Une fonction borélienne n = g(E,, ..., E,) — 
— g(f, (@),..., fn (w)) de variables aléatoires E;, — f, (w), 
k —1,..., n, est aussi variable aléatoire et E./E,, sup £,, inf E,, 


lim E,, lim £, sont des variables aléatoires généralisées. 

Le rapport de deux variables aléatoires est par convention nul si 
le numérateur et le dénominateur le sont simultanément. 

Les propriétés indiquées des variables aléatoires (fonctions mesu- 
rables) sont classiques en la théorie de la mesure. 

Les indicateurs d'événements mesurables constituent un impor- 
tant exemple de variables aléatoires. L'indicateur y (A) — x (4, &) 
se définit comme suit: 


DÉFINITION. 
1 si oEAÀ, 


x (4, o)—{ 0 si oEAÀ. 


On peut effectuer les mêmes opérations algébriques sur les indica- 
teurs que sur les événements. En effet, 


L(N An) = [T4 (4) 


x CU 43)= 2 x (An), si An 4, = ©, NAT, 
X(AXB)=%x(4)—7%(B), si PCA, 
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x (lim 4,)= lim 4 (Ah), 
x (lim 4,) = lim x (4). 


Une variable aléatoire prenant seulement un nombre fini ou dénom- 
brable de valeurs est dite discrète. Si {c,, nr = 1, 2,...} est l’ensem- 
ble de valeurs possibles d’une variable aléatoire £, A, l'événement 


{£ DRE Ca} alors = — D CnX (4h). 


TH£orèME 4. Pour toute variable aléatoire Ë il existe une suite de 
variables aléatoires discrètes £, ne prenant qu'un nombre fini de valeurs 
distinctes et convergeant vers £ pour chaque w. Si Ë est non négative, il 
existe une suite monotone non décroissante de variables aléatoires discrè- 


DS 


les En telles que 0 LE — En < = quel que soit ©. 
En effet, si l’on pose 


n—i n 


b= D Dir) x (Au), 
j=-n Rk=1 
où 
An={oij + <E<j++}, 


alors pour |[Ë| <n, on aura 
{ 


En posant 
, - k , 
D Sn X (Ana), 
k=—0 


où Ann = {o : 5 << un ne on obtient 


| { 
OLE—E, < ST 

pour tous les « tels que & > 0. A noter que la suite £, est monotone 

non décroissante. ER 


Supposons que l’on puisse déterminer une variable aléatoire £ 
d’après une expérience dont les issues sont décrites par un élément aléa- 
toire € à valeurs dans un espace probabilisable {X, #}. Naturelle- 
ment £ sera une fonction $-mesurable de l’élément aléatoire €. La 
formulation exacte de cette proposition fait l’objet du 


THÉORÈME 5. Si Ë est une variable aléatoire mesurable par rapport 
à la tribu x engendrée par un élément aléatoire 6 = f (©) sur un 
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espace probabilisable {X, S}, il existe une fonction S-mesurable 
g (x), xE X, telle que E = g (È). 

Démonstration. Supposons tout d’abord que E£ prend 
un nombre fini ou dénombrable de valeurs a,, n = 1, 2,... Posons 
An = {0:6 — a,}. E étant %-mesurable, 4, € re et par consé- 
quent il existe un BP, ES tel que f-! (B,) = A,. Soient C, — 


= D Nb ient 
: Ch ES, Chllm=@ pour nm, 
(CO) = BANC PB) = An NU An = 4 
el 
FC Cn)= U 44 =0 
c'est-à-dire 
f@) U ce 


Posons g (x) — Das x (Cn, x). Alors £ = g (£) = g(f(w)). Généra- 
lisons. Il existe une suite de variables aléatoires discrètes E,, %+- 
mesurables et convergentes vers Ë pour tout wo. D’après ce qui précède 
En — £n (Ÿ), où £g, (x)est une fonction B-mesurable. L'ensemble S 
des points de convergence de g, (x) est S-mesurable, contient f (Q) 
et pour tout x = f (w) — & existe lim g, (x) — Ë&. Soit 
lim g,(x) pour x€S, 
g (x = | 0 Es 
pour zES. 
Alors g(x) est une fonction $S-mesurable et g(£)—E£. pm 
DÉFINITION. Une tribu est simple si elle est composée de 
ct de tous les ensembles F=} E;;, où. AE; n—=1, 2;.+24) est 


J 
une suite dénombrable (ou finie) d'événements deux à deux disjoints 
et UE,—=Q. Les ensembles E, seront appelés atomes de la tribu %. 
ñn 


TaéorëMe 6. Si une variable aléatoire n est mesurable par rapport 
à une tribu simple %, elle est constante sur les atomes de Y : 


n = 2 anX (En). 


En effet, la variable aléatoire n est susceptible d’être approchée 
par une suite, convergente pour tout w, de variables aléatoires n,, 
constantes sur les atomes Æ, (théorème 4). D'où il suit que n est 
constante sur les ensembles Æ,. 
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On dit qu’une proposition ou une propriété attachée à un espace 
probabilisé {Q, €, P} a lieu avec la probabilité 1 ou est presque sûre 
si l'événement qui consiste en ce qu'elle se réalise est @-mesurable 
et possède une probabilité égale à 1. Si £ — n presque sûrement, les 
variables aléatoires Ë et n sont dites équivalentes, ce qu'on note 
E—= "1 (mod P). 

THÉOREME 7. Si E,= n, (mod P}),n =1,2,...,eth(t,...,t,) 
est une fonction borélienne sur À", les relations suivantes ont presque 
sûrement lieu: 


hé 288 6) = le: 2544); SUDé: =Supr;, 


infé,=infn, limé,=limm, limé,=limm. 


Cette proposition montre que généralement les opérations ana- 
lytiques transforment les systèmes de variables aléatoires équiva- 
lentes en systèmes équivalents de sorte qu’on peut parler d’opé- 
rations sur des classes de variables équivalentes. 


Convergence presque sûre. Soit Ë,, n — 1, 2, . .., une suite de 
variables aléatoires. L'événement S — {lim £, existe} est ©-mesu- 


rable. 
En effet 


s= " U, nue C | [Er — Êml <+) 


DériNiTion. Une suite Ë,, n = 1, 2,..., converge presque sûrement 
ou avec la probabilité 1 si 


P {lim £, existe} — 1. 


Pour démontrer la convergence presque sûre dans des problèmes 
concrets on aura besoin du critère suivant. 


THéorRëME 8. Si existe une suite de nombres &, tels que 


O0 


6: 0; 2' En, D P{lEnt— En > En) < 00, 


alors lim Ë, existe presque sûrement. 
Si pour tout & > 0 
2 P{IE—E,| > e}< co , 
n = 
alors Ë, converge presque sûrement vers Ë. 
Démonstration. Soit 


An = {0 : | En+1 — En [> En}: 
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Il vient 
P im 4,)=P(N, U Am)=lim P(U 4) <Tim À en 0. 


Donc il existe presque sûrement un n, = n, (@) tel que | Én+1 — 
— E, | Le, pour tous les n > nr. D'où il suit que la série E, + 


LD (Enr — E,) est presque sûrement convergente, ce qui démon- 


tre la première assertion. Supposons maintenant que Àx, = 


={olrt-&1>x). 


Il vient 


P{imié—El>0}=P{U NU Ax,}< 


< lim lim Ÿ P (4x,,) = 0. 


No mo nm 
Convergence en probabilité (ou stochastique). 


DÉFINITION. Une suite de variables aléatoires E,, n — 1, 2, 
converge stochastiquement (ou en probabilité) vers une variable aléa- 
toire E (P-lim &, = Ë) si pour tout & > 0 


P {lé —ËÉ1>Ee) — 0 lorsque n — oo. 


La suite E, est fondamentale stochastiquement si pour tout £ > 0 on 


Cu 


peut exhiber un ns — no (€) tel que pour tous lesn,, rm > nr 
P{I En — bn, 1> €} < 8. 


La notion de convergence stochastique correspond à la notion de 
convergence en mesure dans la théorie générale de la mesure. De 
cette théorie on déduit le 


THÉOREME 9. à) Sin; — P-lim &,,i = 1,2, alors n, = (mod P). 

b) Pour qu'une suite de variables aléatoires Ë, converge stochastique- 
ment il faut et il suffit qu'elle soit fondamentale stochastiquement. 

c) Si une suite E, est convergente presque sûrement, elle l'est stochas- 
tiquement. En général, la réciproque n'est pas vraie. Mais d’une suite 
de variables aléatoires convergente stochastiquement on peut extraire une 
suite partielle convér gente presque sûrement. 


d) Soient n° = P-lim E% (4 = 1, d}, fn = 8 (€, 
, Ed), où g (&., ...., Lg) est une fonction réelle continue sur eZ 
sauf peut-être en un ensemble de points D tel que P{(n, ..., 19) € 


ED} =0. On a alors 
P-lim 6 = g (n®, ..., 9). 


‘96 AXIOMATIQUE DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS [CH. Il 


En particulier, les suites {E£{)} convergent stochastiquement en 
même temps que les suites Ef + EP, ED.E et EM/ED, Ja 
dernière sous réserve que P {n° = 0} = 0, et 
P-lim (&r +65) = 10? +n?, 
P-lim (EP EP) = n0.n®, 


(1) 1 
. n( ) 
P-lim En =@ 
Espérance mathématique. L'espérance mathématique d’une 
variable aléatoire discrète £= D c,4(4,) est définie par 
n 


Et= 2 CnP {6 = Ca} 


si la somme de la série a un sens. Cette expression est l’intégrale de la 
fonction simple f (®) = > cn% (An): 


Eë= | (w) P (du) (9) 
ç 


dans un espace mesuré abstrait {Q, ©, P}. On admettra que la der- 
nière formule définit l'espérance mathématique dans le cas général 
sous réserve de l’existence de l’intégrale du second membre. Ceci 
signifie qu’au moins une des intégrales 


{ f'(@) Po), | f(@)P(o) 
Q Q 


est finie (ft — max {f, 0}, f-1 = max {—f, 0}. Si l’une d'elles est 
infinie, alors FE — oo ou —o respectivement. Si l'espérance 
mathématique d’une variable Ë est finie, on dira que cette variable 
est intégrable. 

On se servira également de la notation 


Et= | EP. 


Q 


Posons 
| EdP= | (uw) P (du) =Ex (4)E 
À À 


Les propriétés générales de l’intégrale entraînent les propriétés 
suivantes de l'espérance mathématique. 


THÉORÈME 10. a) L'inégalité 


| saP>| n dP 
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est réalisée pour tous les À € © si et seulement si 
Zn (mod P); 
b) { Edp= | ndP 


À À 
pour tous les A siet seulement si Ë = n (mod P); 
c) si EË et En sont finies, alors 


E (aë + bn) = aEË + bEn 


pour tous les a et b constants. 
Signalons les inégalités suivantes d’un usage courant. 


Inégalité de Tchébychev. Si f (x) > 0 (x >> 0) est une fonction 
monotone non décroissante (x > 0), alors Va > 0 
Ef (181) 
P{IÉI> DS re ° 
Inégalité de Jensen. Si g (x)est une fonction convexe continue sur 
Ja bl, —o<La<b< +ooet a LE <b (mod P}), alors 


g (EE) < Eg (6). (10) 


On rappelle qu'une fonction g (x) est convexe sur la, b| si 
g Qu + ( — À) ze) L'ÀZ (tr) + (1 — À) £ (x), 


T1, & étant deux points quelconques de Ja, bl et quel que soit À € 
€ 10, 1{, autrement dit si aucun point de la portion de courbe y — 
— g (x), x E lx,, xl n’est situé au-dessus de la corde qui joint les 
extrémités de cette portion. La définition entraîne que pour tout 
point © = (to, £& (to)) du graphe d’une courbe convexe il existe une 
droite d'appui, c’est-à-dire une droite passant par Q et telle que tous 
les points de la courbe soient situés au-dessus d’elle. Ce qui revient 
à dire que pour tout x, € la, b[ il existe un « tel que 


g (x) — 8 (to) Z à (x — 20) 
pour tous les x € Ja, bl. En posant x, — EË, x — £ et en prenant 
l'espérance mathématique des deux membres de cette inégalité on 
obtient l'inégalité (10). 
COROLLAIRE. [EËE|[P<E IEP pour p>1 et 
1 1 
(EE) (EE?) pour 0<g<p. (11) 
Inégalité de Hôlder. 
À. 1 
p a 


ElEn|<(E IE)? (Emi), où ++ +=t, p>i (12 


1—-0398 
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L’inégalité de Cauchy-Bouniakovski 
(Eën)* < EF°-En? 
en est un cas particulier. L’inégalité de Hôlder permet de déduire 
sans peine l'inégalité Minkowski 
E 
LE FRETU < IE #71? +[E In”) p>1. (13) 
On utilise souvent le passage à la limite sous le signe de l’espéran- 
ce mathématique. 


si 
P, 


THéoRÈME 11. a) T orèmede la convergence 
monotone. Si0O<E, < En+1 (n = 1, 2, ...), alors 


limEË, =E (lim ë,). 
b) Lemme de Fatou. Si ËE, > 0 (mod P), alors 
Elimé, <limE 6. 


hé 
En 


c) Théorème de Lebesgue de la convergen- 
ce majorée. Si |[E, | n (mod P), lim Ë, = & (mod P) 
et En < ©, alors 

lim EË, = EË. 
Posons 
p(4)=[EdP=EEiy(4, 466. (14) 
À 

DériNiTion. Une fonction réelle d'ensemble p (A), définie sur une 
tribu ©, est une charge si elle peut prendre des valeurs infinies demême 
signe et si pour toute suite d’ensembles disjoints An (An € ©), Ah fl 


M4,= 0 pourn2£r,;n=A1,2,::.) 
p(U 41)= 2; p(4:) 
n=1 n=1 
Si une variable aléatoire E£ possède une espérance mathématique 


(finie ou infinie), la fonction d’ensembles œ définie par (14) est une 


charge. 
La formule suivante définit le principe de changement des varia- 


bles dans la théorie de l'intégration. 


TH£ORÈME 12. Soit £ — g (Ü), où Ë = f (w) est un élément aléatoire 
de {X, 8}, g une fonction réelle B-mesurable sur X, m = Pf7 la 


répartition de l'élément aléatoire Ë. Alors 
Ei= | g(x)m (ds) (15) 
ÿ 
si l'un des deux membres a un sens. 
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Supposons qu’une mesure g finie ou 6 -finie est donnée sur {X, #}. 
On rappelle qu’une mesure gq est o-finie si existe une suite d’ensem- 
bles B, € S tels que |) BP, = X et g(B,)< oo. 


n 
DériNiTIoN. Une mesure m sur {X, S} est absolument continue 
par rap ort à une mesure q (m < q) si existe une fonction S-mesura- 
bie p (x) telle que 
m (B)— \ p(x)q(dx) pour tous les BE. (16) 


C2 


B 


THéorÈeME 13 (théorème de Radon-Nikod y m). 
Pour qu'une mesure m soit absolument continue par rapport à une 
mesure q il faut et il suffit que q (B) = 0 implique m (B) = 0. 

Soit m — Pf"! la répartition d’un élément aléatoire & = f (w) 
sur {X, PB} et m< q. 


DÉFINITION. Une fonction p définie par la relation (16) s'appelle 
densité de probabilité de l'élément aléatoire & par rapport à la mesure q. 
La densité de probabilité possède les propriétés suivantes: 


p(x)20 (mod P), | p(x)g(dx)=1. 
x 
Si une répartition possède une densité, l'espérance mathématique 
de la variable £ — f (£) se calcule à l’aide de la formule 


Et | (0) p (x) a (@n). (17) 
X 
L'espace £,. Soit £, = Æ£, (Q, ©, P) la classe des variables 
aléatoires Ë telles que E | £ |? << © (p >> 0). Cette classe est liné- 
aire: siË; € Lh(i — 1, 2), alors cé; EL, et E TE EZ,. La 
première assertion est évidente. La deuxième découle de l’inégalité 
de Minkowski (13) pour p > 1 et de l'inégalité 
[h+éP<&P+IE/P (18) 
pour p EÏ0, 1f, laquelle dérive de (1 + x}? <'1 + æ (x > 0, 
0< p<1). 
Si l’on minit Z, (p > 1) de la norme 


1 
NÉ =(E 1617)", 
ce sera un espace vectoriel normé. 
La convergence dans £, d’une suite E, vers E signifie que 


EJé—E,/P—0 lorsque n —+ 0. 
La complétude de l’espace Z, entraîne qu’une condition nécessaire 


et suffisante pour qu'une suite Ë£, soit convergente est que soit réali- 
sée la condition de Cauchy 


E |Ën: — En]? — 0 lorsque ny, no —+ oo. 


4 
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Toute suite de variables aléatoires satisfaisant cette condition 
est dite fondamentale dans £,. Une suite fondamentale (et par consé- 
quent convergente) dans £, est fondamentale (resp. convergente) 
stochastiquement. Ceci découle de l'inégalité de Tchébychev 


P {I£n: — En: >< E | En: — En? 


Equi-intégrabilité. Une famille de variables aléatoires {E (4), t € T} 
(T est un ensemble) est équi-intégrable (ou uniformément intégrable) 
si pour tout € >> 0 on peut exhiber un V — N (£) ne dépendant pas 
de £{ tel que 


EX (IEOIZN)hIÉOI<eVvieT. 


La proposition suivante donne des propriétés qui sont équivalentes 
à l’équi-intégrabilité. 

TH£ORÈME 14. Une famille {E (t), t ET} est équi-intégrable si et 
seulement si 

a) E|EÉGI<C VIET; 

b) pour tout & >> 0 il existe un S >> 0 ne dépendant pas de t et tel 
que quel que soit A mesurable tel que P (4) <6,onaFy (4) | E (#) Ke. 

On remarquera qu'une ou un nombre fini de variables aléatoires 
équi-intégrables forment une famille équi-intégrable et que l’union 
de deux ou d’un nombre fini de familles équi-intégrables est de 
nouveau une famille équi-intégrable. 

Les critères suivants d’équi-intégrabilité nous seront utiles dans 
des cas concrets. 


THÉORÈME 15. a) Si une famille {E (t), t E T} est majorée par une 
variable aléatoire intégrable n (|E (| LL n (mod PP), En < ), 
elle est équi-intégrable. 

b) Soit g (x), x € ]— oo, of, une fonction borélienne non négative 


telle que g (x)/x — © avec | x | et 


Eg (6 () <cVtEeT, 


où c ne dépend pas de t. La famille {E (#), t € T} est équi-intégrable. 
Les critères de convergence dans £, s’énoncent simplement en 
termes d’équi-intégrabilité. 
THÉ6ORÈME 16. Pour qu'une suite {E,, n — 1,2,...} soit convergen- 
te dans £, il faut et il suffit qu’elle soit convergente stochastiquement 
et équi-intégrable. 


Les critères de convergence dans Z, (p > 1) se formulent de 
façon analogue. Au lieu de l’équi-intégrabilité de la suite Ë&, il 
faudra exiger alors celle de {| &, [?, n = 1, 2,...}. Les démonstra- 
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tions de ces propositions figurent dans A. Kolmogorov et 
S.Fominelil, J.Neveul]l, P. Hennequin et A.Tor- 
trat [1]. 


$ 2. Construction d’espaces probabilisés 


L'espace probabilisé est un objet mathématique assez complexe 
et dans nombre de problèmes on ne peut le considérer comme donné 
a priori. Aussi est-il important de savoir le construire. Dans les cas 
les plus simples il faut construire un espace probabilisé finidimension- 
nel d’après la fonction de répartition qui est donnée. Voyons quel- 
ques propriétés des fonctions de répartition. 


Fonctions de RE Soit & vecteur aléatoire à valeurs dans 
RE EE ne) 
Posons 


F (x) = F (x, x°,..., x) = P (Eee rh rer. Leu). 


DérFiniTion. La fonction F (x) s'appelle fonction de répartition du 
vecteur aléatoire & (ou Jonction de répartition conjointe des variables 
aléatoires E1, E?,..., Ed. 

Soita, bE A, a = (at,...,a°), b — (b!,. b{). On convien- 
dra d'écrire a < b (a < b) si a 2 bp (resp. a” _ b*) pour tous les 
Re; sus d. 

On appellera intervalle d-dimensionnel (ou intervalle de %*) 
l’ensemble 7 [a, b[ = {x :a < x << b}. On définit de façon analogue 
les intervalles fermés 7 [a, Dee {x :a L x < b} et les intervalles 
ouverts T la, bl = {x:a << x << b}. On exprime sans peine la proba- 
bilité qu’un vecteur aléatoire £ tombe dans un intervalle d-dimen- 
sionnel à l’aide de la fonction de répartition. À cet effet posons 


k > 
AT D ET RC 0 TE RON UE ES 11) — 
El La DO JR eee 


De toute évidence 


d : 
At, AP (æ)= P (0 <a} Nt SE <s}), 
JA 
et on s’assure sans peine que 
F (I [a, bf) —= Afa, pipA ue, b?2[ +. Ate dr À (x) — P (Ë € I [a, b[). (1) 


THÉORÈME 1. La fonction de répartition F (x) possède les propriétés 
suivantes : 

a) 0<F (x) < 

b) si _ < y, po F (x) < F (y); 


c) Aa, TAYA DL ce. Aa a F (x) 0 Va<b 
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d) la fonction F (x) est continue à gauche, c’est-à-dire F (x — 0) — 
= F (x); 
e) F(x) —+ 0 si min 2*—+ —oo et F(x)—1 si min2*—+ +o. 
R R 


Démonstration. a) est évident. Si x<y, alors F(y)— 
— F(x)=P({E<yI}X{E<r}), d’où suit b). c) découle de (1). 
Soit Zn Llnr3<T et limx,—x. Les événements À, — 
—{{6<zr}X{E<Lz,} forment une suite monotone décroissante et 


A 4,=@. Done (cf. (6), $ 1) F(x)—F(x,)=P(4,)—+0 lorsque 

n=1 

no, ce qui démontre d). D'autre part, si min —— «x, 
k 


il existe un j tel que 2/——o. Posons z,=sup{xi, k=n, 
n+1, ...}, il vient x, — —co, z, est monotone non croissante 


et ñ {EL z,}= ©. Donc F(x,)<P4{E <z,}— 0. On démontre 
n=1 

de façon analogue la deuxième partie de e) (à remarquer que 

MU eue, 


Une fonction de Z% est fonction de répartition (duns A) si elle 
possède les propriétés a) à e). Elle est fonction monotone croissante dans 
A si elle ne possède que les propriétés b) et c). Il convient de faire 
une distinction entre une fonction monotone croissante dans .# 
et une fonction de d variables monotone relativement à chaque varia- 
ble et ne possédant que la propriété b). 

Faisons la remarque suivante sur les sauts éventuels de la fonc- 
tion de répartition F (x). Celle-ci est monotone comme fonction 
d’une seule variable fixée x*, donc les limites de FÆ (x! + 0, x? + 
+ 0,..., xd + 0) existent en chaque point x. 

Soit l’hyperplan Hè = {x: 2% = c}. Les hyperplans H°, et He, ne 
se coupent pas pour c, = ©, Il existe donc un ensemble au plus 
dénombrable de valeurs À. r = 1, 2, ..., telles que 
F (+, . 3 —+ 00, C + 0, + ©, ss «3 +00 )— 


—F (—oo, ..., —o0, c, —o0, ..., —00) = 0 


pour tous les c À. 
Appelons Ho hyperplans de discontinuité de la fonction F(x). 


Donc si æ£EH°, où H°— U Ù H* ch alors F(x) est continue en 
x et si at H° et LE HN, hp Ua. b,[) — F(TZ{a, b[) lorsque 
An —> a et b, — b. 


Espace probabilisé finidimensionnel. Soit {#%, ©, P} un 
espace probabilisé, G#%, où #° est la tribu des boréliensde # . 
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Si l’on pose 
alors F (x) sera fonction de répartition. 


Tuéorème 2. Soit donnée dans À une fonction de répartition F (x). 
On peut alors définir un espace probabilisé {R", ©, P} tel que SV 
et P{I]—oo, xl} = F (x), la probabilité P étant définie de façon 
univoque sur 8°. 

La démonstration de cette proposition est basée sur des théorè- 
mes généraux du prolongement des mesures. Enonçons-les. 


DÉFINITIONS. 4. Une classe non triviale d’ensembles M est un semi- 
anneau si quel que soit À; EM, i = 1, 2, 


ANAEM, AXkæ= 1 4, où AMEM. 
k=1 


2. Une fonction d'ensembles additive non négative m définie sur 
un semi-anneau M est une prémesure sur {W, m}. 

3. Une fonction d’ensembles m' définie sur une classe d'ensembles M’ 
prolonge une fonction d’'ensembles m définie sur M si M' >= M et 
m' (A) = m (A), A EM. 


4. Une prémesure est o-finie sur X si existe une suite À, telle 


que x= Ù Az, A EM. 


THÉORÈME 3 (théorème de prolongement de la 
mesure). Une prémesure m admet un prolongement {©, q}, où © 
est une tribu et q une mesure sur © si et seulement si elle est 


OO 
semi-additive, c'est-à-dire si |] A, = À entraîne 
k=1 


m (A) À m (a) (2) 


quels que soient À et À, de M. Si de plus m est o-finie, alors q est 
définie de façon unique sur o {M}. 


THÉORÈME 4. Toute classe J d’intervalles semi-ouverts I [a, bl. 
a, b ER, forme un semi-anneau et F (Ila, bl) est une prémesure sur J. 

En effet, Z [a, b[ N Ice, dl = Z[t, sf, où t = (#1, ..., #4), s — 
= (st, ..., s7), & — max (a*, c), s — min (b%, d*) et I [é, s — 
=, si la condition £ < s n’est pas réalisée. D'autre part Z [a, b[ X 
N Ile, d'= {x:x Ela?, b? IN c?, ®T, j = 1, ..., d}, on recon- 
naît ici la somme d'au plus 2° intervalles. Montrons maintenant que 
F (I la, bi) est une fonction additive sur J. Si l’on divise l’intervalle 
Ila, bl en deux : Zla, cl et Zle,, bl. où c, = (ct, b?,..., bü), 
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ai c' < bi, on a 
F(TI[a, b[) — A fai, arAËe, b2f[ --. Aa dr F (x) + 
+ Aa, opÂfes, ver +++ Afa pal (æ)=F(Ila, cl) +F (Ile, dl): 


On obtiendrait la même égalité en divisant / la, bi en deux interval- 
les par une bipartition de l’un quelconque des côtés [a*, b*[. L’addi- 
tivité de la fonction F (1) se démontre par récurrence pour une parti- 
tion quelconque de l'intervalle Z. 


Passons à la démonstration du théorème 2. Il reste à montrer que 
la fonction F (1) possède la propriété de semi-additivité (2). 


Soit Z—ZlIas, bol, 1, —=11[a,, bd, et 1€ U I1,. La fonction 
ï 


F(x) étant continue à gauche, on peut trouver un &—(£z, ...,ez), 
Er > 0, tel que 


OLF(I[ax—er, bal) —F(I[a, D < n>0 (k=1, 2, ...). 


Les intervalles ouverts Zla,; — e,, b,l couvrent l'intervalle fermé 
Tao, by —El}En vertu du théorème de Heine-Borel on peut en extraire 
un AR ee fini, par exemple {7 la,;—ez, bal, k — 
— 1,...,n}. La suite d'intervalles Ila, — Ex, bel, k —=1,...,n, 
couvre alors l’intervalle /{a,, b, —æel. Les ensembles disjoints 


k—1 
Tao, do — El N {TZ [ax — Ex, Cal ,Ù, 1 Taies, bi[} 
(k=1, 2,...,n) sont sommes des intervalles semi-ouverts dis- 
mn dk 
joints 7,;,(j=1, -.., d). Donc fa, b—e[ = U U 2:; et 
h=1 j=1 


n 


F(TI@, do — El) = Di 2 F CEPES 2 F(TIar — en, dl) << 


O0 


< 2 F(Llar—en, BD< 2 F()+ 


— 


En passant à la limite pour € — O0 on obtient 
F (Ta; D < 2 F()+1 


ou, puisque n est arbitraire, 
OO 


F (Ile, b)< 2 F(1x). 8 


— 
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Théorème de Kolmogorov. Etudions le problème suivant. Soit 
donné un ensemble d'espaces probabilisables {X,, S,}, s€3S, et 
une collection de mesures probabilistes {ms, s, ..., sn 2—1,2,...; 
S ES}, OÙ Mass, 50, ...,sn St une mesure sur le produit cartésien 


n 
[] {X:,, S:,}. On demande de construire un espace probabilisé 
k=1 


(Q, G, P} et une famille {£,, SES}, où &, est un élément aléatoire 
de {X,, S.}, tels que toute suite (Ë4, sos +, Ésn) (7 quelconque) 


possède une répartition donnée Ms, ...,5n Sur I (Legs Ds} 


Il est clair que la collection de mesures m,,...,, ne peut être 
arbitraire. En effet, si le problème admet une solution et 


Msi, 59, :.., SN ( [| B;n) —P ( ñ os EB:,}), (3) 
k=1 k=1 


il est évident que 


n+r n 
Mass, ..., sn+r (IT B.,) = Ms, ...,sn (II B.,) (4) 


si B,;=X,;, j=n+1,...,n—+m et 


n ñn 
Ms, ..., sn QU B) a QU B.;) Ù (9) 
Ù (4, Jo, +++, Jn) eSt une permutation des nombres (1,2,...,n). 
Les relations (4) et (5) sont appelées conditions de compatibi- 
lité de la famille de répartitions {ms ..., sn n—1, 2, -.., S,ES). 


THÉORÈME 5 (théorème de Kolmogorov). Soient X, 
espaces polonais, ®, la tribu des boréliens de X.;. Pour toute 


famille compatible de répartitions {ms, ss H=l,; 2,.::,5S8 68) 
on peut construire un espace probabilisé {Q, ©, P} et une famille 
de variables aléatoires {&,, SES}, tels que ms, ..., sn Soit réparti- 
tion de la suite {Es,, ..., 


Avant d'entamer la démonstration du théorème voici quelques 
remarques et constructions qui nous seront utiles pour la suite. 
Soit Q l’espace des fonctions o—œt(s), SES, à valeurs dans 


x, (Q= [] x). 
ses 
DÉFINITION, Tout ensemble Ca, ..., :n (BC °""" %)) de la forme 
Con sou em (BP 7 P}={o: (Os), -.., @(5,)) € B°r 97e 0, 
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D 2 A SL EC{S.,, K—1, 2,...,n}, est appelé cylindrique ou, 


plus exactement, ensemble cylindrique dans Q à base Br") 
sur les coordonnées 51, ...,8,. 

À Sy, S2, :.., SA fixes les ensembles cylindriques Ci, ..., sn *X 
x (Br ::"$0)) et les ensembles de G{B,,, #—1, ...,n} sont iso- 
morphes : tout ensemble BEc{S,,. k=—1,...,n} est base d’un 
ensemble cylindrique C:,, ... sn (BP): à des bases différentes sont 


associés des ensembles cylindriques différents; à la somme, la 
différence ou l'intersection des bases correspondent une somme, une 
différence ou une intersection d'ensembles cylindriques. Ceci dé- 
coule immédiatement de la définition de l’ensemble cylindrique. 

À noter qu’un même ensemble cylindrique est susceptible d’être 
défini sur des collections différentes de coordonnées. 

Ainsi il est évident que 


Ca, s.., Sin (B)=Cs, er SN, er ST+T (BXx X n+1 X ..e X SE 


On voit sans peine que deux ensembles cylindriques quelconques 
Ca, ..., sn (B) êt Core s (B) peuvent toujours être considérés comme 
Tr 


1° 0%; 


des ensembles cylindriques sur une même suite de coordonnées 
S®, ..., $ contenant aussi bien s,, ..., s, que s:, ..., s,. D'où il 
suit qu’en effectuant des opérations algébriques sur un nombre fini 
d’ensembles cylindriques on peut admettre qu’ils sont donnés sur 
une suite fixe de coordonnées. Donc la classe des ensembles cylin- 
driques engendre une algèbre d’ensembles. 

Ajoutons à cela que si S est un ensemble infini et les À, contien- 
nent au moins deux points, la classe des ensembles cylindriques 
n’est pas une tribu. 


En effet, l’ensemble Dé ({Tsn})s OÙ Zen est un ensemble à 
1 


un seul point, x, EX, n’est pas cylindrique. 
Soit À, un ensemble métrique complet, p, la métrique corres- 


hi 
pondante, k—1, 2, ...,n. Munissons l’espace Y — [] X, de la 
k=1 
métrique 
7. NO 2, Rk I 
E(Y1, Ye) = \' > pa (xi, Z2), 
R=1 
où yi=(x!, .... 2%), 2 EXR. 


Les points x (k—=1,...,n) seront appelés coordonnées du point 
y; E Y. Il est aisé de voir qu’une suite de points y, est convergente 
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si et seulement si les coordonnées des points y, le sont dans les espa- 
ces respectifs. D'où il suit que Ÿ est un espace métrique complet. 
Il est séparable, puisque tout ensemble dénombrable de points de la 
forme (&r, DR Tr): a. E Z,, où Z, est un ensemble dénombra- 


ble partout dense dans X,, forme un réseau partout dense dans Ÿ. 
Pour démontrer le théorème de Kolmogorov on aura besoin du 


TH6ORÈME 6. Si X est un espace polonais, m une mesure probabilis- 
te sur la tribu des boréliens de X, alors pour toute 0etBES il 
existe un compact K, KE $, tel que m (BK K)< &. 

Démonstration du théorème de Kolmo- 
g orov. Considérons de nouveau l’espace QG des fonctions © — 
=0 (s), © (S)EX,, SES, et posons P'(C)=m,,,...,, (BG: sn)) 
pour un ensemble cylindrique quelconque C=Cs,; ss, (B(s1: --,5n)), 
Des conditions de compatibilité des mesures il suit que P’(C) est 


définie de façon unique. Soit C}, k = 1,...,n,..., une suite d’en- 
sembles cylindriques. Sans restreindre la généralité on peut admettre 
qu'ils sont donnés par les bases B£*° : : ‘’ ?) sur la même suite de coor- 


données (s,, . . ., Sn, . . .). Les ensembles cylindriques sur une suite 
fixe de coordonnées et leurs bases étant isomorphes, on constate que 
P'(C) est une mesure finiment additive. Montrons qu'elle est pro- 
longeable à une mesure P sur {Q, S}, où @ est une tribu. En vertu 
du théorème du prolongement de la mesure il suffit simplement de 


vérifier que P' est semi-additive, c'est-à-dire, si C, € (J Cn, que 
n=1 
P'(C)<  P'(C,) 
Soit Co U C,(C:NC,;= © pour kr). Montrons que 
n=1 


P'(C= à P'(C). (6 


n 
D'où résulitera la proposition annoncée. Posons Cr =Cy NX U Ch. 
1 


Les ensembles C, forment une suite monotone non décroissante 
d’ensembles cylindriques disjoints. Comme 


P'(Co)= X P'(C:)+P' (Cu), 


pour prouver (6) il suffit de montrer que lim P' (C;) = 0. 

On raisonnera par l’absurde, c’est-à-dire on supposera que 
lim P'(C;)=a>t0. Soit B, la base de l’ensemble cylindrique C, et 
supposons que C, est situé sur les coordonnées 5, $9, . . ., Srne Sans 
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nuire à la généralité on peut admettre que lorsque n croît, la collec- 
tion des points correspondants (s,, . .., s,.,) ne décroît pas. En vertu 


du théorème 6 il existe un compact X, & BP, tel que 


a 
Ms Sn Pr KT n=;1, 2: ss. 


1:° > 
Soient Q, ensemble cylindrique sur les coordonnées s,, ...,8s,, 


de base K,, Ph) Q, et D, base de l’ensemble F,. De toute 
r=1 


Tn 
évidence D, est un compact dans [ À puisque D, est l’intersection 


d’ensembles fermés dont au moins un, pour fixer les idées Æ,, est 


compact. 

Les ensembles F, étant monotones décroissants, de l’appartenan- 
ce &(s)EF,, n'>n, il résulte que oœ (s)E F,. Donc si (CASE 
Le, nine 4 Ts, Hoes Tor 4) € Drip alors (CA Ts) RS Ts, ) € 
€ D,. 

Les ensembles F, sont visiblement non vides. Bien plus, puisque 


CF r 2 (CaNQj) = U, (Ci Q;), 
alors 
P'(CONF)< D P(GNO)= D ms. sr, CB) N K))<+., 
1 1 
d’où il vient 
lim P'(F,)= lim P'(Cr)—lim P'(CNF)>+. 


Repérons un point quelconque (x, ..., x,) dans chaque ensem- 
ble D,. Quel que soit k, la suite de points x, n — 1,2,..., appar- 
tient à un compact dans À se et la suite (x7+7,..., dirt), 1-0 12e 


est contenue dans D,. Utilisons le processus diagonal pour trouver 


une suite d'indices n; tels que pour tout 4 la suite 2? converge vers 
une limite x}. L'ensemble D, étant fermé, il suit que (xŸ, x, . .. 
.…., Tin)E D, quel que soit n. 

Soit la fonction « (s) telle que © (51) = xx, k — 1, 2, ..., et 
à valeurs quelconques dans les autres points. Alors pour tout x on 


awo(s EF, Cr. Donc ff Ch n'est pas vide, ce qui est contraire 


n= 1 
à l'hypothèse, d’où il suit que lim P' (C;) — 0 et la prémesure P' est 
prolongeable à une mesure P sur la tribu © de tous les ensembles 
cylindriques de l’espace. On a ainsi construit l’espace probabilisé 
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{Q, @, P}. Posons maintenant 6, — g, (®) = © (s). Il vient 


PCs — (JE BE nn 
= P{(o (s1), -.., o (s,))€ B%*: Lo 
= P'(C:, LB = mn, ONU) & 


$ 3. Probabilités conditionnelles 


La formule élémentaire de la probabilité d’un événement À 

sachant P 
P(4NB) 

PAIB= RE, P(B)>0, (1) 
montre comment il convient de calculer la probabilité si la classe 
de possibles ou les conditions C sous lesquelles sont réalisées les 
expériences se modifient. Plus exactement, aux conditions C on 
ajoute la suivante : on n’envisage que les expériences dans lesquelles 
B est obligatoirement réalisé. 

Posons le problème sous un angle plus large. Supposons qu'est 
effectuée une expérience £. Comment faut-il déterminer la probabi- 
lité des événements observables dans d’autres expériences si l’on 
admet que l’issue de £Æ est fixée ? 

Avant de donner une définition formelle traitons quelques cas 
particuliers de ce problème. Comme l'expérience Æ est entièrement 
décrite. par une tribu ÿ; d'événements observables de £, on désignera 
la probabilité cherchée par P{A4 | % } et on l’appellera probabilité 
conditionnelle de l’événement À par rapport à la tribu %. Si 
A €S%, on posera tout naturellement P{ 4 | % } — 1 ou O0 selon 
que l’événement À s’est réalisé ou non. 

Soient maintenant % tribu simple, Æ, ses atomes et P (£,) > 0. 
Si À est un événement sur ©, on posera 


P{419}= 2 P(AIE,)x(E), (2) 


où P (4 |EÆ,) est défini par la formule (1). 

À noter que le trait singulier de cette définition est que la pro- 
babilité conditionnelle est une variable aléatoire dépendant du 
résultat de l’expérience réalisée. Ceci signifie formellement que la 
probabilité conditionnelle est une variable aléatoire %-mesurable. 

Introduisons la notion d’espérance mathématique conditionnelle 
E{E |} d’une variable aléatoire £. Il est naturel de poser 


E{15)= [EP (do]3) 
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ou 


{15-23 £9u (| ea. (3) 
n En 


On supposera en outre que EË est fini. Si dans la dernière formule 
on pose £ — x (À), on obtient la probabilité conditionnelle de l’é- 
vénement À : 


Et (415 2x0) 0? 2 p{415, 


de sorte que la probabilité conditionnelle est un cas particulier de 
l'espérance mathématique conditionnelle. 
Soit n variable aléatoire %-mesurable bornée. On a alors n — 


— > nX% (En). En multipliant (3) par n on obtient 


EME{13)= Da | Edp= 3 | nEdP 


n En n En 


EME{S 1 ÿ}) = Ené. (4) 
La dernière relation définit complètement l'espérance mathématique 


conditionnelle de la variable aléatoire £. En effet, supposons que Ë 
est une variable %-mesurable telle que pour toute variable aléatoi. 


re %-mesurable bornée n on ait E (n£) — E (n£). Comme Ë est 


constante sur £,, il vient Ë — c, pour © € E,. Soit n = x (£,;). 
On a 


ou 


E(n)=cEx(Er)=c,P(E,)= | EdP, 
En 
c’est-à-dire Ë est confondue avec le second membre de (3). 
Utilisons (4) pour généraliser la définition de l’espérance mathé- 
matique conditionnelle. Si dans (4) on pose n = % (F), on obtient 


E {|} dP = | 6dP. (9) 


DÉFINITION. On appelle espérance mathématique conditionnelle 
E {& | %} d’une variable aléatoire & (on admet que EË existe), par rap- 
port à une tribu %, une variable aléatoire Ÿ-mesurable vérifiant (5) 
pour tout FEY. 


THéORÈME 1. L’espérance mathématique conditionnelle d'une varia- 
ble aléatoire quelconque (EË est définie) existe et est unique (mod P). 
Démonstration. Le second membre de la formule (5) 
est une charge o (F) o-finie sur %, absolument continue par rapport 
à la mesure P. D'après le théorème de Radon-Nikodym il existe 
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une fonction g (u) $;-mesurable telle que 


p(F)= | g(u) P (du). 
F 
Reste à poser E {£ | %} = g (u). Prouvons l’unicité (mod P) de 
l'espérance mathématique conditionnelle. Si existent deux variables 
aléatoires Ë, et Ë. vérifiant la définition de l'espérance mathémati- 
que conditionnelle, pour tout FE on a 


\ (Ë —É) dP =0, 

F 
ce qui en vertu de la ÿ-mesurabilité de ë, — Ë, n’est possible que 
pour £, — £, (mod P). 


DÉFINITION. On appelle probabilité conditionnelle d'un événement 
À par rapport à une tribu % la variable aléatoire 


P{KAIÏIF)=E {x(4)15} 
P{4 |%} se définit directement de la manière suivante. 
La probabilité conditionnelle P {A | } est une variable aléatoi- 
re %-mesurable vérifiant 


| P{4IS)dP=P(ANF) (6) 
F 


pour tout F E%. 

Le théorème nous apprend que P{À | %} existe et est définie de 
façon unique (mod P) pour tout À (4€ €). 

Il est évident que (4) a lieu pour toute variable aléatoire $ÿ-me- 
surable dès que në est intégrable. La relation (4) admet l’interpré- 
tation suivante. Supposons que EË? << oc. On traitera les variables 
aléatoires comme des vecteurs dans un espace hilbertien Æ£, (Q, 
&, P). Posons pour abréger & — E {& | %} et soit A le sous-espace 
L2(Q, %, P) de toutes les variables aléatoires %-mesurables 
à moments finis du second ordre. Æ est un sous-espace vectoriel fermé 


de £, (Q, G, P), ËÉ€EH, et pour tout nEeHon a En (Ë — E) = 0. 
Ce qui traduit l’orthogonalité du vecteur Ë — £ au sous-espace J, 


c’est-à-dire Ë est la projection du vecteur £ sur H. Donc, si EË? < oo, 
l'espérance mathématique conditionnelle E {& | %} est la projection 
de ë sur X. 

Enumérons quelques propriétés des espérances mathémati- 
ques conditionnelles. Nous conviendrons que les variables aléatoires 
envisagées plus bas possèdent des espérances mathématiques finies 
ou infinies et que toutes les égalités ont presque sûrement lieu. 

a) Si une variable aléatoire E est %-mesurable, on a 


E {IS} —E. 
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En effet, (5) est triviale si l’on pose E {& | %} = &. En particu- 
lier, si À € %, il vient 


P {413} = (4). (7) 


b) Si &,, & prennent des valeurs de même signe ou possèdent une 
espérance mathématique finie, alors 


Et +619)}=E{(&19}+E{(&19)} 
Posons É;—E{t;[%}. Pour tout FE% 
fé+E)ap=(Eap+(Eap= (rs ap+ [es ap=[(«+E) ap. 
F F F À F F 


L’assertion proposée découle de l’unicité (mod P) de l’espérance 
mathématique conditionnelle. 


COROLLAIRE. Si À f\ B = @, alors 
P{AUBIS}=P {41%}+P {13} (mod P). 
c) Si En, alors 
E 419}<E {n13} 


sous réserve que l’un au moins des membres de cette inégalité ait un sens. 
Si n > 0, alors 


| Etnig} dP >0 
F 
pour tout F E%. Donc 
Efnis}2> 0. 


Généralisons. En posant n = £ +(n — Ë) et en utilisant b) on 


obtient 
E{niÿ}=E {19} +E{n—E£I9)2E 615). 
d) Si E,, n — 1,2, ..., est une suite monotone non décroissante 
de variables aléatoires non négatives, alors 
im E {& 19) =E {limé, | 3}. 
En effet, d’après le théorème de l’intégration des suites monoto- 
nes 


| lim E {&.15%} dP = lin | E {&,1%} dP < lim | E, dP = | lim £, dP. 
F F F F 


COROLLAIRE. Si A,, n — 1, 2,..., sont deux à deux disjoints, 
alors 


P{UAIS}= À P {415}. (9 
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Remarque importante. Les probabilités  conditionnelles 
P{4 1%} = P& {4, w} sont fonctions de deux arguments, À et 
o (4 € ©, © E Q). L'égalité (8) a presque sûrement lieu et de plus 
l’ensemble exclusif NV des « tels que (8) ne soit pas réalisée dépend de 
la suite 4,. Donc, en général, on ne peut affirmer que P+ (4, w) est 
une mesure pour des ©. 

e) Si les espérances mathématiques de Ë et &Ë ont un sens, « étant 
une variable aléatoire %-mesurable, alors 


E (@E1T}=aE {615}. (9) 


En vertu de b) on peut faire la démonstration en se limitant à l’hy- 
pothèse que >> 0 et a > 0. 

La relation (9) a été établie précédemment pour «& et Ë discrets 
dans une forme différente mais) équivalente (cf. formule (4)). Cons- 
truisons dans le cas général une suite monotone croissante de 
variables aléatoires discrètes non négatives £, convergentes vers E 
pour chaque © et une suite monotone croissante de variables aléatoi- 
res discrètes non négatives %-mesurables &, convergentes vers @. 
Faisons 4a—a», ë—Ë#, dans (9) et passons à la limite d’abord pour 
m—o et ensuite pour n—> co. En se servant de d) on obtient la 
proposition annoncée. Ë 


COROLLAIRE. Si FE %, alors 
PHANFIS =x()P {415} (10) 
L’espérance mathématique conditionnelle itérée possède une 


propriété d’« absorption » qui est importante et souvent utilisée. 
THÉORÈME 2. Si Vi Yo, alors 


E {E {E1%2}1%1} = E {EI Ta. 


Démonstration. FE%Y, entraîne F E%,, donc 


[EE EIS)S) dP = | ES) 4P = | Edp = | E (IS) dP. 

F F F F 

Une comparaison des membres extrêmes des égalités nous donne le 
résultat annoncé. On remarquera que l'égalité E{E{E | %1} | De) — 
= E{E |} Mc) est triviale. En effet, la quantité 
E{£ |} est %.- et «a fortiori %.-mesurable. Cette égalité découle 


se 


alors de a). 


Soit maintenant une expérience décrite par un élément aléatoire 
6, C—g(w), à valeurs dans {X, #}. L’espérance mathématique 
conditionnelle E{£ | £} de E par rapport à & est la valeur moyenne 
qu’elle prend pour & fixe. D'où la 


DÉFINITION. E{EËE |} —E {E | tr} où Ye est la tribu engendrée 
par l'élément aléatoire £. 
8—0398 
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En s'inspirant de la définition initiale de l’espérance mathéma- 
tique conditionnelle on peut énoncer la précédente sous la forme 
équivalente suivante: 

E{ E]| €} est une variable aléatoire z-mesurable vérifiant pour 
tout BE $ la relation 


| E {|£) dP — [ EdP. (11) 
—1(B) 


8”1(B) 


THÉORÈME 3. L'espérance mathématique conditionnelle E{E | &} 
est une fonction B-mesurable de Ë; c’est-à-dire il existe une fonction 
réelle S-mesurable hi(x), x EX, telle que E {E|Ü = h(6) et 
quel que soit B € $ 


| hk(x) Pg°! (dx) — | £ dP. 
B 


8”1(B) 


La première partie du théorème découle du théorème 5, $ 1, la 
seconde de la règle de changement des variables (théorème 12, $ 1). 


Signalons les propriétés suivantes des espérances mathématiques 
conditionnelles par rapport à des variables aléatoires, découlant du 
théorème précédent. 

f) Si E—h(E), où h(x) est une fonction S-mesurable, alors 
ED =E 

g) Si &; sont des éléments aléatoires dans {X;, W;}, i = 1, 2, 
(£1, Ge) leur produit cartésien, alors 


E{E{E | (& C2)}| C1} — E{E | Gi. 


La proposition f) découle de e), la proposition g) du théorème 2. 


Probabilités conditionnelles régulières. Posons P{A | S} — 


= pô (4, w). Pour tout À € & la probabilité conditionnelle PŸ (4, 
w) est définie de façon unique mais seulement avec la probabilité 1. 


DÉFINITION. On appelle probabilité conditionnelle régulière une 
fonction (si elle existe) p (A, w), À EG, © € Q, telle que 

a) p (4, w) comme fonction de l’ensemble À est mesure probabilis- 
te pour presque tous les &: 

b) p (4, ©) est ÿ-mesurable pour À fixe et 


p (4, ©) = PS (4, @) (mod P). 


On pourrait donner des exemples où les probabilités condition- 
nelles régulières n'existent pas. Mais si celles-ci existent, les espé- 
rances mathématiques conditionnelles s'expriment en fonction 
d'elles par intégration. 
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Taéorème 4. Si p (4, ©) = PŸ (4, w) est une probabilité con- 
ditionnelle régulière, alors 


E{#15}= | (w')P (d’, &). (12) 


Démonstration. La class des variables aléatoires Ë 
justiciables de cette formule est linéaire, fermée pour le passage à la 
limite dans les suites monotones croissantes de variables aléatoires 
non négatives (d’après le théorème de l’intégration des suites mono- 
tones) et contient les indicateurs x (4), À € ©, d’où suit la formule 
(12) pour tous les £ dont EË est finie. 


Les répartitions conditionnelles régulières n’existant pas toujours, 
nous allons modifier cette notion dans une mesure qui permette 
l’abord de nombreux problèmes d'application. 

Soient {X, S} espace probabilisable, Ë élément aléatoire dans 


{X, 8}, % tribu, FE. 


DÉFINITION. On appelle répartition conditionnelle régulière de 
l'élément aléatoire À par rapport à la tribu % une fonction Q (B, w), 
si elle existe, définie sur $ X Q et telle que 

a) Q (B, ©) est F-mesurable pour B € 8 fire, 

b) Q (B, ©) est presque sûrement une mesure probabiliste sur $ 
pour © fixe, 

c) Q(B, ©) = P{(G € 8) 13} (mod P) pour tout B ES. 


La condition c) revient à exiger que pour tout FE% 


| Q(B,&)P (dw)==P (EE BNP). 


F 


THÉORÈME 5. Soient X espace polonais, 8 la tribu des boréliens 
de X, E élément aléatoire de {X, #}. Alors © admet une répartition 
conditionnelle régulière par rapport à une tribu % ( &G). 

Démonstration. Soit q répartition de l’élément aléa- 
toire €. On peut construire une suite monotone croissante de com- 
pacts À, dans X telle que (cf. théorème 6, $ 2) a (X XX K,) < 
et e, —+— 0. Désignons par &@ (X) l’espace de toutes les fonctions 
continues bornées définies sur l’espace métrique X et munissons 
€ (X) d'une métrique p (f, g) en posant r (f, 8) = | f — g |, If = 
— sup |f(x) |. L'espace & (K,) est séparable. Soit {fix (x), 

xCX 


k — 1, 2, ...} réseau dénombrable partout dense dans @ (K,). 
Prolongeons f,x (x) sur X de telle sorte que sup [frs (x) | = 


xEK,, 


= sup |fnr (x) |. 
xEX 


Posons Yn — Yn (6), YXn (&) = X (Kn, zx). Des propriétés des 
espérances mathématiques conditionnelles il résulte que l’on peut 
exhiber un D, tel que P (D,) = 0 et pour © € D, l’on ait: 


8* 
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Si fnx > 0, 
E {nr (0)Xn18320, E{rfnr (0) Xn19}=7rE {fnr (0) Xn1 3} 
Si [far — ns | Tr, 
LE ne — fn) Xl BH LT 
E {nr (©) + fn5 (©) Xnl 9} = E nr (0) Xn19} + E fn; © Xl 


pour tous les n, k, j et les r rationnels. Par ailleurs 


| Ê Et O 2018) —E nr D 2118) 22 (0 dP [< 
F 


< À 1f()— fr (r)la (2), 


FNKn 
de sorte que si [| {x (f—fn;)ll 0, on a 
E {7 (9) Xl} = lim E {fne, (0) Xl} (mod P), (13) 


la limite de droite ne dépendant pas de la suite approximante. 
L’espérance mathématique conditionnelle n’étant pas définie 
sur des ensembles de probabilité nulle, on peut se servir de la rela- 
tion (13) pour définir E{f (8) Xn | %} dans le cas où f est arbitraire 
et continue sur X,, où 2; est une suite d'éléments d’un réseau 


partout dense telle que || (f — fur,)Xnll—> 0. Avec une telle défini- 


tion des espérances mathématiques conditionnelles, pour tous les 
© € D,, toutes les fonctions f (x) et g (x) continues sur K, et cet d 
quelconques réels on a 


E{/(0)x19}20 si f20, 
E {cf (0) Xn + de (©) Xnl9} = CE {f (0) Xnl8} + dE {8 (0) xD}, 


c'est-à-dire E{7 (6) x, 17%} est presque sûrement une fonctionnelle 
linéaire positive sur "@ (K,). D’après un théorème de la théorie de 
la mesure cette fonctionnelle admet la représentation 


E{(Ou19= | (aude, 0), ED, 
Kn 


où gn (B, w) sont des mesures définies univoquement sur tous les 
sous-ensembles boréliens X,. Pour B € $ arbitraire posons 


g(B, o)=limg (BNK,, @), o € D), 
qg(B, w)—g(B), o € Ds. 


On vérifie sans peine que q (B, w) est une mesure pour & fixe. En 
effet, d’abord g (B, w) est finiment additive (ceci découle de l’addi- 
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tivité de g,) et ensuite, si B — U, By Bn, N Br, =D pou n, 
n= 
Æ n,, alors (© € D) 


N N ss à 
Da(Br, @)=q(Ù Br o)<q(U Br, &)=limgn(U Ba, &)= 


= lim Zqn(BiKr, &)<2:q(Br, &). 
Lorsque + oo, on obtient 
g CU By, o)=2:q (Br @), 
c’est-à-dire g(B, œ) est dénombrablement additive. L'égalité 
| f@)an (dr, w)= | f(Ha(dr, o), 6E Ds, 
Kn Kn 
implique (ED) 
jfGatz, a)= | f(Ha(dr, &)=lim | f(a)a (dx, 0) 
ZX oo Kn 


U Kn 
1 


pour toute fonction f non négative S-mesurable. Donc si f est conti- 
nue et bornée, alors 


E {15} lim E (15) | /(&)4 (47, 6) (modP). (19 


X 


La fonction f (x) $-mesurable bornée étant susceptible d’être appro- 
chée par une suite de fonctions continues f, (x) de telle sorte que 


À 1f(&)— fn (æ)1g (da) +0, 


x 


de l'inégalité 
LE O18 4P — | EG O1sdP | < | 1462) (aa (Ge) 
F F F 


il suit que (14) a lieu pour toute fonction $-mesurable bornée. 
En particulier, 


P{B15}=9(B, &) (modP). E 


Soient les éléments aléatoires &, et 6, de {Y,, W,} et {Y:, Bo} 
respectivement, où {Ÿ;, #;} réunissent les conditions du théorè- 
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me 9. Posons 
YH2—Y,X 2, BAD —o{N,, K=1;2à 

La suite 64,2 — (£,, &,) peut être traitée comme un élément aléa- 
toire de {Y(4,®, 42%} et Y(4,? comme un espace polonais. 
Soient g; répartition de 6; (i — 1, 2), q‘ ? répartition de ‘4, ?, 
g1? répartition conditionnelle régulière de &, par rapport à la 
tribu x, engendrée par l'élément aléatoire &,. La répartition gl? 
étant une fonction %+£-mesurable, on a g?!l(B,, ©) — q (B:, b), 
où B: € W., et la fonction q (B:, y) est B,-mesurable. La définition 
des probabilités conditionnelles entraîne 


q (B2, 01) dP=Q% 2(B, X B:), 
gr1(B1) 
où BP, est un ensemble arbitraire de $, et &, — q, (w). Un change- 
ment de variables donne 
gt 2 (B, x B:) — | Q(B>; y1) dy 
B; 
ou 


a ® (Ex B2)= À x (Bas y) À A2 (Ba, ya) a (dus, y) (du), 
Yi Ÿe 
| (15) 
où 7” sont les indicateurs des ensembles dans l’espace Y;. La der- 
nière formule entraîne le 


THÉORÈME 6. 
| fade À (TG, wat, ))a(@y) (46) 
y(, ?) Ÿ1 Yo 


pour toutes les fonctions non négatives PA, ®-mesurables. 

En effet, la classe de fonctions f justiciables de la formule (16) 
est linéaire et fermée pour le passage à la limite sur les suites mono- 
tones. Comme en vertu de (15) cette classe renferme les fonctions de 
la forme y‘Ÿ y®, elle contiendra leurs combinaisons linéaires. Par 
ailleurs toute fonction #}, ?-mesurable peut être approchée par 
des suites monotones croissantes de combinaisons linéaires de fonc- 
tions de la forme x y®. E& 

À noter que la formule (16) est vraie pour les fonctions f à signe 
alterné si seulement l’un des deux membres de (16) a ur sens. La 
formule (16) entraîne le 


COROLLAIRE, 


Etf(t Bu) | f(G, ve) g (due, 6). (47) 


J 
Ye 
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Ce résultat peut être mis sous la forme générale suivante. Soient 
. des éléments aléatoires de {Y}, B;}, Y, étant des espaces polo- 
nais. Posons 


Yu, 9 — [| Yn, BE 0{Br, k—1, ..., s}, 
Rh=1 


Ms — (Gus Dos + + +, Vs), Qn est la répartition des éléments &, dans 
(Vr, Br}, 9° = q (Bs, is - +, Cs1), la répartition condition- 
nelle régulière de l'élément €, par rapport à une tribu %n,_, — 


= Pa, & ..., pe En appliquant (17) à la formule 


E {f1Dt1} = E { ne {E {F1 San} Dnn-2} see Sn}: 


on obtient 


EC ..) Cn)|Nt1} ES 


= | es | { Ï (Ga U2s +. Yn) 9 (dY»; Li Ugs +.) Yn-s)) a 
Yo Y 


n-1 Yn 
Ka n (dyn-1, Ci U2s ++. Yn-2) es pe (dy, C1); (18) 
E {fu -.., G}= 


= | ” | (| fn. A Ce NX 


Yi Yn1 Yn 


X QD (dYnis Yrs es Yn-2) ++ GP (dys, V1) Gi (dys). (19) 


$ 4. Indépendance 


Soit {Q, ©, P} un espace probabilisé fixe. Par événement on 


entendra, sauf mention expresse du contraire, des parties ©&-mesura- 
bles de (2. 
Deux événements À et B sont indépendants si 


P (4 N B) = P (4) P (B). 


S P (B) > 0, cette condition équivaut à P (4 | B) = P (4). La 
définition implique aussitôt : 
a) Q et À, où À est un événement quelconque, sont indépendants; 
b) si P (NW) =0, À quelconque, N et À sont indépendants; 
c) si À et B; (i = 1, 2) sont indépendants et B, = B,, À et 
B, X B, sont indépendants. En particulier, À et B, sont indé- 
pendants ; 
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d) si À et PB; sont indépendants, i — 1,2,...,n,et B,,B,,... 
ñn 

., PA Sont deux à deux incompatibles, alors À et [JB; sont 
1 


également indépendants. 

À signaler que si aucune restriction n’est faite sur l’incompatibi- 
lité deux à deux des événements P;, la dernière proposition n’a 
généralement pas iieu; 

e) À ne dépend pas de À si et seulement si P (4) — 0 
où P (4) = 1. 

Soient 7 un ensemble, {;, i € 7} un ensemble de classes d’évé- 
nements. 


DÉFINITION. Des classes d'événements de {M ;, i € I} sont indépendan- 
tes (ou indépendantes dans leur ensemble) si pour i,, . .., i, (i, € D) 
deux à deux inégaux quelconques et A;, quelconques, Ai, EMi,,k — 
1,2 :: nn. 00 


P (4i,N Ai, N te N Ain) = P (4i,) P (4i,) LR P (4i,). 


On remarquera que s’agissant d’un ensemble infini de classes 
d'événements, la définition de l’indépendance revient à exiger qu’un 
sous-ensemble fini quelconque de classes d'événements soit composé 
de classes indépendantes d'événements. 

Une classe d'événements est par définition une n-classe si elle 
est fermée pour l'intersection des événements, c’est-à-dire À € M et 
BEM implique À N BEM. 


TH6ORÈME 1. Soit {M;, i € I} une collection de n-classes d’événe- 
ments indépendantes. Les plus petites tribus o {M ;} sont indépendan- 
Les. 

Démonstration. On peut se limiter à un nombre fini de 
classes M,, . . ., M,. Il suffit de prouver que si une classe, par exem- 
ple M,, est remplacée par o {M.,}, la nouvelle suite de classes d’évé- 
nements sera également indépendante. 

Soit X la classe de tous les événements ne dépendant pas de 
Me, - .., M,. Par définition MN, c À et À possède les propriétés 
suivantes : elle est fermée pour l’union de toute suite dénombrable 
d'événements disjoints et pour la différence B, X B, pourvu que 
B, = B,;. Le théorème 1 découle maintenant de la proposition 
suivante. 


TuéorëME 2. Siune classe d'événements A contient une n-classe M 
et possède les propriétés suivantes: 


a) A, A:, A, EU, i = 1, 2, implique A, X A, EU; 
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b) 4, EX,n —=1,2,...,A4n N 4, = © pourn - m implique 
UAr € Y, 


alors À = 6 {MN}. 

Démonstration. Désignons par Y, la plus petite 
classe d'événements renfermant Ÿt et possédant les propriétés a) et 
b) (A, est l’intersection de toutes les classes contenant M et possé- 
dant les propriétés a) et b)). Prouvons que A, = o {M}. Désignons 
par A, (B) la classe de tous les événements À € A, tels que À f 
N BE,. On vérifie sans peine que A, (B) possède les propriétés 
a) et b). D'autre part, si B € M, alors A, (B) M, puisque M est 
une x-classe. Donc À, (B) = À, (si BEM). Or cela signifie que- 
A1 (4) = M quel que soit À EX,, c’est-à-dire A, (4) = A, quel 
que soit À € X,. Donc Y, est une x-classe. Or une x-classe d’événe- 
ments possédant à la fois les propriétés a) et b) est'unetribu. En défi- 
nitive A, = ©o {M} et A —>o {M}. 


THéoRëmME 3. Soit {M;,i€ 1} un ensemble de x-classes d'événements 
indépendantes, 1 = I, |) 1: (li N 2 = SG), Pr = o {M,, 1€ ]I;}, 
k = 1,2. Alors $, et Ÿ, sont indépendantes. 

En vertu du théorème 1 on retiendra seulement l’hypothèse que M; 
est une tribu. Considérons les classes %, (4 = 1, 2) composées de 
tous les événements de la forme 4; fN 4;, N ...fN À;,,nest quel- 
conque, à, € 1,. Ces classes sont fermées pour les intersections, Y, 
contient tous les M;,, à € ZI, et A, et A, sont indépendantes. D’après 
le théorème 2 © {X,} = 6 {M;, 1€ 1,} et o {A} = o M;,ielz,} 


sont indépendantes. 


CoroLLAIRE. Si l’on partage I en un nombre quelconque de parties 
deux à deux disjointes, 1 = |] I, les tribus $, = o {M;, i € Th}, 


k EQ, sont indépendantes dans leur ensemble. 


Eléments aléatoires indépendants. Soit &; — f; (w) élément. 
aléatoire de {X;, W;}, i€ I. 


DÉFINITION. On dit que des éléments aléatoires {&;, i E I} sont 
indépendants (indépendants dans leur ensemble) si pour tout n et B, € 
ED, lp € TJ, on € 


P(0 ,€B:})= Î P{G, €}. 


La définition de l'indépendance de familles d’ensembles d’élé- 
ments aléatoires est plus générale. Considérons une famille d’ensem- 


D! 


bles {£*,i € 1,}, u € M, d'éléments aléatoires à valeurs dans {X°,. 
S; }. 
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DÉFINITION. Lesensembles d'éléments aléatoires {&i, i EI,} (u € M) 
sont indépendants (mutuellement indépendants) si le sont les classes 
d'événements {M,, u € M}, où M, est composé de tous les événements 
de la forme 


n : : _ | ; | 
Ni, € Bip, n=1, 2, De. ip Elu; Bi, ES. 


Supposons que ©o {4, i € L,} — Sy est la tribu engendrée par 
l'ensemble des éléments aléatoires &, à € L,, c'est-à-dire la plus 
petite tribu par rapport à laquelle sont mesurables tous les éléments 
aléatoires Ë, i € L,, u étant fixe. 


TH6ORÈME 4. Les ensembles d'éléments aléatoires {EŸ, i€L,} (LE€ 
€ M) sont indépendants si et seulement si le sont les tribus y, du € M. 

La démonstration découle du fait que les classes d'événements 
intervenant dans la définition de l'indépendance d’ensembles d'’élé- 
ments aléatoires sont des n-classes et du théorème 1. 


CoroLLaire. Soient (E,..., Ë), u € M, un ensemble de suites 
indépendantes d'éléments aléatoires, gy (x, ..., x.) des fonctions 


o {W%, k — 1, ...,s,}-mesurables (u € M). Les éléments aléatoires 


Cie (C, 65), LE, 


sont alors mutuellement indépendants. 


REMARQUE. Les éléments aléatoires {E,, u € M} sont mutuelle- 
ment indépendants si et seulement si quels que soient n, y, Uo, . . - 
.., Un de À et a;, . . ., a, réels, on a 


7 


P (Eu, <= As Ep. X An} = IE P (Eu, TX ap}. 


La condition nécessaire est triviale. La condition suffisante 
découle du fait que la tribu engendrée par les événements de la forme 
{Eu << a} est confondue avec la tribu {&, € B, B E S'}, S' est la 
tribu des boréliens de la droite. 


Soient Cr, Æ—1, 2, ..., n, suite d'éléments aléatoires indépen- 
dants (sur {X,, #,} respectivement), g, répartition de &;, sur B:, 
g":® répartition conjointe de la suite (Gi, .-.., Gn) dans 

ñn 


{LT x, O{Vx, k—1, ...,n}}. Par définition de l'indépendance on a 
k=1 


gum (BiX Bi X -.. X B)= 
k 


QR(Br), Br ED. (1) 


pet 
db 
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La réciproque est évidente, c’est-à-dire si est réalisé (4) pour tous les 
By E Sa. les éléments {Ëx, k = 1, ..., n} sont indépendants. 

Soient g (x, x.) fonction © {$;, i — 1, 2}-mesurable, &,, & 
éléments aléatoires indépendants et Eg (Ë,, Go) << oo. Un change- 
ment de variables et le théorème de Fubini nous apprennent que 
Eg (&, &) est une fonction $,-mesurable, finie pour g,-presque 
tous les x, et 


Eg (ti, &)= | q(drs) | 8 (se) go (da). (2) 
X. X, 
De là découle la formule 
Eg (61) g (62) = Eg (G1) Eg (Go); (3) 


qui est valable si Eg (£;) sont finies. 
La proposition suivante renforce la précédente. 


THÉORÈME 5. Si une variable aléatoire ë à espérance mathématique 
Jinie est indépendante par rapport à une tribu %, on a 


E{19)—EE. 

Démonstration. L'indépendance de la variable aléatoi- 
re € par rapport à la tribu % signifie que les tribus % et %: — 
— © {£} sont indépendantes. Donc pour tout F E% les variables 
aléatoires & et y (7) sont indépendantes. Par conséquent 


| EdP—Ex(F)Eë= | (Et) 4P. 
F F 


Etant constante, ÆË est -mesurable. Donc 


Ei=E{I#). 0 
Loi de tout ou rien. Soit À,, nr — 1, 2, . .., une suite d’événe- 
ments. 


THÉORÈME 6. (Théorème de Borel-Cantelli). Si 
Ÿ P(A4x)< oo, l'événement lim 4, =-{A, infiniment fréquent} pos- 
n=1 


sède la probabilité 0. Si les événements A,, n—1, 2, ..., sont 
indépendants, la probabilité de l'événement lim À, est égale à 0 


ou 1 selon que la série ÿ P(4,) est convergente ou divergente. 
_— 
Démonstration. 


CO OO 
a) Comme limA,=— f\ {|} 4;,, on a 
n=1k=n 


P{4inffr}= lim P( U A)<lim À P(4)=0, 


N— 00 N-oo k=n 
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ce qui démontre la première partie du théorème. 
b) Supposons maintenant que les événements À, sont indépen- 
dants. Il faut seulement prouver que si 


2 F (Ar) Tire 


alors 
P {lim 4,}=1. 
Soit 
A* — lim 4,, 
il vient 
QNAT= UN (RNA) 
et 


P @NA*) = lim P (1 (@NA3))= lim Î P (@NAn= 


=n 


—]im Il (1—P (4))=C 


n—+oo k=n 
OÙ 
vu la divergence de la série >, P (43). 
K=1 


Soit maintenant une suite quelconque de tribus %,, nr — 1,2,..., 
indépendantes. En vertu du théorème de Borel-Cantelli l’événement 


A* = lim 4,, où À, est une suite quelconque telle que 4, € %n, 
possède la probabilité O0 ou 1. Ce résultat peut être généralisé à des 
événements quelconques engendrés par l’ensemble de toutes les tri- 
bus Fr, n = 1, 2,..., et ne dépendant pas d’une suite finie quel- 
conque de tribus %,, Yo, . . ., Sn. Précisons cette proposition. 
Soit B;=0{%;, j—=k, k+1,...}, #, forment une suite mono- 
tone décroissante de tribus. Leur intersection $— ff] $, est aussi 
R=1 
une tribu. Posons par définition 


$S — lim On = N (5 JR RE. 2 
De toute évidence, la tribu lim ne change pas si l’on remplace 
un nombre fini quelconque de tribus %1, Fo, - - ., An par d’autres. 


THéoRÈME, 7 (loi générale de tout ou rien de 
Kolmogorov). Si%,,n = 1, 2,..., sont des tribus mutuelle- 


$ 4] INDÉPENDANCE 125 


ment indépendantes, lout événement appartenant à lim, possède la 
probabilité O ou 1. 
En effet, soit À € limÿ,. Alors À € W, quel que soit 4. Donc À 
et Oo {us +, We} Sont indépendants. Par conséquent À et 
Vas + + Vns - - -} le sont. Comme À € © {%z, k — 1,2, . 1 
il suit que À ne dépend pas de À. Or ceci n’est possible que si P (4)= 
= 0 ou P (4) = 1.8 


THéORÈME 8. Soient {t,, n = 1, 2, ...} une suite d'éléments aléa- 
toires indépendants dans un espace métrique fixé {X, S}, %h la tribu 
engendrée par nr et Sn = 0 {nu k = n, n + 1,...}. Alors 

a) la limite de la suite {6,, n —= 1, 2,...} existe avec la probabili- 
té À ou 0; 

b) si X est polonais, la limite de la suite {&,, n = 1, 2, . ..}, si 
elle existe, est presque sûrement constante; 

C) Si Z — f (ty, Los + - ., Xn, . .- .) est une fonction d’un nombre 
infini de variables x, EX, n =1,2,...,et f(E,, ..., En, . ..) est 
B,-mesurable quel que soit n, alors elle est presque sûrement constante. 

Démonstration. 

a) Sip (x, y)est la distance dans X, alors l’ensemble des points de 
convergence de €, S’écrit 


O0 O0 


D= NU N. {oiltm—-twl<+}. 


R=1n=1n,n">n 
Comme les événements 


4= 0. {lEn—trl<+) 


, n” >n 
sont monotones croissants, On a 
OO 
U 4€ Sn 
n= 1 


quel que soit m, de sorte que D ES, pour tout m et l’on peut appli- 
quer la loi de tout ou rien générale. 
b) Ai F un fermé, F & X: appelons F, l’ouvert F, = {x:p (x, 


F) < 2}. L'événement D fN { limé, € F} s'écrit alors 
DAlimér EF)=DALN Ü 0 {En EFa)l 


il appartient à W,,, m — 1,2,...,en vertu des mêmes raisonnements 
qui ont présidé à la démonstration de a). Donc, pour tout ensemble 
fermé F on a P {limt, € F} = 0 ou 1. Or la classe d’ensembles $ 
pour laquelle cette proposition a lieu est une tribu. Donc 
P flimé, € B} = Oou1 pour tout B € $. Si l’espace X est polo- 
nais, on déduit sans peine que la mesure q induite sur $ par l’élément 
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aléatoire limé,, est concentrée sur un seul atome. En effet, étant 
donné que g (X) = 1, il existe une boule S, de rayon 1 telle que 
q (S;,) = 1 (si une telle boule n'existait pas, toutes les boules de X 
de rayon 1 auraient une mesure nulle, ce qui est impossible puis- 
que X est recouvert d’un nombre dénombrable de telles boules). De 


façon analogue il existe une boule S, de rayon _ S,aSietqa(S,) = 
— 1, En poursuivant cette procédure on obtient une suite de boules 
emboîtées S, de rayons + [et de mesure 1. Ces boules ne possèdent 


que le point x en commun et q {x} = lim g(S,) = 1. 

c) Par hypothèse les événements À = {a :f (1, Gas + . +, On) < 
< a} EB,. Par suite À Elimÿ, et À possèdent la probabilité 0 
ou 1. Donc la fonction de répartition de la variable aléatoire & — 
— f (£,..., nr, . - .) ne prend que la valeur 0 ou 1 et € est constan- 
te presque sûrement. 


CHAPITRE III 


SUITES ALÉATOIRES 


$ 1. Martingales 


Définition et propriétés élémentaires. Une martingale est une 
famille de variables aléatoires £ (t), t € T (T est l’ensemble des réels), 
sans mémoire, c'est-à-dire que les espérances mathématiques condi- 
tionnelles des accroissements Ë (4,) — E ({,) (4 #%) pour Ë (s) 
donnés, s < t, sont nulles indépendamment de ces valeurs. Si les 
espérances mathématiques conditionnelles sont non négatives (resp. 
non positives), ËE (£) est appelée submartingale (resp. supermar- 
tingale). 

Précisons cette définition. Dans ce paragraphe on étudiera essen- 
tiellement des suites de variables aléatoires. Nous allons tout d’abord 
donner la définition générale. Soient { Q, @, P} un espace probabi- 
lisé, 7 l’ensemble des réels. Nous traiterons t € T comme les instants 
de réalisation des expériences. L'ensemble des observables avant 
l'instant { sera désigné par %,. Naturellement Dr, D, Su to. 
Considérons une famille de variables aléatoires & ({), t € T, telles 
que les valeurs de Ë (f) soient exactement définies par un ensemble 
d'expériences effectuées à des instants s, s < {. En d’autres termes 
les variables £ (t) doivent être %, -mesurables pour tout t € T. Les 
définitions suivantes nous aideront à décrire formellement cette 
situation. 


DÉFINITION. On appellera flot de tribus une famille monotone crois- 
sante de iribus {%:, t ET} (4, Cr, Ÿ h Lt» WCC). Une 
famille de variables aléatoires {E(t), t E T} est adaptée au flot 
{:, 1€ T} si E(t) est F;-mesurable pour tout tET. 


DÉFINITION. Une famille {E (t), %:, t € T} dont les variables aléa- 
toires £ (t) sont adaptées à un flot de tribus {%:;,tE T}etE|E(t) | < 
<Z'o,tET,est une martingale si pour s<1t,5s,tE€T 


E EU IS} —E (6), (1) 


une submartlingale si 


E {EOIS}2> E (6), (2) 
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une supermartingale si 


E {6 (@) 1 st < 6 (5). (3) 
De la définition il résulte que la tribu ofE (s), s <t, sET)} 


appartient à %;. Dans de nombreux cas on admet que %; — 
= oO {E(s), s<Lt, sET}, mais souvent par %; on entendra une 
tribu plus grande. Dans les cas où l’on sait de quel flot de tribus 
il est question, on appellera martingale (ou submartingale) la famille 
{E (4), tET}. 

Les propriétés établies pour les submartingales sont valables au 
signe près pour les supermartingales. 

La définition des espérances mathématiques conditionnelles 
entraîne] que la famille {E (£), %:, t € T} est une martingale (resp. 
submartingale) si et seulement si elle est attachée au flot %:;, 
4ET, Elé()|<oœ et quels que soient s, t; AE TX, (st, 
8, tET),on a 


| Etap = [E()4P (4) 
A A 
(resp. | Es) 4P<[ Et 4dP). 5) 
A À 


En particulier, EE ({) — const pour une martingale et EE (s) < 
< EË ({) (s < t) pour une submartingale. 

Il est évident que si Ë (é) et n (f) sont deux submartingales, 
a > 0, b > 0, la combinaison linéaire aë (t) + bn (ft) est également 
submartingale. D'un autre côté la combinaison linéaire de deux mar- 
tingales est toujours une martingale. 


THÉORÈME 1. 

a) Si £{E (f), Dr, t ET} est une martingale, f (x) une fonction 
convexe continue et E |f(E (t)) | oo, alors {f(E (t)), %:, t ET} 
est une submartingale. 

b) Si £E (£), :, t E T} est une submartingale et f (x) une fonction 
convexe continue monotone non décroissante, E | f (6 (t)) | ©, 
alors {f (E (£)), +, t E T} est également submartingale. 

c) Si E(t), n (#), tE [0, TT] sont des submartingales, E (t) \/ n (6) 
est également submartingale. 

Ces assertions découlent aisément de l'inégalité de Jensen. En 
effet, si f est convexe et Ë (f) martingale, s<t,ona 


E{/(6()15}27/(E{E ()15}) = f (6 (9), 


c'est-à-dire f (& (t)) est une submartingale. Si & (£) est submartingale 
et la fonction f (x) convexe et monotone non décroissante, alors 


E{(É()1S}27 (EE (0) ITe)) 27 (6 (s)). 
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Soit & (té) = E (t) \/ n (té). Le processus & (£) est attaché au flot 
3. et est intégrable. Pour tout À E%,, où sE T, st, et eu égard 
au fait que les événements À, = À A] {Ë (s) <n (s)} et 4, =4/N 
MN {E(s) > n(s)} sont F.-mesurables, on a 


fsoap=[n(ap+ TE (sap< 
A 


A] A2 


<{ntap+|Estap<|e (ap. 
A 


A1 A2 
Donc & (t) est une submartingale. 


COROLLAIRE. 

1) Si É(), tET, est une submartingale, alors a \| É(t), tET, 
l'est également (a est une constante). 

2) SiE (t),t ET, est une martingale, | & (t) | est une submartingale 
et E |E (é) | est une fonction monotone non décroissante. Si p > 1 
et E |E (6)[P oo, alors | E (4) |? est une submartingale. Si ËE (6) 
est une submartingale, alors Et (t) l’est aussi. De plus, si p > 1 et 
E (Et)? oo, alors (E+)P est également submartingale. 


EXEMPLES. a) Soient br, k — 0, 1, ..., n, ..., des variables 
aléatoires à espérances mathématiques finies, F1 = © {£1, . .., Cn}; 
En = + bo +... + fn. Si Eln = 0 (Ebr > 0)Vn, alors 

Ens Bns R —= 1, 2, ...} est une martingale (submartingale). 

En effet, poum<n 


n 


E {Enl Fm) = E {En —EmlBm} +Em= mt, 2. ES}: 


De façon analogue, si Eë, —1 (Eë,>1)Vn, la suite {E,, Fn, n— 
n 

—1,2,...} où E,— [| 6, est martingale (submartingale). En 
h=1 

effet (m<n), 


n 


EE, Sim} = ËmE CI 13m) = Ëm IT ÈG: 


b) Soient {%,, n == 1, 2, ...} un flot de tribus, %, c&, © 
une tribu de parties de Q, P et Q deux mesures probabilistes sur 
&, P, et Q, les restrictions des mesures P et Q à %,. Supposons 
que O, est absolument continue par rapport à P, Vn. Considérons 
sur l’espace probabilisé {Q, ©, P} la suite de variables aléatoi- 
res E,: 

_ dO 


SE 


9—0398 
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où ee est la dérivée au sens de Radon-Nikodym de la mesure 


Q, par rapport à P,. Pour AE, m<n, on à alors 


| E, dP = On (4) =Om A | Em dP, 


c'est-à-dire {Er, Fn: P} est une martingale. 

Soit en particulier M1, « : -, Mn, « - . une suite de vecteurs aléatoi- 
res à valeurs dans @%, fn (21, . . ., 2n), 22 EH, k—=1,...,n, 
la densité de probabilité conjointe des vecteurs (n,, . . .; Mn) par 
rapport à une mesure o-finie g, définie sur la tribu des boréliens de 
de .Z%%. Supposons que £g (x, ..., x,) est une densité par rapport 
à g, telle que 


| În dgn =0 = | En dqn = 0. 


A À 
La suite 
TT TR D 


În (M1: AUS | Nn) d 
est une martingale par rapport au flot %,, où %n = © {n1, . + -, Mn}. 


Instants markoviens. Soit {%,, t € T} un flot de tribus. 


Dé£rFiNiTION. On appelle instant markovien + sur un flot de tribus 
{%:, t ET} une variable aléatoire prenant ses valeurs sur T ou la va- 
leur +o et telle que {T Lt} EW: pour toutt ET. 

Si test un instant markovien, alors quel que soit £ € T les événe- 
ments {tT > T}, {tT<T}, {rt = T} sont F;-mesurables. 

Associons à tout instant markovien t une tribu d'événements %., 
tels que l’on puisse dire s’ils se sont réalisés ou non avant l'instant +. 
On dira que cette tribu est engendrée par l'instant markovien t. 
On a la définition formelle suivante. 


DériniTion. On appelle tribu Ÿ%. engendrée par l'instant markovien t 
la tribu de tous les événements B @-mesurables tels que pour tout t ET 
on a 


BN{t<t}E:. 


Exempzes. La quantité t = t,, où {, ne dépend pas du hasard, 
t ET, est un instant markovien, et %+: = #4. 

En effet, on a ici {t < ft} = @ EFrsit<to, et {T Lt} = 
= QE, si ét, < t, de sorte que t = ?, est un instant markovien. 
D'autre part, B N {TL }E %;, Vt ET si et seulement si BE to 

Signalons deux propriétés simples des instants markoviens (sur 
un même flot de tribus {%4, t € T}). 
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THÉORÈME 2. 

a) Si TG << T2, alors Fr, € Dr, 

b) Si T, et Tv, sont deux instants markoviens, alors T, V 7%, et 
T À T le sont également. 

En effet, supposons que B € ÿ+. Il vient B N {x < t} € F4- 
Donc 


BAtR< t}= (PN{T <<) NT <<} E Ti. 


Et BE, a prouve la proposition a). Soit d'autre part T* — 


= T V T. Il vient alors {Tr* < t} = {tr << t} N {tm < 1 EF: 
Si T, = T1 À T, alors 


{rs <t} = {nu <'U (T L1}EB: VIET. 


Les instants markoviens permettent d'étudier les valeurs d’un 
processus aléatoire en ces instants. Supposons que T est un ensemble 
dénombrable, {6 (£), t € T} un processus attaché au flot {%,,1€ T} 
et t un instant markovien à valeurs dans 7. 


THÉORÈME 3. La variable aléatoire Ë. est %.-mesurable. 
En effet, pour tout a 


Eat} = U ((9 <a Nr =s} 


“sêT 


Comme pour st {É(s)<a}e%c, {t=s)e Fc, on a 
(Er <a}N(t<i}ES. 

Soit une suite finie {E;, é = 1, 2,..., N} qui est supposée être 
une #ÿ,-submartingale. Considérons une suite monotone non décrois- 
sante d'’instants j,;-markoviens T, < To < ...< Tr et posons 
Nr — Éty è k = Vrye 


THéoRëME 4. La suile {nx, 7%, k = 1, 2, ..., p} est une submar- 
tingale. 

Démonstration. Noussavons que les n, sont %?-mesura- 
bles. Par ailleurs E [n4 | co. En effet, 


Elnal << <S HUIESS 
Reste à démontrer que E{n:+1 | #%} Z 1». On peut se borner au 
Cas Où T,4+1 — T, prend les valeurs 0 et 1. En effet, si tel n’est pas le 
cas, introduisons une nouvelle suite d’instants markoviens ©, — 
= Th, Où = Th+1 À (Gi +1), -.., On = Tati = Tai À (OC N1+ 
+ 1). Alors {ox, 4 —1, ..., N} forment une suite monotone non 
décroissante d’instants markoviens tels que les différences 0,41 — 
— 0, ne prennent que les valeurs 0 ou 1. Si l’on prouve que la suite 


9 *% 
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(Éoy» k —1,..., N} est submartingale, il s’en suivra que 
E{m+119%} = E o, 194) 0, = Mrs 


d’où le théorème. 
Soit donc tTz+1 — T; = 0 ou 1. Pour tout B E %é on a 


Î (Ma+1 — M) dP = | (Na441 — x) dP — 
B BNUTy1 T8 = 1} 
N 


=» | (Er+1— Er )dP. 
r=1 BN{TR=T}N Tps T +1} 
Or 
B"N {ta =r}E Fr (au =r+1} = (Gun r}E Fr 
Donc 
BN{t=r}N {tar =7 +1}E Gr 
et 


(Er+1 — 6r) dP 20. 
BNt = tpis=r +1) 
Par conséquent 


À (Nx+1 — 1x) dP>0 VBES. 
B 
Ce qui équivaut à 
E{mul9) >. 
CoROLLAIRE. Si {E,, +, t—1,..., N} est une martingale, 
TL... LT) une suite d’instants %-markoviens, alors (Er, DER 
k—1, 2, ...,p} est une martingale. 


Quelques inégalités. 


TusorëMe 5. Soit {En, Fn, n —=1, ..., N} une submartingale. 
Alors 


EE* 
P{sup &,>C}<—, C>0. (6) 
1SNn<N 


Si {En, Fns n —=1,..., N} est une supermartingale, alors 


po a 
P{ sup 6, >C}<—== | (7) 
1Sn<N 


Démonstration. 
a) Soit T—k si E LC, j=1, ..., k—1, et E, <C. Si 
E, < C pour 4 —1,..., N, on pose t = N. test un instant marko- 
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vien et T< N. Donc le couple (£., &,) forme une submartingale. 
Par suite 
CP{ sup &,2>0}< | EdP< | EdP<Etÿ. (8) 
+ (0) t£ 20) 
b) Si la suite E, est une supermartingale, alors 
Et >EËZ>CP {sup é, 2C}+ 


+ |  EdP>CP{supt,>C)—E 
{sup £,<C)} 
d’où il suit 
CP{supëé,>C}<2 sup EI]. 1 
1SNn<N 
COROLLAIRE 1. Si E, est une martingale et p > 1, alors 

E P 

P{ sup [&1>C<EL 
1Sn<N CG 


CoROLLAIRE 2 (inégalité de Kolmogorov). Si ês 
Co, - -., Cn sont des variables aléatoires indépendantes, Ex = 0, 
= 4, ..., N, alors 


N 
P{sup lu+b+...+U> CE D Vart. (9) 
k=1 
L’inégalité (6) porte souvent le nom d'’inégalité de Kolmogorov 
pour les submartingales. 
Si maintenant Ë, est une supermartingale quelconque, en vertu 
de l’inégalité (6) on a 


CP {infé < —C}<E | Ex | 


ceci et l’inégalité (6) entraînent 
3 sup ElEàl 


P{sup [E [> C< << —.. (10) 
1Sn<N 
Munissons l’espace des variables aléatoires définies sur {Q, ©, P} 
des normes attachées aux espaces £, = £, {Q, ©, P}. Posons 


ll, ELEP {| (ECO) rap}. 


TH6ORÈME 6. Si Ë, est une nn le pour p>1on a 
Sol En = 11 
SUP, ED NÉ le 25, (11) 


el 


I Fils En [1 L2(1+EEX (Log EN)*). (12) 
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Démonstration. Soient G (x), x > 0, une fonction con- 
tinue monotone non décroissante, G (0) —0,n une variable aléatoire 
non négative de fonction de répartition F (2). Une intégration par 
parties donne 


EG(n)= | G(x)dF (2)= | (1—F(x)) dG (x). (13) 
0 0 
Soit 


n= max Er. 
1SnEN 


En vertu de (8) 
zP n>z}< | En dP Vrz > 0. 


{n>x} 


Donc 1—F(x)=P{n>r} << | Er dP et 


{n>x} 


EG(m<[+( | EvdP)46(G)< [Ex ir ®, 
0 


0 {n2x} 


où x(x)—=1 pour x>0 et 4y(x)—0 pour x <(. 


n 
EG(n) <EEr | 22. 


0 


En faisant G(z)—=|x{? et en utilisant l'inégalité de Hôlder on 
obtient 


In D <= EËtne-t<oll Et I In", 


d’où découle (14). 
Traitons le cas p—1. Utilisons de nouveau l'inégalité (8). 
On a 


2CP {n>20}< | E, dP< En dP + 


{n>20} (8}y20) 
+ ENdP< | EvdP+CP{n>20}, 
(En<C, n>20) {En>C} 


de sorte que 


CP{n>20}< En dP. 
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Appliquons l'égalité (13) à —.. Comme dans ce cas 
Le 
de 


1—F(a=P {>< | E, dP, 
(Ey2x) 
On a 
EG(+)<{E: EN (Eh — 2) SO. 


Posons G(x)—(x—1)'. Il vient 
ENVI 


E(+—1) <EH | EE (Lost). 


Comme 


| 
| 
où 
be 
V 
M 
| 


E ( —1, 


on obtient 
En<2(1+EËr (Log Er))". 


DÉFINITION. On appelle nombre d’intersections v la, bl de l’inter- 
valle La, bl (a < b), de haut en bas, par une famille de variables aléa- 
toires {£ (4), t € T} le suprémum de nombres s tels qu'existe une suite 
{hi =1,..., 25}, t; <t;4,, t; ET, telle que 


ë (4) > d Ë (42) <a, Ë (3) > bd, ..., Ë (les) < a 


THéorRÈèME 7 (inégalité de Doob). Sië,,n—1,...,N, 
est une submartingale, alors 


E {v [a, b[| F1} < 


Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut 
supposer que a = 0 et £, > 0. En effet, le cas général se ramène au 
précédent si l’on remplace &, par (&, — a)‘. Donnons-nous une suite 
d’instants markoviens T;, To, . . ., Ty (LT. ..LTy) de la façon 
suivante : t, est le plus petit j tel que Ë (j) > b si un tel j existe et 
T, —= À si un tel j n'existe pas; Tv, le plus petit j tel que j > wet Ë; — 
= 0 si un tel j existe, et t, = N si un tel j n’existe pas; 7, le plus 
petit j pour lequel Ë; > b, j > %, T3 — N si un tel j n’existe pas, 
et ainsi de suite. En vertu du théorème 1, on a 


E {(Œ (tr) —6 (n))+(6 (mu) — Ë (ts)) +: : 31} > 0 


D'un autre côté, la somme figurant sous le signe de l'espérance mathé- 
matique contient v [a, bl termes inférieurs à —b et, éventuellement, 


E {Œ(N)—6)" 1 31} 
RSR (14) 
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au plus un terme non supérieur à (£ (NV) — b)*. Donc 
— DE (v]0, b]|[G}+E{E(N)—b)|}>0. M 


Les inégalités obtenues se généralisent facilement à des suites 
infinies. Ainsi, sin = 1, 2,..., l'inégalité (6) s'écrit 
sup EË£*(n) 
P{ sup E(n)>C}<ISE (15) 
1<n< 00 


La démonstration découle de 
sup E,—lim sup E,, 
1<n<oo N-00 1<n<N 
donc 
Pisup >0;= imP{sup & > C4}. 


1<n<o00 1Sn<N 


De façon analogue, si v, la, b] représente le nombre d'’intersec- 
tions de haut en bas de l'intervalle Ja, b] par la suite tronquée 
E (1), ..., E(N) et v. la, b] par toute la suite, alors du fait que 
v\ la, bl est monotone non décroissante lorsque N croît et v, Ja, b] — 
— Jim v, la, b], il suit 

No 


(b—a)Eve]a, L]< sup E(Ë, —b):. 


1<n<oo 


La situation est différente si la suite des valeurs de n ne possède 


pas de minimum mais un maximum. Soit n —=...—k, —k +1,... 
..., —1 (& >> 0). Les seconds membres des inégalités considérées 
atteignent leur maximum pour nr — — 1. Donc 
P{ sup E>C< Et, (16) 
—o<n<—1 
cE (Ë-1 —b)* 
Evo ]4, <=. (17) 


Existence de la limite. Les théorèmes d'existence de la limite de 
la submartingale sont importants pour la suite. 
On aura besoin du lemme suivant. 


LEMME 1. Pour qu'une suite numérique bornée {c,, n = 1,2, ...} 
soit convergente il faut et il suffit que pour tout couple de nombres ration- 
nels a et b (a << b) le nombre d’intersections de haut en bas de l’interval- 
le Ja, b] par cette suite soit fini. 

Soit v Ja, b] ce nombre. Si pour un couple quelconque (a, b) on 
a v la, b]= co, la suite c, ne peut vérifier le critère de convergence. 


D'un autre côté, si c, ne possède pas de limite, c=lim €, > 
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> lim c, = c. Si a et b sont rationnels, c € a  b < c, il existe une 
infinité de n; et de n; tels que ©», <a, Cn, > b, c’est-à-dire v Ja, b] — 
— 00. HE. 


THéoRÈME 8. Soit {E,, n —1, 2, ...} une submartingale. Alors 

a) si sup EËr << oo, alors EX —= lim Ë, existe presque sûrement et 
E | Ex | << ©; 

b) si une suite {E,, n = 1, 2, ...} est uniformément intégrable 
(ou équi-intégrable), alors EX — lim Ex existe presque sûrement dans 


L1 et 
En < E {Eco | Wn}: n—=1 22: 
Démonstration. Prouvons tout d’abord que la suite 


« 


{£,} est minorée. Remarquons à cet effet que 


H>b, infé,=—o}e A I-N, b] > 0}. 


Par ailleurs 
EE + b 0 


Ev]—NW, << EG" — 


b+N 


lorsque V —+ oo. Donc 
limv]l—N,bl=0 
presque sûrement et comme v Ja, bl est un entier, il suit que 
v]—N, bl =0 
presque sûrement pour V suffisamment grand. Donc pour tout b 


P{E 0, inf Es = — 00} 0 
et 


P{infE,= —o}< Ÿ P{E>—k, infé, = — 00} —0. 


Nous avons démontré que la suite Ë, est minorée. On établit de 
façon analogue qu'elle est majorée en se servant de l'inégalité de 
Kolmogorov 

ÉE} 
P{supH > Ci<—— ES 
qui entraîne 


P {sup E, = +oo}— is P {supë > C}=0. 


La suite {E,, nr = 1, 2, ...} est donc presque sûrement bornée. 
L'’inégalité de Doob implique que Ev la, b] © quels que soient 
a et b, de sorte que P (Au) = 0, où A44 = {@ : v Ja, b] = œ)}. Si 
donc À = |} AÀ,,, où la sommation est étendue à tous les rationnels 
u, bd 
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aetb,b>=>a, alors P (A) = 0. Le lemme { nous dit que lim £, — 
= £, existe pour & € À. En outre 


rer EIE,|=2Ef — EE, << 2 sup EE — EE < oo, 


de sorte que 
Elé|=Elimf£,|<limE[E,[<o, 


<e qui démontre la proposition a) du théorème. 

Supposons maintenant que la suite {E,, n — 1, 2, ...} est équi- 
intégrable. Alors E | £, | < C'et lim £, — Es existe presque sûre- 
ment et E | £ — 6, | — 0. D'où il suit que dans l'inégalité, 


| En dP< [EdP, m<n, BEÿm 


B 


on peut passer à la limite sous le signe de l'intégrale lorsque nr — co, 
de sorte que 


Jen aP<lim [ 8,4p = [Eu aP. : 


COROLLAIRE. Si E,, n —1Â, 2, ..., est une supermartingale non 
négative, la limite Ex — lim Ë, existe presque sûrement. 


THéoRÈME 9. Soient {E,, Nn, R —=1, 2, ...} une martingale et 
Fo la plus petite tribu contenant toutes les tribus Wn. 

1. Si sup E | E, | ©, alors lim £, — E, existe presque sûre- 
ment. 

2. Pour que la suite E,, n = 1, 2, . .., soit équi-intégrable il est 
nécessaire et suffisant qu'existe une variable aléatoire intégrable n 


telle que 


Si cette condition est réalisée, on peut poser n = Es et n est définie de 
façon univoque (mod P) dans la classe des variables aléatoires Fx-me- 
surables. 

Démonstration. La proposition 1 découle du théorème 8. Si la 
suite E,, n — 1, 2, ..., est équi-intégrable, d’ ve le théorème 8 
on à presque sûrement En — lim E, dans £, et E, < E {Es | Fn}- 
En appliquant cette inégalité à la suite — £, on “obtient EL, 
Es | net 2, .,. Else: 

Soit n une variable aléatoire intégrable. Montrons que la suite: 
E, — E {n | 3.} est une martingale équi-intégrable. D'abord 


E | En E 
P{s1>cy< El <E0 0 
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uniformément en # lorsque C'—> co. Ensuite 


JEldP= | Edp— | &dp= 
{IE,1>C) (E,>C) {£,<—C) 
= [Ondp— | néP< | InléP-0 
(En >C) En>-C} { &n1>0) 
lorsque € — co uniformément en nr, puisque P {|[&, | > C} —0 


lorsque € —> co uniformément en n. Donc la suite E,, n — 1,2, ..., 
est équi-intégrable. Les égalités 


E {£n +1 fn} = E {E{n | Dn+1} On} ee E{n Sn} = En 


D) 


entraînent que Ë, est une Y,-martingale. Reste à montrer que n 
est définie de façon unique sur la classe des variables aléatoires 
-mesurables. 

Comme 


E {n | Fn} = E {Eco | Dn} 


pour tout n, on a 


| n dP = | E. dP (19) 
A A 


pour tout À appartenant à une tribu %,. Or la classe d’ensembles 
A tels que (19) ait lieu est monotone et contient l’algèbre des 


ensembles 0: Fn- Elle contient donc la tribu he Ù, Fn}- Donc (19) 


est réalisée os tout AE Yo. Et si n est une dariablé No-INesU- 
rable, alors n—£é<(modP). 


CoRoLLAIRE. Soient %, un flot de tribus, Fo = O6 {ns n = 
= 1, 2,...}, n une variable %.-mesurable, À € FA. Alors dans 
Æ, on a presque sûrement 


limE{n|3r}=n, limP{4|%:}=7%4 (0). 
Soit la submartingale 
Enr Ent ces Ga (Pn C Pmnn © -.. CF). (20) 
Posons F_« — A Y_.. Les résultats obtenus dans ce cas sont plus 
forts que les tnt. 


THéoRëME 10. Siinf EË, > — © et la suite (20) est une submar- 
tingale, alors elle est équi-intégrable, lim Ë_, — Ë_ existe presque 
sûrement et dans £, et 


E{Ën| 8-0} 260. (21) 
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Démonstration. Prouvons d’abord que la suite E,, 
n = 1,2, ..., est équi-intégrable. Comme la suite EË, est mono- 
tone non croissante, alors existe lim EE, — {> — o. Pour tout 
e >> O on peut exhiber un nr, tel que 

0 <E Én, — El, <Ee n>n. 
On remarquera que 
EX (En > OT En — 
—_— —EË., + EX es Z — C) Bon aa EY% (En > C) Css 


où y (4) est l'indicateur de l’événement À. La définition de la sub- 
martingale entraîne que pou n >n 


Ex (En > ne C) ei < EY (En > RE C) É-n, 


Ex (En > C) En < Ex (En > CE 
Donc 


EX (lËén 1> C)En 1 < 
< E — EËn, + EX (En 2 ni C) É-n, Te Ex (En > C) En, < 


<e+Ex(l En > CNE | 
D'un autre côté, 
| Eh | SE 25h Te Ée E | Es | < 2EE; — L = k, 


d’où en vertu de l'inégalité de Tchébychev 
k 


P{E,l>c<nlee, 


c'est-à-dire P {|Ë, [>> C} —0 lorsque € — © uniformément en 
n. Il existe doncun € = C (£) ne dépendant pas de n tel que 


EXTEIS=OIEI<e 


Ex (Ën1> CE I <2EVr >. 


L’équi-intégrabilité de la suite £_,, n — 1, 2, . . ., est démontrée. 
En particulier, E | £, | < k. L'existence presque sûre de la limite 
E_ de la suite E_, découle de l’inégalité de Doob et se démontre 
exactement comme celle de la limite du théorème 7. L’équi-inté- 
grabilité de la suite £_, entraîne alors la convergence dans Z,. De 
plus dans l'inégalité 


JE dP<(E,dP, n>k, BE, 
B B 
on peut passer à la limite lorsque r7 — co. On obtient 


\ EdP<|ExdP, 


B 


Donc 


d’où dérive l'inégalité (21.) 
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COROLLAIRE. Si {. .., 6h, E_n+41, . . ., É} est une martingale, 
alors E_,k — lim E_, existe presque sûrement et dans £,, la suite £_, 
est équi-intégrable et Ë_x = E {é_n | %-}. 

En effet, si £_, est une martingale, alors £_, et —E_, sont submar- 
tingales. Par ailleurs EË_, = const. En appliquant le théorème (10) 
aux suites £_, et —E£, on obtient la proposition annoncée. 


$ 2. Séries de variables indépendantes 


On étudiera ici les critères de convergence presque sûre de séries 
à termes aléatoires indépendants. 
Soit donnée la série 


nés bises he us (1) 


THÉORÈME 1. Si existe une suite de nombres e, > 0,n —1,2, ...…. 
telle que 


Deco, D P{IE1>e)< 00, a 


alors la série (1) est presque sûrement absolument convergente. 

Démonstration. Soit À, = {|E, | > e,}. La conver- 
gence de la deuxième série de (2) et le théorème 8, $ 1, chap. II, 
entraînent P (lim À,) = 0, c’est-à-dire seul un nombre fini d’événe- 
ments À, se réalisent presque sûrement. Il existe donc un N = NW (o) 
tel que pour nr > N (wo) on a | ë, |  &, et la série (1) est conver- 
gente. E 


Des résultats plus puissants ont lieu pour les semi-martingales. 
Posons 


ue bé 8, Co — 0, On — O {En + .., Enpe 


THÉORÈME 2. Supposons que Ë, sont intégrables, n = 0, 1, ... 
Alors : 

a) Si E{ér|n-1) 20 et supEËr< co, la série (1) est presque 
sûrement convergente ; 

b) si E{E, | n-1} =0 et pour p>1 supE]|6,P<o, alors la 


série est presque sûrement convergente et convergente dans &,. 


La condition a) revient à supposer que {&,, %,} est une submar- 
tingale. La proposition correspondante est donc une conséquence du 
théorème de convergence de la submartingale. La condition b) signi- 
RL {ns Dn} est une martingale. Donc | &, [? est une submartin- 
gale et 


Esup|t,/P<g?supE]6, fe. 
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Donc | &, |P est équi-intégrable et &, convergent presque sûrement. 
et convergent dans Z, (théorème 16, $ 1, chapitre IT, théorème 9, 
$S 1). EH 


CoROLLAIRE 1. Si E{E,|[%,-1}—0 et D EEt<o, alors la 
n= 1 


série (1) est convergente presque sûrement et convergente dans #3. 
La démonstration découle de ce que pour k=£n 


ES;E, = E {êrE {El Dn-1}} — 0, 
EU=E(D &) = D ER+92 Y D ELLE D EE, 
RkR=1 Rk=i j=2 R<J k=1 


et de la proposition b) du théorème. 


Pour les séries à termes indépendants, ce résultat est connu sous 
le nom de théorème de Kolmogorov. 


COROLLAIRE 2 (théorème de Kolmogorov). Si 
{E,, n—1, 2, ...} sont des variables aléatoires indépendantes, 


EË, — 0 et la série D, Var £, << oc, alors lu série (1) est convergente 
k=1 


presque sûrement. 

Cette assertion découle du corollaire 1 si %, est une tribu engen- 
drée par les variables aléatoires Ci Ée . .., En et de l'indépendance 
des variables aléatoires Ë, 


E {En | Sn-1} — EE, — 0. 


Attardons-nous sur la convergence des séries à termes indépen- 
dants. Il suit de la loi de tout ou rien que ces séries sont convergen- 
tes ou bien avec la probabilité 1, ou bien avec la probabilité 0. 

Nous aurons besoin d’une estimation de la répartition du maxi- 
mum des sommes de termes indépendants. 


THÉORÈME 3. Si {Ex, k — 1, 2, ...,n} sont indépendantes, 
EE, — 0 et | Ë, | << c presque sûrement, où c est une constante, alors 


—+ 1 
P{max [&1<4< ET (3) 
1<R<LN 

Ÿ ch 
k=1 

où où — EE. 

Soient FE, les événements { max |, | Lt}, n = 1, 2, ... 
OLR<LN 


J1s forment une suite monotone décroissante. On a 
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Ex (E,) 6 = D Ex (En) Gi — x (En) C1} = 


= 21 Ex (En) (Gi — is) — 2 Ex (Ex En) Gr. (4) 
Ensuite 


Ex (Er En) = EX (Er En) (Gr + 8) << (+ c) Ex (Er 1 Es), 


2 Ex (Er En) Gi <(é+c)? à EX (Ex-1X En) = 


=(t+c)}[1—P(£,)] (5) 
De plus 
EX (Enr) (Eh — 6-1) = EX (En) (Cbra6r + E) = 
= 2E% (En) GnEËr + Ex (En) EËè = EX (Ex). (6) 
Les relations (5) et (6) donnent 


BP (E,)>Ex(E,) a> D Er (Ex) — (+ (1—P(E)> 


>P(E,) (3 où+(+0)7)— (+0), 
ou = 
(+c}ZP (E)) (2 0% +c2+2ct}, (7) 
d’où suit (3). M 


Dans le cas général de séries à termes indépendants la convergen- 
ce de la série (1) est tranchée par le théorème suivant. 


THéoRÈèME 4 (théorème de Kolmogorovdes trois 
séries). Pour qu'une série (1) de variables aléatoires indépendan- 
tes soit convergente presque sûrement il est nécessaire que pour tout 
c>0 et suffisant que pour un c > 0 convergent les séries 


DP{E 6} (8) 
S Eë, (9) 
ù Var ên, (10) 


Où En — E, pour |, | cet En = 0 pour |, | > c. 
Démonstration. Condition suffisante. Le corollaire 2 


du théorème 1 dit que la série >, (£, — EE) est convergente pres- 
n=1i 
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que sûrement, d’où, compte tenu de la convergence de la série (9), 


oo 


il suit que la série Ÿ\ E; est convergente. La condition (8) et le théo- 
n 


rème de Borel-Cantelli entraînent que seul un nombre fini de termes 


CO 


de la série >) (£, — Ex) sont non nuls. Donc la série (1) est conver- 
n=1 


gente presque sûrement. 

Condition nécessaire. Supposons que la série (1) est convergente 
presque sûrement. Son terme général tendra alors vers 0 presque sûre- 
ment de sorte que seul un nombre fini de termes de cette série seront 


C0 
supérieurs à c en valeur absolue (c>>0). Donc la série DE, est con- 
n=1 
vergente presque sûrement. Désignons par {n,}, n = 1, 2, ..., une 


suite de variables aléatoires indépendantes ne dépendant pas de la 
suite {6}, n — 1, 2, ..., et admettant les mêmes répartitions que 


n 
En. Posons E, = Eh — n,. La série 2 E, est alors convergente pres- 
=1 


que sûrement, EE, = 0, | Er | < "2e. Var £, — 2 Var t,. La con- 


vergence de la série DE, implique 


P {sup | Ÿ Bl<c}=1. 


1<n< 


Donc pour un certain { 


p { sup SE l< [<t}=a>0. 


1<n<oo hk=1 
De l'inégalité (3) on déduit pour tout ñn 


ñn n 
2 S Varti= Ÿ Var E, <ET, 


kR=1 R=1 


<e qui prouve la convergence de la série (10). Le corollaire 2 du théo- 


rème 2 implique que la série >} (£ — EE) est convergente presque 
n=1 


sûrement. Ce qui à son tour entraîne la convergence de la série (9). 
Celle de Ia série (8) dérive du théorème de Borel-Cantelli, car si la 
série (1) converge, il existe presque sûrement seulement un nombre 
fini de termes de la série (1) tels que | &, | >> c. 


COROLLAIRE. Pour que la série (1) de variables aléatoires indépendan- 
tes non négatives soit convergente il est nécessaire que pour tout c > 0 
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et suffisant que pour un c >> 0 les séries 


O0 


D PE>c, DEE 
n=1 n=1 
soient convergentes. 

En effet, pour les £, non négatifs on a EE < cEË», donc la con- 
vergence de la série (9) entraîne celle de la série (10). 

Il est possible grâce à une transformation simple de déduire à 
partir du théorème de la convergence presque sûre des séries un théo- 
rème du type loi forte des grands nombres, c’est-à-dire un théorème 
de convergence presque sûre de certaines moyennes de variables aléa- 
toires. Voyons un exemple de cette nature. 


CO 


LEMME 1. Si la série > Zn est convergente et a, est une suite 
n=1 
monotone croissante, a, >0, 4 oo, alors 


n 
1 Q 
2 apr — 0. 
k=1 
ñn 
Démonstration. SoitS,—0,S,—= >) et [S,|<c, n=— 
k=1 
— 1, 2, ..., où c est une constante. Posons 
A — ape = À, k— 1, 2 ..., ap = (0. 
Il vient 


p, ApZr = 2 (Ai+A+...+Az)zr À Ag (Sn —Sx-1). 


LES 
Donc 


; n 1 No 
= > axzx |<| . > AVS (Sa — 5h |+ sup [Sn—Sr4|< 
n LU, La NoSREN 


<LIC + sup [Si —Suu | Le 
n 


Ro LRLN 


pour tout & > 0 si n et n, sont choisis assez grands. Æ . 
Ce lemme et le théorème de Kolmogorov (corollaire 2 du théorè- 
me 2) entraînent les assertions suivantes. 


THÉORÈME 5. Si {E,, n — 1, 2, . . .} sont indépendantes et 
> on? ar En OO 
n=1 


10—0398 
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alors 


n 


lim + D (Ex —Eëx) = 0 
k=1 
presque sûrement. 
Des résultats plus puissants seront établis dans la suité comme 
conséquence des théorèmes ergodiques généraux pour les variables 
aléatoires £, équi-réparties. 


$ 3. Théorèmes ergodiques 


Soit une suite aléatoire stationnaire {6 (4), tE€ T}, T = {t:t — 
= 0, +1, ..., Hn, ...} à valeurs dans un espace probabilisable 
{X, S}. La stationnarité de la suite (cf. chap. I,$ 5) signifie que la 
répartition conjointe de la suite {E (4 +t), E(t +t), ... 

.., 6 (fn + t)} ne dépend pas de t quels que soient n, £, t,, . .. 
si CET, n>0). Il revient au même de dire que pour toute 
fonction f (xy, .- . ., th), xær € À, bornée $” -mesurable la quantité 
Ef (£ (, + 6), ..., E (6, + t)) ne dépend pas de ft quels que soient 
Ils: Lis ses Le 

Soient ÀT l’espace de toutes les suites u = {. .., Zn, Zn+ys . .. 
nu er Lo Ls + + + Tns + + «}, © la plus petite tribu contenant tous 
les ensembles cylindriques XÀT , P£ une mesure induite sur € par la 
suite {£ (£), té € T}. Donc l’espace probabilisé {XT , C, P} représente 
naturellement le processus {E (1), & € T}. Désignons par {XT, &@, 
P:} l’espace muni de la mesure complétée. Définissons sur XT une 
translation S dans le temps S : u’ — Su si Zn = Xn+1, n € T, où 
u = {x,,n ET},u' = {x,,n ET}. L'opération S possède une inver- 
se S-l: si u" = Su, u" = {x,, n ET}, alors x, = 1, La sta- 
tionnarité de la suite Ë (t) signifie que pour tout ensemble cylindri- 
que C 


Pe (©) = Ps (SC). (1) 


Comme une mesure sur des ensembles cylindriques définit de façon 
unique une mesure sur © et sur sa complétion @z, l'égalité (1) est 
valable pour tout À € Gx:: 


Pe(4)=P:(S4), AG. (2) 


Définition. Soient {U, %, u} espace mesuré, S application 
mesurable de {U, %} dans {U, %}. On dit que l'application S conser- 
ve la mesure si VAE 


u (S-74) = pu (4), 


où S71A est l’antécédent complet de l’ensemble À. 
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Une application S est par définition inversible si existe une appli- 
cation mesurable S-1 telle que SS-1 — S-1S =— 7, J étant l’iden- 
tité. Dans ce cas l’application S-! est dite l’inverse de S. La défini- 
tion d’une suite stationnaire équivaut à la suivante: une suite 
{E (t), t ET} est stationnaire si la mesure Px est invariante par une 
translation dans le temps S dans ÀT. 

L’étude des suites stationnaires est un cas particulier de l’étude 
des applications inversibles conservant la mesure (automorphismes) 
d’un espace mesuré. 

Etudions le comportement asymptotique lorsque r —— oo de la 


moyenne 
n— 1 
{ 
n > f (S°u), (3) 
R=0 


où S* est la k-ième puissance de l’application S, f (4) une fonction 
%-mesurable, {U, %, u} un espace muni d’une mesure u et nu (U) < 
< oc. Pour comprendre ce problème étudions le cas où {U, %, u} 
est confondu avec {XT,C, P: }et S est une translation dans le temps. 
Soit E, = E(k,u) = xp, f (u) = {8 (to), Où Y8 (x) est l’indicateur 
d’un ensemble B € S. On a 


f (S*u) = y (S*u) = y» (E (&)) 
et 


n—1 

1 n (B, 

+ D (Sue, (4) 
R=0 


Où Vn (BP, u) est le nombre de termes de la suite Ë (0), & (1), ... 

.., &(n —1) dont les valeurs appartiennent à PB, c’est-à-dire 
que Vh (B, u) est la fréquence d’accès des n premiers membres de la 
suite 6 (£) ( = 0, 1, ..., n — 1) dans l’ensemble B. Donc le pro- 
blème posé consiste en particulier à étudier le comportement de la 
fréquence du nombre de fois où les valeurs de la variable aléatoire 
6 (t) tombent dans un espace B. Montrons tout d’abord que la limi- 
te de (3) lorsque n —+ œ existe presque sûrement. Cette proposition 
constitue le théorème classique de Birkhoff-Khintchine. 


LEMME 1. Si S préserve la mesure u, D € % et f (u) est une fonc- 
tion u-intégrable non négative % -mesurable, alors 


| f(Su)u(du)= | j(u)u (du). (5) 
SD D 
Si l’on pose f (u) = %A (u), la formule (5) devient 
n (St (4 N D)) = pu (4 N D), 
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égalité qui est valable quels que soient À et D E%. D'où il suit 
que la formule (5) est valable pour toutes les fonctions u-intégrables 
non négatives %-mesurables. 


On se propose maintenant de démontrer un lemme de nature arith- 
métique. Soient &y, do, . . ., 4, une suite de réels, p un nombre 
entier. On dit qu'un terme a; de cette suite est p-marqué si l’une au 
moins des sommes 


hs AR + Ap+ys © + ++ Uk + dR+1 +... + Up +p=1 


n’est pas négative (a, est 1-marqué si et seulement s’il n’est pas né- 
gatif). 


LEMME 2. La somme de tous les éléments p-marqués n’est pas né- 


gative. 

Soient ax, l’élément p-marqué de la suite de plus petit indice et 
AR, + Apirs +. . + Ar,+r ( L'p — 1) la somme non négative 
contenant le moins de termes. Si kr, on à @x, + Gp,+1 +... 
... + an+n < 0, donc ap,+p+1 + . .. + ax,4, > 0, c’est-à-dire 
tous les termes de la suite @x,, Gp,+1, . . ., Qn,+- Sont p-marqués et 


leur somme n’est pas négative. On peut reprendre ce raisonnement 
pour une suite de terme initial ax,+,+1. Donc toute la suite est dé- 
composée en parties dont chacune s’achève par un groupe de termes 
p-marqués de somme non négative. L'ensemble des éléments p-mar- 
qués de toute la suite est confondu avec la somme des ensembles 
des éléments p-marqués de telles parties, d’où le lemme. El 

Le lemme suivant est la cheville ouvrière de la démonstration du 
théorème de Birkhoff-Khintchine. 


LEMME 3. Soient f (u) fonction u-intégrable, S application mesu- 
rable conservant la mesure u de {U, 7} dans {U, %} et 
E= VU {u: D f(S-u)>0). 
n=1i kR=1 
Alors 
| f (u) u (du)>0. (6) 
£ 


Démonstration. Considérons la suite f (u), f (Su), . .. 
..., J(SN+P-Îu) et désignons par s (4) la somme de tous les élé- 
ments p-marqués de cette suite. En vertu du lemme 25 (u) > 0. 
Soient Dy — {u: f (S*u) est un élément p-marqué}, 4 (u) l’indica- 
teur de l’ensemble D,. On remarquera que 


D, = {u : (SR-1 (u))>0} et D, =S"1D,, pour 4N, 


d’où 


sup 
Â<R<LP 


D, = STD, (&<N), 
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et 
N+p-—1 


O< | sQu)u(du)= | 3 F(S#u) 4x (u) u (du) = 
U U  k=0 


N+p-1 
= D [f(s'u) (au). 

k=0 D, 
Le lemme (1) donne 


FrSuna)= | f(S'u)ptdu)= | fu), EN. 


Dr S"hD, D, 

Donc 
N+p—1 
NÜr@u@u+ > | (Sun (20. (7) 
D, k=N+1 D, 

Comme 

LT sSmna|< | 15 (Su) Lu (du) = | 100) tu (au) < æ, 

D} U U 


en divisant l'inégalité (7) par NV et en faisant tendre N — co on 
obtient 


| f(u) à (au) >0. (8) 


Do 
Les ensembles D, = D, (p) (p = 1, 2, . . .) forment une suite mono- 
tone croissante et 


lim D(p)= U D,(p)=E. 
p-00 p=1 
Dans (8) en faisant tendre p — on obtient (6). 


LEMME 4 (théorème ergodique maximal). 
Soient f (u) fonction u-intégrable, À un réel et 


En = U {u:+ > f (Su) DA) . 
Le k—1 


Alors 
| f(u)u (du) > hu (En). (9) 
Ex 
On démontre ce lemme en appliquant le lemme (3) à la fonction 


f (u) — À. 


150 SUITES ALÉATOIRES [CH. III 


THÉORÈME 1 (théorème de Birkhoff-Khintchi- 
ne). Soient {U, %, u} espace mesuré, S application mesurable de 
{U, ÿ%} dans {U, %} préservant la mesure u et f (u) fonction u-inté- 
grable. Alors u-presque partout dans U existe la limite 


n—1 
lim © 3) f(S*u)= f* (u) (mod p), (10) 
la fonction f* (u) est S-invariante, c’est-à-dire 
f* (Su) = f* (u) (mod p), (11) 
et est intégrable. Si  (U) << co, alors 
| f@)u(au)= | f(u)u (du). (12) 
Ü Ü 


Démonstration. Sans restreindre la généralité on peut 
admettre que la fonction f (u) est finie et non négative. Posons 
n—1 


n—1 
g'(u)=lime D f(Su), g,(u)=limt S' f(S'u). 
k=0 k=0 
Il faut établir que g*(u)=—g,(u) (modu). Soit 
Kp=tu: g"(u)>f, g,(u)<a}, 0<a<f. 


Il suffit de prouver que nu (X48) = 0. (En effet, {u : g*(u) > g.(u)} = 
— (J Kap, où R est l’ensemble des rationnels non négatifs.) 
a< 


a, BER 
On remarquera que 


g (Su) = Tan LE D f(Shu) 1) 2 + (0) 
R=0 


et de façon analogue g, (Su) = g, (u). Ceci signifie en particulier 
que SX 8 — K,8. On peut donc appliquer le lemme 4 à l’espace 
mesuré {K4p, % N Kop, u}. D'où il suit que 


| f(u)u (du) >Bu (Ko). (13) 
La 

En appliquant le lemme à la fonction —f (u), on obtient 
| fu) u (du) <a (Ka). (14) 
Kg 


Comme B >> 0, (13) implique que u (K,p) < oo et (14) n’a lieu que 
si u(K,p8) — 0. D'où l’existence (mod pu) de la limite (10). Posons 
f* (u) = g* (u). L'égalité (10) est alors réalisée et f* (u) est S-inva- 
riante presque partout dans U. 
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Pour prouver la formule pa on posera 


sui <i' 
On a 


: 1 
U— Ù Ain Sun uni" (Su)< HA. 


k= — 00 


En appliquant le lemme 4 à l’ensemble 4,, on obtient pour 
tout >> 0 


| juu(u) > (Ze) (Ar) 
Apn 
d’où lorsque € —+ 0 


| f@)u (du) > n (An). 


An 


De façon analogue 


Î f(u) u (du) < (dun), 


An 


d'où 
|| AO os f* (u) p (du) | << u (4an). 
kn kn 


En sommant sur tous les # on obtient 


| À Qu) à (u)— | fu) < 7 à) 
“ Ù 


La formule (12) découle de ce que n est arbitraire lorsque u (U) — 
—+ O0. 


Quelques corollaires du théorème de Birkhoff-Khintchine. 


COROLLAIRE {. Supposons que (U)<o, (u) E £, {U, %, u}. 
On a alors 


| 


Pour démontrer ce corollaire considérons une fonction bornée quel- 
conque f, (4) et soit || f (4) — fo (u) 1h — 8 où [17 Il) est la norme de 


n—1 
_ > f (Su) — f* (u) à u (du) —+ 0 lorsque R—+o0. (15) 
k=0 
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Ress f dans £, {U, %, a . 


25 (Su) — f*(u) | < 


À (Su) fe (Su) 1], + 
— 


1 

” À fe (S'u)—fe À 11/5 (&)—#" (ul. 
k=—0 

id de Jensen et le lemme 1 donnent 


HS veu |, = 


= {| 


n—i 
<{| D LA (Su) — fo (54)? pu du)} = 


U 


n—-1 
LS (F(Stu)— f (S* 
k=0( 


{45 | If) — fo (ur n (u)} = 8. 
R=Q0 U 
a 


D'après le lemme de Fatou on 


Pu(du)}®< 


If (@)—f (lo = {À Tim 15 (F (Su) — fo (Su) 
U R=0 


n—1 
. 1 
<lim ee D (Su) — fo (Su) | <<. 
Rk=0 
La fonction f, (u) étant bornée, toutes ses moyennes sont majorées 
par la même constante. Donc dans l’expression 


n—1 
LS fo(Su)— F5 ( 
k=—0 


1/p 


Fu(du)}”, 


25 fo (8h) — f5 (u) | = (| | 


en vertu du théorème de Lebesgue on peut passer à la limite sous le 
le signe de l’intégrale lorsque nr —+ co. Par suite cette expression 
tend vers zéro et pour n assez grand devient inférieure à ô. Et 


TEE 
R=0 


le nombre Ô pouvant être pris aussi petit que l’on veut (ô > 0). 
D'où la formule (15). 
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DÉFINITION 2. Un ensemble À € % est S-invariant si 
u ((S-14) AA) = 0. 

À représente la différence symétrique d’ensembles. 

On vérifie sans peine que la classe de tous les ensembles S-inva- 
riants est une tribu d’ensembles %-mesurables. D'autre part, si 
g (4) est une fonction S-invariante, les ensembles {u : g (u) > c} et 
{u: g(u) = c} sont S-invariants. Par ailleurs, si À est S-invariant, 
%A (u) est une fonction S-invariante. Appelons Ÿ la tribu des ensem- 
bles S-invariants. Soit u (U) = 1. On admettra que {U, %, u} est 
un espace probabilisé et on désignera par E (espérance dt ue) 
l'intégration par rapport à la mesure u. 


COROLLAIRE 2. f* (u) = E {f (u) | 5} (mod u). 

De toute évidence E {f (u) | 3} est une fonction S-invariante. 
Pour démontrer le corollaire 2 il suffit donc de vérifier que pour 
toute fonction S-invariante bornée on a 


Eg(u) (F (u) —E {f (u) 15) = 0 
ou encore que 
E (g (u) f* (u) — g (u) f (u)) = 0; 
or ceci découle de (12). Donc 
n—1 
(g (u) f tone z g(S'u) f(Su)=g(u)f*(u) (modu). 
—0 


Suites stationnaires ergodiques. Revenons aux suites stationnai- 
res. 

Soient {E (£), t € T} une suite stationnaire et {AT, ©, P} sa repré- 
sentation naturelle. 


pe 3. Si fest une fonction mesurable dans {X", S"} et 
Ef Æ ii ), E (A), ..., E (m — 1)) oo, alors presque sûrement 


DE f(E(X), ECHA), ..., E(k+m—1)) + 


HE {f(6(0), E(1), -.., E(m—1))19} lorsque n — co, 


où 3 est la tribu des événements de % invariants par une translation 
dans le temps. 

Soient un événement À € 6 et la suite d'événements déduits de À 
par une translation dans le temps: 4, S+1A, S+?4, . Si Yn est 
l'indicateur de l’événement S"À, alors Un (n = = (0, +1, ..) for- 


ment une suite stationnaire de variables aléatoires et = Su est la 
k=—0 
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fréquence de réalisation de l’événement À, qui se calcule à l’aide 
d’une réalisation de la suite £E (£), t — 0: PR 


n—i 
{ __ Vn (4) 
— à Xh = . 
kR=0 


n 


Le théorème de Birkhoff-Khintchine entraîne l'existence presque 
sûre de 
lim 7 A 
n 00 

La quantité x (A) est appelée probabilité empirique de l’événement À. 
C'est une variable aléatoire. Une question émerge tout naturelle- 
ment: quand la probabilité empirique x (A) ne dépend-elle pas du 
hasard et coïncide avec la probabilité P (4)? 

Les suites stationnaires possédant cette propriété s'appellent 
ergodiques. 

La définition suivante est plus générale. 


=1(4)=E{x413} et Ex (4)= P (4). 


DériNirioN. Soient {U, %, u} espace probabilisé, S application de 
U dans U préservant la mesure, v, (A) = v, (4, u) le nombre de ter- 
mes de la suite {u, Su, ..., S"-?u}, contenus dans l’ensemble À. 
L'application S est ergodique si pour tout À €E% 


pu ME 9 u (4) (mod u). 


L'application S est métrique transitive si tout ensemble S-invariant 
est de mesure À ou 0. 


TH£orèmMe 2. Pour qu'une application S définie sur l’espace pro- 
babilisé {U, %, u} soit ergodique il est nécessaire et suffisant que soit 
réalisée l’une des deux conditions: 

a) S est métrique transitive ; 

b) pour toute fonction f (u) u-intégrable S-mesurable la fonction 

n—-1 
* — 1: 1 R 
Î @)= lim > f(S°u) 
R=0 
est presque sûrement constante. 

Démonstration. Soit À un ensemble S-invariant et 
0  u (4) < 1. Les différences symétriques des ensembles À, SA, 
S?’A, ... sont de mesure nulle et v, (À) = ny4 (u) (mod u). Par 
Vn(4) 
n 


suite lim ne peut être constante (mod u). Donc l’ergodicité 


n—>0co 
entraîne la transitivité métrique. Supposons maintenant que $ est 
métrique transitive. La fonction f* (u) étant S-invariante, la diffé- 
rence symétrique des ensembles 


S-l{u:f*(u) Lx} = {u:f* (Su) Lx} et {u: f* (u) < x} 
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est u-négligeable. D'où il suit que u {u: f* (u) < x} = 0 ou 1 pour 
tout x réel, c’est-à-dire f* (u) — const (mod u). Par conséquent a) 
implique b). Enfin la condition d’ergodicité est un cas particulier de 
la condition b), plus exactement, lorsque f (4) est indicateur d’un 
événement. 


Voyons quelques corollaires de l’ergodicité. 

Soient {X, G, P} la représentation naturelle d’une suite station- 
naire £ (n), S une translation dans le temps dans XT, £, — 
= £, {XT, €, P). 

Le corollaire 1 du théorème 1 entraîne que 


No «e 


xT k=0 


n—i 
lim {+3 f(S'u)g(u) P(du)= | f#(u)g(u)P(du) (16) 
xT 


pour des fonctions f (u) et g (u) de £2. 

On dira qu’une suite {E (n), n — 0, +1, . ..} est ergodique si 
l'application S l’est. Posons g (u) = n, f (S*u) = 6, et supposons 
que la suite stationnaire! initiale £{E (n), n — 0, #1, . . .} est ergo- 
dique. La relation (16) s’écrit 


lim = 5 ban = EtoEn. (17) 
Soient g(u)—%r(u), Nes de A et BEG. De (17) il suit que 
lim 15 P(S-*ANB)=P (4) P (B) (18) 
où (si P(B) 0) : 
lim 15 P(S-*A]B)=P (4), (19) 
eee kR=0 


où P (S-*A | B) est la probabilité conditionnelle de l'événement 
S-* A par rapport à B 

LEMME 5. L'égalité (18) (ou (19)) équivaut à l’ergodicité pour tous 
A, BEC. 

Il suffit de montrer que (18) entraîne l’ergodicité. Soit C un évé- 
nement S-invariant quelconque. Posons À = B = C dans (18). 
Cette relation s'écrit alors: 


P (C) = P°(C), 


P (C) = 0 ou 1 
et le lemme découle du théorème 2. 5 


d’où 
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L'égalité (19) admet l'interprétation probabiliste suivante. 
Soient À et B deux événements de &. Si l’on translate l’événement À 
indéfiniment dans le temps, les événements S-"A et B deviennent 
indépendants en moyenne quel que soit B. 

La condition (19) est un cas particulier de la condition plus 
stricte : 

lim P(S-"A]B)= P (4), (20) 
nn 00 
appelée condition de brassage. La condition (20) est un cas particulier 
de l'égalité 
lim Etun= EtoEn, (21) 
ñn 00 
OÙ En = f (Su), n = £ (u), f (u) et g (u) étant des fonctions quel- 
conques de £,. D'autre part, (20) implique (21) pour des fonctions f 
et g étagées. En approchant f (u) et g (u) par des suites de fonctions 
simples f, (u) et g, (u) convergeant dans £, respectivement vers 
f (u) et g (u), on s'assure que la condition de brassage équivaut à la 
condition (21). Il suffit de vérifier la condition (21) pour un ensem- 
ble de fonctions dont l'enveloppe linéaire est partout dense dans Z.. 
Le mieux est de prendre pour une telle enveloppe les indicateurs 
d’ensembles cylindriques. 

Soit la suite de variables aléatoires indépendantes équi-réparties 
{En n = 0, +1, ...}etE | Ë, | oc. C'est une suite stationnaire. 
D'après le théorème de Birkhoff-Khintchine 

n—i 


lim S &,=E* (modP), EË*=EE. 


La variable aléatoire £* ne dépend visiblement d'aucun nombre fini 
de variables Ë&,, &,, ..., &,. Donc E* est mesurable par rapport à 


lim © {£,} et en vertu de la loi de tout ou rien est constante, E* — 
— c (mod P) et de plus c = EË&. Nous avons donc le 


TH60RÈME 3 (loi forte desgrands nombres). Si 


{E,, n — 0, +1, ...} est une suite de variables indépendantes équi- 
réparties et E | £, | ©, alors 
; n—1 
PNA ES (22) 


presque sûrement. 

Le théorème démontré est une conséquence de l’ergodicité des 
variables aléatoires indépendantes équi-réparties. Mais on peut aller 
plus loin, plus exactement démontrer que l'opérateur de translation 
dans le temps dans XT est de brassage. Ceci découle à son tour d’une 
proposition plus générale. Soient {E,, n — 0, +1, ...} suite sta- 
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tionnaire d'éléments aléatoires dans {X, C}, On Cu engendrée 


par les éléments aléatoires E,, En+4s, . . ., Woo N Fr = lim #,. 
On dira que la loi de tout ou rien s'applique à la suite (En, nr = 0, 
+1, .} si la tribu %+ ne contient que des événements de proba- 
bilité 0 ou 1. 

THÉORÈME 4. Si une suite {E,, n — 0, +1, . . .} obéit à la loi de 
tout ou rien, toute translation dans le temps est de brassage. 

Posons &, = P {B]%,}. La suite {£,, Fh, n — —k, 
—k + 1, ., 0}, F-n = Fr, est une martingale et ;P {B 13e) 


est son adhérence à gauche. La tribu %+ étant triviale, il suit 
P {B |} = const — P (B) (mod P). 


Le théorème de convergence des martingales (théorème 1, corollaire, 
$ 1) implique lim P {B]| %,} = P (B) presque sûrement. Soit À 
un ensemble cylindrique sur les coordonnées n — 0, 1, 2, ... Alors 
SA € %,. Donc lorsque nr — 0, 


P(BNS-"4)= | P{B13:}P (du) P (B) P (S-"4)=P (B) P (4). 
S7"A 


De toute évidence cette relation a lieu pour tout ensemble cylindri- 
que À. D'où la relation (21) comme nous l’avons vu précédemment. M 


Comme autre exemple de processus vérifiant la condition de 
brassage citons une suite stationnaire gaussienne dont le coeffi- 
cient de corrélation tend vers zéro. Soient {E,, n — 0, +1, +2, ...} 
une suite gaussienne stationnaire, FE, = m,Ë (En — m) (£o — m) = 
= R;, fu) = f (to Lis «+, Cp), & (u) = 8 (to, Tis + + +, Tr) des 
fonctions bornées suffisamment lisses de p + 1 variables dont les 
transformées de Fourier f* (ko, . . ., ÀAp); £* (Ko + + +» Ap) Sont abso- 
lument intégrables. On a 


E7 (£ n) En+1 9 4 En+p) £ (Eo: A ….., En) = 


p p 
rs 0 E( D Abnsnt Di Uxër) 
het in X 


X FF (Âos ce. Àp) 8* (os +, Up) dAo +++ TA lo +++ du, = 


p 
1 \ 
e C -7 | > RO HUEU)E 2 Rnsh-rhRUr) 
+ | | (4 nu AN 
— 00 


— CO 


X F* (os +, An) 8" (Us, -.., Up) dAo dk, du ... du. 
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Si lim À, = 0, en passant à la limite lorsque nr — , on obtient 


lim Eÿ RL  — 
_— Ef (Ëo B1 ° +.) Ep) Eg (Eo» É1 “US Ep)- (23) 


La classe de fonctions f et g vérifiant la relation précédente étant 
partout dense dans Z,, la relation (23) a lieu pour f et g quelconques 
de Lo. 

D'où le 


THÉORÈME 5. Une suite gaussienne stationnaire dont le coefficient 
de corrélation R, —-0 lorsque n — œ vérifie la condition de brassage. 


$ 4. Processus de renouvellement 


En gros, le processus de renouvellement se laisse décrire de la 
façon suivante. On étudie les pannes d’un appareil. Dès qu’une panne 
se déclare, l’appareil est remplacé par un autre. On admettra que la 
durée de fonctionnement sans défaillance t, du n-ième appareil est 
une variable aléatoire et que les %,, n —= 1, 2, . . ., sont indépendan- 
tes et équi-réparties. Les instants de panne sont appelés instants de 
renouvellement. On convient que 0 est un instant de renouvellement. 
Posons 


En = TU + Te + . FT n=L, 2;.::., Eo = 0. 


La quantité £, est l’instant du n-ième renouvellement. L’intervalle 
temporel [0, £,] comporte n + 1 renouvellement (y compris le re- 
nouvellement à l'instant 0). 

Soit F (x) = P {t, < x} (dans ce paragraphe cette définition de 
la fonction de répartition d’une variable aléatoire est à préférer à 
la définition ordinaire F (x) = P {t, << x}. Il vient F (x) = 0 pour 
x <0, F (0) > 0. On admettra que F (0) 1. Alors Et, >> 0. 


LEMME 1. Ë, — œ presque sûrement lorsque n —- co. 


ñn 
En effet, P(E,<c)=P(exp(—31:)>e"). L'inégalité de 
1 
Tchébychev donne 
P(E, <c)<e‘g", où g=Ee "n. (1) 
Donc 
P (lim &, < c) = lim P (&, < c) = 0. 


Le lemme 1 entraîne que pour tout { > 0 il existe un v = v (() 
tel que Ë,_, < t < Ë,. Appelons la quantité v ({) nombre de renou- 
vellements sur l'intervalle [0, #6]. (Comme {v(f) = n} — 
— {E,., > NE << 6, il vient 


P{vG=n} = P {na <t} — P {6 < ti} 
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E, étant la somme de n variables indépendantes équi-réparties. 
Donc P (E, <'t) — F*® (4), où F*® (t) est le n-uple produit de 
convolution de la fonction de répartition F (x): 


t 
PO (= | 0-0 (49) à F(s= | F0 (65) ar (s), 
Lo 0 
où F* (4) — 0 pour t < 0, no TI(@(T(t) = 1 pourt > 0 
et Z () — 0 pour t < 0), F* D = 
Posons 
Ev(é) pour i>0, 
=} On no F0 


La fonction Æ (t) jouera un rôle important dans la suite. On l’appel- 
le fonction de renouvellement. C’est une fonction monotone non décrois- 
sante et continue à droite. Montrons qu'elle est finie quel que soit 
t > 0. Soit Y, (é) l'indicateur de l’événement {E, < t}. On a 


HD=EVO=E À 20 = D Po. 
Donc 
H(= D FTP (, (2) 


et en vertu de l’inégalité (1) la série est uniformément conver- 
gente sur tout intervalle fini £€[0, T]. La convergence uniforme 


de la série (2) implique D FM (= Fa( D F9) (4) — 
ni n=i 
= FxH (t), où F+xG est le produit de convolution de F et G, 


nulles au-dessous de zéro : 


F+G(x)— { G(x—s)dF = G(x—s)dF (s). 
0 


La fonction Æ (t) est donc solution de l’équation 
t 
H(D=1(0+ | H (t—s) dF (s). (3) 
0 
Bien plus, si z(t) est une fonction bornée mesurable sur tout 
t 


compact [0, T}, Z(t) — | z(t—s) dH (s) = H xz(t), alors 
0 


Z ()=2(t) + | Z(i—s)dF(s), 1>0. (4) 
0 
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Dans ce paragraphe l'intégration est étendue à l'intervalle fermé 
[O, é]. D'autre part, il convient de tenir compte de la valeur de la me- 
sure engendrée par la fonction F et concentrée aux points 0 et f. 
L’équation (4) s’appelle équation de renouvellement. Elle possède une 
solution pour toute fonction z({) localement bornée mesurable 
{c'est-à-dire bornée sur tous les intervalles finis). On s’assure sans 
peine que dans la classe des fonctions bornées l’équation (4) admet 
une solution unique. 
En effet, la différence V (it) de deux solutions de (4) (z (t) et 

F (t) étant données) vérifie l’équation V = F x V. Donc V = F4 
pour tout nr. Or 

max V(i)< max V (6) F9 (T) +0 lorsque n —+ oo, 

tE[0, T] tE[0, T] 
donc 

V (4) = 0. 


Etudions le comportement asymptotique de la fonction AH (t) 
lorsque t —> co. 


LEMME 2. La fonction H (t) est semi-additive, c'est-à-dire 
Hi +) H (Et) + H (6). 


Démonstration. Ona 


H(h+t)—-H(4)= D P(h<E<ti+t) = 


n=0 
Æ à à P (En Lt En ti tes En Lt + ta). 


Comme Ë,—E&, ne dépend pas de Ex et Ex, il vient 
P (Enr Léa En Kb to, En Li + te) = 
= EP (En — Ex és + lo — En lEx) % (Enr Lt Er Lt + to), 


. Où % (4) désigne l'indicateur de l’événement À. D'autre part, 


(se) 


D PE —En ts +tr — EnlEn) LA (ti to — Ex), 


n=kR 


D 4 Era hs Er hit) LA, 
. donc 


Hit) —H ()< 


LE H (4 tt) % (Era Ci En hit) CA (#3) 
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Lemme 3. La limite 1 = lim 2@ 


t— 00 
semi-additive localement bornée non négative H (f). 
Démonstration.Soitc—=0,t—kc+h hE(0, cletk 
entier. On a alors 
H(t) _ H(ke+h) L EH (+4 () 


t kc+th © kc+h , 


existe pour toute fonction 


d’où 


To © << et lim FE <lim——, 


L—+00 100 C—00 


Calculons lim 0 À 
100 il 


H(e) 
C; 


TH£orëME 1 (théorème élémentaire dela théo- 
rie du renouvellement). 
._. H( _ 1 
SIRET TE t Ex (E 
Démonstration. Soit À (s) transformée de Laplace de la 
fonction À (t): 


=0 si Et). (5) 


À (s)— | e-t H (t)dt. 
0 


[ect 


U 
S 


s2À (s) = Fe 


0 


Comme 

H (= e/s 

SL ruse | e-“tH (+) dt<seH (£) +0 
0 


avec € et H (=) (+) pour s—>0 et Vu=>0, il vient 


lim s2À (s)= | e “lu du = 1. 
s—0 
0 
Par ailleurs, en appliquant la transformation de Laplace à l'égalité 
(3) on obtient 


O0 


t 
Â (s)— | est dt + | H(t—t')e-st-#9-st" QE (t') dt = 
0 


Sr 9 


11—0398 
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=+—+| e-# dF (#) | H(u)e-s" du= + À (s) À (s), 
0 0 


où F(s) est la transformée de Laplace-Stieltjes de F (é): 
Ê(s)— | est dF (t). (6) 
0 
Donc 


À (7) 


s(1—F (s)) 
Si ET, est finie, alors 


no [ ee ar (9 | tar (0, 
st0 $ 0 0 


Dans ce cas 


” 2 D ER El ne 
L— es À (s) aus TENTE Ex, 


Si | t dF (ft) = co, il est aisé de voir que 
0 


Ce résultat était prévisible: le nombre moyen de renouvelle- 
ments dans l’unité de temps est égal à l’inverse du temps moyen de 
fonctionnement sans défaillance de l’appareil. 

En théorie du renouveliement l’établissement de résultats plus 
précis est tributaire de la nature de la fonction de répartition F (t). 

Supposons que la durée de travail d’un appareil ne peut prendre 
que des valeurs de la forme t = nh, n = 0, 1, ... On dit alors que 
les variables t, admettent une répartition réticulée. Sans restreindre 
la généralité on peut admettre que k = 1. Soit p, = P (rt, = n). 
Posons 


Gn=1+P(u=n+... +P(u+... +w =n) +. 


D'où il suit que G(n) Lo (si t, > O0 presque sûrement, alors 
G (n) < 2). Soit d le plus grand commun diviseur (P.G.C.D.) des n 
tels que p, > 0. Si d — 1, le processus de renouvellement sera dit 
apériodique, si d => 1, périodique et de période de renouvellement, d. 
Si le processus est apériodique, alors G (n) > O0 pour tous les n à 
partir d’un certain nr = no. Si d > 1, alors G (kd) > 0 pour tous les 
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k => k, assez grands. Ces propositions découlent du lemme élémen- 
taire de la théorie des nombres suivant. 

LEMME 4. Soit d le P.G.C.D. d'une suite de nombres entiers posi- 
tifs ny, No, . . ., n$. Îl existe un nombre m, >> 0 tel que pour tous les 
entiers m > mo l'égalité indéjinie 


$ 
md = à eÿ; 
2 = 


admet une solution en nombres entiers non négatifs c;. 
Démonstration.sSoit À l’ensemble de tous les nombres de 


S 
NN 1 A Q e. . Ld e 
la forme x — ia, où a; sont des entiers (positifs, négatifs ou nuls). 


Chaque x est divisible par d. Soit d, le plus petit nombre positif de À. 
Comme x — kd, € À pour tout k entier, quel que soit x, il existe un k 
tel que x = kd, (dans le cas contraire il existerait un k, tel que x, — 
— x — kid, satisfasse les inégalités 0 < x, < d,, ce qui contredit 
la définition de d,). Donc à, est le P.G.C.D. des nombres de À. Soit 


S 
. NT NS . Le 
maintenant B = {x:x — >, b;n;}, où b; sont des entiers non néga- 
j=1 


S 
tifset d, — >: n;. On peut écrire : dy = N, — N,,où WN,€B.Soitc 
j=1 
le plus grand des coefficients entiers en n; intervenant dans W,. Pour 
tout m >> 0 entier posons m = Ed, + m,, où 0 < m, <d,. Alors 


mdo = kdo-d + mids € B si kd, >> mic, ce qui est probablement 
2 
17 ou pour m > + d. Ë 
0 


réalisé pour 4 > 


do 
Considérons un processus apériodique de renouvellement et dé- 
montrons l'existence de G;x — lim G (n). 


LEMME 9. Soient t une variable aléatoire prenant la valeur 
nn =0,+1,-+2, ...) avec la probabilité p,, o (u) la fonction carac- 
téristique de t. Si d = À, alors œ (u) =£ À pour |u | L2n, u 0. 

Démonstration. Ona 


p(u) = Eeiut — D 
Soit p(uo) —1, |HI]<27, uw 70. On a 
0 — 1 — Re (wo) — > «4 — COS AU) Pr: 
Donc cos nu, — 1 pour tous les n tels que p, > 0 ou nu, — 2nk. 


Prenons une suite d’entiers n,, n,, . .., n, tels que Pn, > 0 et que 
le P.G.C.D. soit égal à l’unité. On a alors nou, — 2nk, (r = 1,2, ... 


11* 
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S 
., S). Par ailleurs, l'équation >, a,n, — 1 admet une solution en 
T= 1 


nombres entiers a. Donc 


S 


Up = 2 allo = 27 ÿ dark =21k0, 


T=0 ar 
où #, est un entier, ce qui contredit l’hypothèse | u, | 2x1. 
LemMMEe 6. Si le renouvellement est apériodique, G. = lim G (n) 
n — 00 
existe. 
Démonstration. Posons 


G(zr)= 2 7Pr(#, n20, 0<:<1, 


Où Pn (4) = P {Ex = n}, Ex = T + ... + Tv. Le théorème d’Abel 
des séries entières donne 


G(n)=limG(z,n). 
zti 


La fonction caractéristique de la variable aléatoire £, étant égale à 


[p, (u)}* = > Pn (k) env, 


où (u)=Ee"*, on a 
“LA 
1 
= | eve [p(u)j du. 
TT 


Donc 


JT LA 
4 erinu du 


” 2x 1— 29 (u) ? n >. 
A 


L'intégrale du second membre est nulle pour nr 0. Donc 
HA 
4 COS nu du 
a nr | ur - 
Posons 
h (z, u) — _ Re (1 —zœ (u))"{ 


Comme G (z, n) est une fonction réelle, on a 
“LA 


G(z,n)— | h(z, u) cos nu du. 


— I 
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Le noyau h (z, u) (z € [0, 1], 0 < | u | 2x) est positif et continu 
en vertu de l’apériodicité du renouvellement et du lemme 5. Donc 
pour € >> 0 quelconque 


€ 
G(n)=lim | 2 (z, u) cos nu du +- | h (1, u) cos nu du. (8) 
zti 


—£ E<|u|<T 


En faisant n — 0 on voit qu'’existe la limite 
€ 

he=lim | hk(z,u)du, 
zti £ 


et h.<G (0). Comme k, décroît lorsque & J 0, la limite lim, —h 
e—0 
existe aussi. Donc existe 
£ 
lim lim | h(z,u)cosnu du —h. 
e-0 2zt1 


Revenons à la formule (8). On constate que h (1, u) est intégrable- 
Cauchy sur l'intervalle ]—x, xl et 
TT 
G(n)=h+ jet, u) cos nu du. 
TH 
h (1, u) étant intégrable, le théorème de Riemann-Lebesgue donne 


LA 


lim jr(, u) cos nu du —0. 
TT 


nm — 00 


D'où l'existence de limG(n) =. 


n — 00 
THÉORÈME 2. Si le renouvellement est apériodique, 
lim G(n) _ , Mm=ET;; 
n — 00 m 
si Et, — co, lim G(n)—0. 
ñn — 00 
Démonstration. La limite lim G(n)—Ah existant en vertu 


n — 00 
du lemme précédent, le théorème d’Abel des séries entières donne 


S z"[G(n)—G(n—1)]) = 


n=i 


h = lim (1 + 
zt1 


— lim ÿ 2" (Â1—2)G(n) = lim (1 —z) D (z), 
zti n=0 21 
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où D(z) — à z"G(n) est la génératrice de la suite {G(n), n— 


= 0, 1, n L’ indépendance et l’équi-répartition des T, entraînent 
que G(n) est solution de l’équation 


G(D=8)+T GB, n>0 Q 


(6(x)—0 pour n>0, 8(0)—1). En multipliant par z" et en som- 
mant sur tous les n>0, on obtient 
D(z)—=1+F(2)D(2), |z|<1, 


où F(z) — 2 Pn?”. Donc 
n= 


D(z)=[1—F (21 
et 
"14—F(2)1 


._ 1—z 


hk = lim 
zti 


Si m— co, pour tout N >0 


N 
… 1—F(2) ; 1 1 — 27 
2 CEE. nn S Pr Ts = À Pr 

n= 
d’où il suit que k—0. Si m< oc, en tenant compte de ce que 


| <n pour |z|<<1, on obtient 


== — 7n 
lim À FO _ im Sp, | | > Pnn=m. 
zti EH 
1 n=1 


2t4 1—3 
COROLLAIRE. Si le renouvellement est de période d, 
limG(nd)=—, m—ETz. (10) 
n 00 
En effet, si le renouvellement est périodique et de période 4, le 
nouveau renouvellement de durée 7T, — est apériodique. Si 


G' (n) est sa fonction de renouvellement, alors G’ (n) — G (nd). Par 


ailleurs Et, = En nr: . Le théorème 2 entraîne (10). E 


Etudions la Fo de renouvellement dans le cas non réticulé. 
On fera cette étude à partir de l’équation de renouvellement (4). 
On aura besoin des lemmes suivants. 
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LEmmEe 7. Soient E,, E,, . . . des variables aléatoires indépendantes 


équi-réparties, On — fn (En + + + En)» OÙ fn (Lis + + +, Th) est une fonc- 
tion symétrique, ie. f (ty, . . ., Zn) = f (ti, . .., z;,) pour toute 
permutation (i, . .., in) des indices (1,2, ..., n). Sit — P-lim é,, 


la variable ne dépend pas du hasard. 
Démonstration. On admet que |f,1|<1 (dans le cas con- 


traire on remplace & et &, par <arc tg Cet À are tg cs): On a alors 


- | Con — Gn 10; Or Éon — Fr” admet la même répartition que 
on —Gn: où Cr = fn (En+1 DS Gen): Donc lim É (Lan — Gn)? = 0 et 


par voie de conséquence lim E (En — tn)? = 0. "L indépendance de 


£h et Cn entraîne E (C, — ae = Eure —Et:)?+ Var é, + Var£, +0. 
D'où il suit Var£—lim Varé, —0. 


LEMME 8. Si une fonction 8 (t) est continue, bornée et solution de 
l'équation 
0 (4) — | O(4—s) dF (s), (11) 
0 


alors 0 (t) = const. 
Démonstration. L'équation (11) peut s’écrire 


(s) (ë) — E6 (é ne Tx). 


Soit %, la tribu engendrée par les variables aléatoires T1, . . ., Th. 
On a alors 


E {6 (é — ec.) | Vn-1} — E {6 (é En cut Th) | Dn-1} Fe 
—=E0(—y—7T) |y tre = 0 (—Ens). 


Donc la suite 0 (£ — E,) est une martingale bornée. Par conséquent 


lim 6 (4—E,) — Ô (4) 


n +00 


existe presque sûrement et dans Z,. Comme 6 (+) est limite de fonc- 
tions symétriques dépendant de variables aléatoires équi-réparties, 


ô (£) ne dépend pas au nasard (lemme 7). Donc 
Ê(t)=limE(t—E,)—0(#) 
et 
O({)—=limO(t—EË,) pour tout é. 
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Vu que 
limO({—Ë,)=— lim O0 (£—Ti—(t+...+ 7T,))—0({— 7%), 


il suit que 
6 (£) = 6 (£ — T;) presque sûrement. 


La fonction 0 ({) étant continue, on a 
P (sup 10 (—E)—0 (91 >0)—0. 
On peut donc trouver un ensemble À (4 &] —co, of) tel que 
O(4)—0(t—x) VéE]—oo, of, VreEA. 


La répartition de 7, étant non réticulée, À contient soit deux points 
incommensurables, soit des couples de points aussi proches que l’on 
veut. Donc la fonction continue 6 (f) soit possède deux périodes incom- 
mensurables, soit des périodes aussi petites que l’on veut. Dans les 
deux cas cette fonction est constante. 

Le théorème suivant est connu sous le nom de théorème fonda- 
mental de la théorie du renouvellement. 


THÉORÈME 3. Si la répartition des variables 7, est non réticulée, 
alors pour c > 0 


lim{[Æ (t+c)—H (t)]=c/m, m—ETz 
t—+ 00 


(on convient que cl/m = 0 lorsque m = co). 

Démonstration. Soit z (t) une fonction continue nulle en 
dehors d’un certain intervalle et Z (t) = H * z (t). La fonction Z (#) 
est bornée. En effet, si z (£) — 0 pour |t | > À et |z(t) | << C, alors 
IZÜI<CIH(t+ A)—H(t — A)]. D'un autre côté, la semi- 
additivité de la fonction Æ (t) donne H(t+ A) —H(t — À) < 
< H (24). Il est évident que la fonction Z (ft) est continue. Donc 
c’est l’unique solution de l’équation (4). Considérons la famille 
{H (s + 1) — H (s), s > 0} de fonctions monotones non décroissan- 
tes de é. Cette famille étant uniformément bornée (A (s + t) — 
— H (s) < H (t)) sur des intervalles quelconques t E [—A, A], il 
résulte que de toute suite de valeurs de s on peut extraire une suite 
partielle s, —> co telle que À (s, + t) — H (s,) tendent vers une li- 
mite v (t) sur un ensemble partout dense de valeurs de t. Or 


Z (a+) = | z(t—s) dH (sa+s)— | z(t—s)dv(s), (12) 


puisque z (t) est non nulle seulement sur un intervalle fini. 
Posons 
0 (t) — | z (t—s) dv (s). 


— 00 
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Dans l’équation 
Z(sa+t)=2(sa+t)+ | Z(sn+i—s) dr (s) 
0 
faisons tendre s, vers l'infini. Comme limz(s; +t}—0, on obtient. 


o()= | O(4—s) dF(s). 
0 


Le lemme 8 donne 6 ({) = const. Donc quel que soit z (ft) continue 
(z (t) = 0 pour |t|>=> À, À quelconque), la fonction 6 ({) — 
t 


=| z (t — s) dv (s) ne dépend pas de {. Par passage à la limite on 


éonclut que v (£,) — v (t,) dépend seulement de la différence £, — #1. 
Posons 
v(t+s) —v(s) = h (1). 
Il vient 
h+i)=vhth+s)—-v@+s)  +v( +s) —vt(s) = 
= h (te) + h(). 
La fonction h (t) étant monotone non décroissante, les solutions de: 
l'équation 
h+t)=h (t2) +R (4) ( t2 > 0) 
sont de la forme 
h (t) = at. 
Donc 
U(t+s) — v(t) = as 
et 


Z (Sp +t) —+ à | z(t—s) ds, 


— 00 


la constante « ne dépendant ni du choix de la suite s,, ni de la fonc- 
tion z (t). Dans la dernière relation s, étant une suite partielle d’une 
suite quelconque s, —> oo, on constate que la limite de Z (£) lorsque 
1 — oo existe et 


lim Z (é)= « | z (s) ds. (13) 
t—>00 Eos 


D'un autre côté les raisonnements précédents montrent que 
lim[Æ(s+t)—H (t)]= as (14) 
00 
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pour un ensemble dénombrable de valeurs de s partout dense dans 
[—4, A]. La continuité du second membre de (14) entraîne que l’éga- 
lité (14) est réalisée pour toutes les valeurs de s. On rappelle que (13) a 
été prouvée pour toutes les fonctions continues z (f) non nulles sur 
un intervalle fini, et l’égalité (14) peut être considérée comme un cas 
particulier de (13) lorsque z (s) est égal à l’indicateur de l'intervalle 
ouvert Jt, & + s]. D'où il suit que l'égalité (13) a lieu, par exemple, 
pour la fonction z (t) = 1 — F (t)avect > 0, z (t) — 0 avec t O0 si 


m= | (A—F(t)) dt = Et < oo. 
0 
Dans ce cas 


LA 
Z(t}=H+2(t)— | (A—F(i—s)) dH (s) =1 
0 
et l’égalité (13) entraîne 1 — œm, &« — Â1/m. D'où le théorème pour 
m << oo. Supposons maintenant que m —= oc. On a 


=] (A—F(t—s)) dH (s)>lim | A—F(s)] d'A (t—s 
0 
Lorsque { — co, on obtient pour tout c>0 
1>a | (A—F (s)) ds. 
0 


Or l'intégrale de droite tend vers l'infini avec c. Donc à = 0. E 


REMARQUE. Pour démontrer le théorème on a appliqué la formu- 
le (13) à la fonction z(t) = 1 — F (f),t > 0, alors que cette formule 
n’a été prouvée que pour des fonctions continues nulles en dehors 
d’un compact. Imposons la condition suivante. 

Soient À > 0, Cyn et cn respectivement le minimum et le maximum 
de la fonction z (t) sur l'intervalle (n — 1) h<zx < nh. 

Hypothèse À : les séries Oo, —=h D) Cun, 0*—=h >) c#* sont absolu- 
ment convergentes et o* — ©, —>0 avec h. 

Il est aisé de vérifier que si la fonction z (t) satisfait l'hypothèse 
À, elle est justiciable de la formule (13). Prouvons-le. Supposons 
tout d’abord que la fonction z (t) est en escalier, z (t) — > AnZn (t), 
Zn (t) = 1 pour k(n— 1) Lt <L hn et z, (t) — O0 pour les autres 
valeurs de ét, Z, — H + 2,. En vertu de (14)on a 


Zn D =H(t-(n—-1)h) —- H(t— nh) — ah, 
Zn O << Ms Vn, 
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où M, est une constante. Soient a, > 0, >}a, <æ.Ona 


(Z = H +2) 2 ap2r () KZ (1) 2 anZr (t) + Mi à Ah. 


En faisant tendre { —> on obtient 


lim Z (t)=ah > an = a | z(x) dx. 
ee 1 0 


Supposons maintenant que z (i) est une fonction quelconque véri- 
fiant l'hypothèse À. En appliquant le résultat précédent aux fonctions 


en escalier >) Cynzn (t)et S'cäz, (t), on trouve que tous les points limi- 
tes de Z (£) (lorsque t — co) sont compris entre «0, et œo*. Donc 
(13) est vraie pour des z (t) quelconques vérifiant l'hypothèse À. 
De toute évidence z (1) = 1 — F(t), t > 0, vérifie l’hypothèse À 
pourvu que m = ET, < co. 


Introduisons maintenant deux caractéristiques importantes du 
processus de renouvellement. Si Ep St Ex, on posera 


Va = Er — t, VE = L — Ép_r 


Les processus y; et y: sont linéaires par morceaux. Le processus y? 
décroît sur tout intervalle de temps [E;_,, £, [de t: à 0, le processus 
y: croît de 0 à t;,. La quantité yf indique combien de temps encore 
fonctionnera l'appareil si à l’instant t il est en marche, et la quanti- 
té y;, depuis combien de temps il fonctionne déjà. Dans certains pro- 
blèmes on s’intéresse à la quantité y, — yi + y: qui est la durée 
totale de fonctionnement d’un appareil en marche à l’instant £. 
Comme y, est confondue avec un 7;, il pourrait sembler que la ré- 
partition de y, coïncide avec celle de t;. En vérité ce n’est pas le cas. 
En effet, y, est confondue avec la valeur prise par T4 à l’instant aléa- 
toire k = v (t) + 1, y (ë) = Tou,+1, où v (t) représente le nombre 
de renouvellements à l’instant ét. Donc la répartition de y; peut ne 
pas être confondue avec celle de t;,. Cette circonstance est connue 
sous le nom de paradoxe de la théorie du renouvellement. 
Déterminons la répartition limite de y,, vf et yr. Soit la fonction 


Vi (@) = P {> x}. 
L'événement {y; > y} f U > x} se réalise si et seulement si dans 
l'intervalle [é — y, & + x] aucun renouvellement n’a lieu, c’est-à- 


dire lorsque Yi-y > x + y. Donc 
P {Vi > y, v > x} nu Vi, (x + y). 
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La répartition conjointe de y? et y; (et partant celle de y? + y5, v5) 
s’exprime donc en fonction de V, (x). On remarquera que 


{> z}= Ù (En Lt} N Et + zx}. 
Donc 
V, @)= 2 P(E<t, Em > t+ 2). 


En outre 


P (Er Lt, Er > t+x) — 


= EY (Er <t) P (Tir >i+z-tlh)= | (—F(i+x—s)]dF, (s), 
d 


où F, (s) est la fonction de répartition de E4, F4 (s) = P (Ex < 5), 
k> 1 et F,(s) la répartition concentrée au point s — 0. Comme 


À (= (9), 


on à 


1 
V; (@)=| (A—F(t+zx—s)) dH (s). (15) 
0 


THéorëME 4. Si les variables Tt, possèdent une répartition non réti- 
culée et Et, < ©, alors 
| A —F(s+zr)l ds. (16) 


0 


lim V,(x)= 
100 


= 


La démonstration de ce théorème découle directement de la rela- 
tion (13) si l’on pose z (t) = 1 — F(t + x),t > 0, et l’on remarque 
que la formule (13) est applicable ici, puisque z (t) vérifie l’hypo- 
thèse À. 

Comme dans le cas réticulé on obtient la proposition suivante. 


THéorèME 5. Si t;, admettent une répartition réticulée, 


vy (k) = P (y =), p (4) = P (mi = b), 
alors 


lim v, (k)= _ > pU+ (17) 
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Etudions la répartition conjointe de y; et y. On a 
= NE == Ù LEn =4— 5) Ent +8 = 
= Ù Œn ti} {nu = #4). 
Donc 
Pris vf == À pes (n) p (ED). 


En vertu du théorème 2 on obtient 


. — e. SRE rs 1 . 
lim Pink Ep (+). 
D'où il suit 


__n_— PU) 
lim P {y =1}= Eu (18) 


La formule (18) illustre le paradoxe de la théorie du renouvellement : 
d’une façon générale P {y, = l} = p (1). 


$ 5. Chaînes de Markov 


Le processus markovien au sens large a été défini au $ 4, cha- 
pitre 1. Dans ce paragraphe on se propose d'étudier les chaînes de 
Markov ou processus markoviens à temps discret. Il s’agit d’un 
système stochastique dont les états sont décrits par les points d’un 
espace probabilisable {X, $} appelé espace des phases du système. 
Le système est susceptible de changer d'états aux instants é — 
= 4,2, ... La probabilité de passage P(% (x, B) est la probabi- 
lité conditionnelle que le système qui se trouve à l'instant m dans 
un état x € X passe à l'instant nr = m dans un des états de l’ensemble 
PB, B € $. On admet que P(":7) (x, B) à zx fixe est une mesure sur 
S, Pt) (x, X) — 1, et à B fixe une fonction $-mesurable de x. 
La plus importante condition que l’on imposera à l’évolution de ce 
système est l’absence de post-action. Formellement cela revient à 
exiger que la probabilité.de passage soit solution de l'équation de 
Kolmogorov-Chapman 


PE (2, B)= | PO" (y, B) PGM (x, dy), 1<m<n, 
x 
pour tous les 0 <LI<m<n,xEeX, BES. 
Si le temps est discret, l'équation de Kolmogorov-Chapman mon- 
tre que les probabilités de passage P(" ® (x, B) s'expriment par ré- 
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currence en fonction des probabilités de passage en une épreuve: 
P, (x, B) = P®%7%D (x, B). En outre 
Déf 


Pim,n+1 (æ; B) = P, (y, B) pin, n) (x dy). 
X 


Montrons que pour tout espace probabilisable {X, 8}, toute mesure 
normée m sur $ et toute suite de noyaux stochastiques P, (x, B), 
n = 0, 1, ..., on peut construire une chaîne de Markov pour la- 
quelle les probabilités de passage en une épreuve sont égales à 
P, (x, B) et la répartition initiale de l’état de la chaîne est donnée 
par la mesure m. 

Mais d’abord nous allons munir un produit d’espaces d’une mesu- 
re à l’aide de noyaux stochastiques donnés. 

Soit K une classe de fonctions réelles. On rappelle que K est un 
cône si elle contient les fonctions f et g et leurs combinaisons af + bg, 
où a et b sont des nombres non négatifs. La classe X est monotone si 
În EK, fn L'fnru R = 1, 2, ..., impliquent lim f, € K. 


LEMME 1. Soient M un semi-anneau de parties de X, À la tribu 
engendrée par M, K une classe de fonctions définies sur X et possédant 
les propriétés suivantes: 

a) c’est un cône et une classe monotone; 

b)0< 1 < 2 implique fs: — f1 € K; 

c) 1€ K; 

d) elle contient les indicateurs des parties de SK. 

Alors K contient toutes les fonctions A-mesurables non négatives. 

Démonstration. Soit £ la classe des parties de À dont 
les indicateurs appartiennent à ÆX. On a 

a) ÀXEZ; 

b)siAEZ?,BE£ et AC B, alors BK AE£etX\X AE; 

c) Si AE£etBEL,alors AN BE£ et Al) BE £. Donc Z 
est une algèbre d’ensembles. La classe À étant monotone, il suit que 
4 est une tribu. Donc Æ contient les indicateurs de tous les ensem- 
bles A-mesurables. Par suite elle contient toutes les fonctions Y- 
mesurables simples et les limites de suites monotones non décrois- 
santes de fonctions simples, c’est-à-dire toutes les fonctions %-mesu- 
rables non négatives. 


LEMME 2. Soient f (x, y) une fonction non négative o {A X B}-me- 
surable et P (+, -) un noyau stochastique sur {X, $}. La fonction 


g(e)= | f(x, y) P (e, dy) 
x 
est A-mesurable. 
Démonstration. A zx fixe, la fonction f (x, -) est S-mesu- 
rable, de sorte que l'intégrale du second membre a un sens. La classe 
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K de fonctions non négatives f (x, -) obéissant au lemme est un cône 
et en vertu du théorème de Lebesgue est monotone. Par ailleurs, K 
contient la différence de deux de ses éléments et f (x, y) = 1 € X. 
Comme elle contient les indicateurs des ensembles de la forme À X BP, 
où AEYX, BE S, elle contient toutes les fonctions non négatives 
o {A X B}-mesurables. 


Les propositions suivantes généralisent le théorème de Fubini. 


Tasorème 1. Soient {X, A}, {Y, B}, {Z, CE} des espaces probabi- 
lisables, O, (x, B), O: (y, C) des noyaux stochastiques sur {X, S} et 
{Y, GC} respectivement. IT existe un noyau stochastique, unique de 
surcroît, Os (x, D) sur {X, 6 {8 X C}} tel que 


Oz, B x C)= | Où (x, dy) Où (y, C). (1) 


B 


De plus, pour toute fonction © {$ X C}-mesurable non négative 
fGYy, z)ona 


| F2) Qs(æ, dy x de)= | (| F(u, 2) Ou (u, d2)) Où (æ, dy). (2) 


YXxZ Y 2Z 


Pour démontrer la première partie du théorème il suffit de prouver 
que la formule (1) définit une prémesure semi-additive sur le semi- 
anneau des rectangles de Y X Z. Soit D, = B, X C,,D: = B: X Ca 
et D, D,. On a alors B,C B,,C, Cet D, = D,{\) D'{) D”, 
où D' = B, X (C;, X Co), D" = (B, X B,) X C1. 

Les ensembles D,, D’ et D” sont deux à deux disjoints. Si l’on 
applique la formule (1) successivement aux ensembles D,, D' et D”, 
on obtient 


QE (x, D:) + Os (x, D") Es QE (x, D”) en 


— | O1 (x, dy) Où (y, Co) + | Qu (x, dy) Où (ya Ca X Co) + 
Bi B2 


+ À Qi, dy)O(v,0)= | Qu, &y) O2 (y, = 0, D). 


B1\XB:2 B: 


Donc la fonction O, (x, D)est additive sur les partitions considé- 
rées de l’ensemble D. En particulier, si D, = D, |} D,, où D; sont 
des rectangles et D, A D, = @, alors 


Q3 (x, D;) + O3 (x, D;) _—. O3 (x, D ;) et O3 (x, Y x 2) "1, 


L’additivité de la fonction O; (x, -) sur le semi-anneau des rectangles 
se démontre sans peine dans le cas général par récurrence. 
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ñn 
Soit D— |} D,, où D, sont des rectangles deux à deux dis- 
RkR=—1 


n—1 
joints. Alors D D,=D'U D"— |} D;,, où D’ et D” sont défi- 
k=1 


nis par les formules que nous venons tout juste d'utiliser. On 
a vu que 


@F (x, D) Q; (x, D) ni O3 (x, D") S Q: (x, D”). 
En raisonnant par récurrence, on obtient 
n—1 n—i 
Oz, D'}= Ouf D'N QU Da) = 2 Oz, D'N Da) 
L'expression de O3: (x, D”) se déduit de façon analogue. Donc 


n—1 


Os (x, D)= Où (x, D,)+ 2 10: (x, D'ND:) +0; (2,iD"N D,)1. 


D’ et D” étant des rectangles deux à deux disjoints dont la somme 
recouvre D, il suit que D'f\ D, et D”f\ D, sont des rectangles 
aussi et (D’N D,)U (2”"fN D;) = D3. Donc 


Oz, D'N D}) +: (x, D"N Dy) = On (x, D;) 
et 


Oz, D)= D OQ(s, D). 


D'où l’additivité de Q, (x, +). Prouvons maintenant la semi-additi- 

vité de O, (x, +). Soit D, = U D, D} = Bz X Cp, k = 0, 1, ... 
1 

On a 


XD, (y; )< 2 XD, (y; 2). 
Comme 

XD, (y, 2) =%8, (y) Xc, (2); 
il vient 


00 
\ 1 


X80 (Y) Xe, OS  Xx (y) Xc, (2): 


En intégrant les deux membres par rapport à la mesure O, (y, -) sur 
l’espace Z, on obtient 


18, (Y) (y; C)< 2 X8, (9) O2 (y, Ca). 
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L'intégration de cette expression par rapport à la mesure Q, (x, :) 
nous conduit à 


O3 (x, D)< 2 Os (x, D:), 


inégalité qui traduit la semi-additivité dénombrable de O, (x, D;). 
D'où il suit que O, (x, B X C) admet un prolongement unique sur 
o {$ X CG}. Pour prouver la formule (2) on remarquera tout d’abord 
que d’après le lemme 2 l'intégrale intérieure du second membre de 
l'égalité (2) est une fonction $-mesurable, de sorte que l'intégrale 
double a un sens. La classe de fonctions f (f > 0) vérifiant la formu- 
le (2) satisfait les conditions a), b) et c) du lemme 1. D'après la 
formule (1) elle contient les indicateurs des rectangles. Donc elle 
contient toutes les fonctions o {8 X G}-mesurables non négatives. 


On démontre de la même façon le 


THÉORÈME 2. Soient {X, A}, {Y,, NW}, ..., {V., S.} des espa- 
ces probabilisables, et Q, (x, B®), O (y, B®), ..., Q. (us, BS) 
des noyaux stochastiques, yr EYn, BE By (k = 1, ..., s). Sur 
{X, D} où D = 06 {Y, X MW, X ... X S,} il existe un noyau 
stochastique O‘:° (x, D) unique tel que 


(a, B0 x... x B°)= À Oz, dus) | Qu, dus) 


(OR (Ys-1 B‘) Os-: (Ys-2 dys-1). (3) 
p(s—1) 


De plus, pour toute fonction f(y1, yo, :...ys) non négative 
D-mesurable 


| AUTRES y)QT Ÿ (x, dy X ... X dys) — 


= | O: (x, dy1) RS | HAUTE RE Us) Q: (Ys-1: dys). (4) 
Ÿ, Ys 

REMARQUE. Les formules (2) et (4) ont été démontrées pour des 
fonctions non négatives. Elles sont de toute évidence valables pour 
des fonctions quelconques f si seulement l’une des fonctions f* ou f- 
est intégrable. Il en sera de même dans les autres théorèmes où, pour 
abréger, l’on ne raisonnera que sur les fonctions non négatives. 

Le noyau Qf,° = Q, x Q, X ... X O, est appelé produit 
direct, ou cartésien, des noyaux Q:,, Q:, . .., Q. 

Si dans (3) on pose BD —Y,,..., BS-b = Y ._,, on obtient 
un nouveau noyau stochastique sur {X, #.}: 


OT (x, B)= OT (x, YIX x... XV. X B°) (5) 
12—0398 
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que l’on appelle produit de convolution des noyaux Q,, O:, ..., Q,. 
et que l’on note 

O9 = Q x Our. ..s O. 
En appliquant la formule (4) à la fonction f (yy, yo, . . ., y) — 
= f(ys) = Xgw (Y®) et en comparant avec (5) on obtient 


fu) OÙ (x, dyi X dy X ... X dys)= 
VIXYoX 0 XYSs 
= À f(u9 9 (e, dy). (6) 


Ys 


La classe des fonctions non négatives vérifiant la formule (6) satisfait 
les conditions du lemme 1. Donc la formule (6) a lieu pour toute 
fonction non négative S.-mesurable. D'où il suit que pour toute 
fonction f (Ymis Ymes + + +5 Ymyrr Vs) (Um E Y ms Ô LM LMa LL... 
.. <m <S) de r + 1 variables, non négative, o {S», X . 
. X Pmr X B.}-mesurable, on a 


Ï (Um Uma) RCE Umr: Us) X 
VaXYaXe.. XYSs-XYSs 


x Of * (x, dy; X dy X ... X dy) — 


_ | Q*%: M) (x, dYym,) | O“ari UE dYm,) . 
Ym Ym 


2 


so | 1 (Um +e.s Ymrs Us) ONE L (Ymr) dys). (7) 
Ys 


1 


L'expression 
Q*®: s) _ O7: LP e AUTRE nr), :- Or: Le 


qui est un cas particulier de la formule (7), nous apprend que le pro- 
duit de convolution est associatif. 

Considérons des produits infinis de noyaux stochastiques. Soient 
{X,, B,}, n = 0, 1, 2, ..., une suite infinie d'espaces probabili- 
sables, P, (+, -), nr = 0, 1,2, ..., une suite de noyaux stochastiques 
définis sur {X,, Sh+1}. Construisons d’après le théorème 2 les pro- 
duits directs de noyaux 


po p xPix...xXP,. 
p:0.D07 (to, D), To E À 0: DEC, 41, 


où ©, est la plus petite tribu contenant les rectangles BP, X B, X ... 
. X Br (Br € Bz), GC, = 6 {B X Ba X ... X Ba}. 
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O0 


Soit l’espace À” — [| X, des suites © = (x, To, + + +, Æns + + …), 
n=1 


tn EX, Soit ©° une algèbre d’ensembles cylindriques de X°. 
Définissons sur E° une famille de fonctions d’ensembles P(*) dé- 
pendant d’un paramètre x, (x, € X,) comme suit : si C est l’ensem- 
ble cylindrique 

C = {o: (2x1, ..., tn, ...) ED}, D EG,, 
on posera 

PGO (C) = PO" (x, D). 
Cette définition est univoque. En effet, si 
= {0 (As se 4 Ts) ED, DER... 
et, par exemple m > n, alors 
D'=EDK ki N sos XX 


et 
PO (x, D') = | Polo, dri) Pia, dt) -. 
XXe. XAXM 
: Ps (Tm-1) dm) XD! (T1, RS | Lin); 
OÙ Xp (lys + - .«, Tm) est l'indicateur de D’. Vu que ne (2, - . . 
ss Tm) = Xp (M1, - . +, M) et que Pz1 (x, X2) — 1, on déduit de 


la dernière expression 
PO m) (re, D') = P(0.7) (x, D). 
L’additivité de la fonction Po) sur ©? est évidente. 


TaéorÈmMe 3. Sur {X°”, C}, où © est la tribu engendrée par les 


ensembles cylindriques de X°, il existe une famille unique de mesures 
Po) telle que 


P(xs) 0 : zr € Br, k =1, sexes n}= | Po (To: dx) | P: (zu, dx) …. 
B; B: 


| P n-9 (Tn-2; ATh-1) Ph (Th-1: B;). 


Br 


Démonstration. Il suffit de montrer que la mesure P(*0) 
dont est muni C° vérifie la condition de continuité : pour toute suite 
monotone décroissante d’ensembles cylindriques C, tels que NC, — 
— @ on a P&o (C,) — 0. Supposons l'inverse : Po) (C,) > &e pour 
un +,; soient D, les bases des ensembles cylindriques C,, 4 (D,; x, 
Tes ++ Tm,) — X (Dr) l'indicateur de D, et D, situées sur les. 


12% 
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coordonnées (1, 2, ..., m,). Définissons une suite d’ensembles 


de $ 


(4) , j 
Ban = {21 : [ X (D, : Ti, Lo, +. Tmn) X 
x(2, mn) 


x PM (x, de x... X dänn) > +}, 


où À (5 ") représente le produit des espaces À, X Xiuy X ... X Xm 
La décroissance des C, entraîne la décroissance monotone 


des B9). D'autre part, si y%(B{°) est l'indicateur de BŸ et 
L(BŸ)=1—%(B%), alors 


e<P(C,)= | | (x (Ba) +4 (B0)) x 


Xi x(2; mn) 
XD) PC PE MER N din) 
<Po(to B%)++ | 2 (BE) Po (ro, den) <Po (ro 5°) +7. 
X: 


Donc Po(xo, B9) >+. P,(xo, *) étant une mesure, il s’ensuit que 


N BD G. Soit m € B9), n=1, 2,... Il vient 
n=1 

Das Pit ee En) PU (Gi, de X 2. X dEnn) > 
x(2, Mn) 
Les raisonnements précédents valent pour le noyau pé Mn) (2, 
dxs X -.. X dtm,) et la mesure P;(x1, dx,). Ils démontrent l’exis- 
tence d’un point zx, tel que pour tout D, l’on a 


X(Dh 5 Lys Los Lg, ++, Tmn) X 
xG, mn) 
‘ + E 
sé pt mn) (Lo, dT;s X RL. dTmn) PT: 
Construisons la suite (x, des Zn, ...), Zn EX n, telle que, 


quels que soient s et D,, 


[ X(D, ; Ti, Lo, ee, Ds; Bains mal À 
x(s+1, mn) 
— £ 
X pS mn) (Ts: dTs+1 X ... X dTmn) 5e - 
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Soit un ensemble C,. Supposons que sa base D, est située 
sur les coordonnées (1, 2, ...,s). La dernière inégalité nous dit 
que (zi, Los Zs) € D} (sinon X (Dy 5 Lys Los + rss Ts+1) ser 
+. Im, )=0 pour tous les (2:44, ...,zm)). Donc (x, x, ... 


.,t, ...)ECx quel que soit C, ‘et fN CS, ce qui est 
k=1 
contraire à l’hypothèse. 


CoROLLAIRE. Soit donnée une suite dénombrable d'espaces probabilisés 
{Xh, Va, Qn}, n —= 1, 2, ... Soient X l'espace de toutes les suites 
D = (Xy, Lo, + +. En, + +), En E Xn, et © la tribu engendrée par 
les ensembles cylindriques X°. Sur {X°, ©} il existe une mesure pro- 


babiliste stochastique unique Q telle que 
n 


Q{o:zE€B,, k=1, 2, …,n}= [lg (Ba), B, ED. 


En d’autres termes, si est donnée une suite d'espaces probabilisés 
{X», Bus nn = 1,2, ..., il existe toujours un espace probabilisé 
{Q, &, O} et une suite d’applications f, de Q dans X, telles que les 
éléments aléatoires Ë, — f, (w) admettent les répartitions qg, données 
sur W,, et {Ën, n = 1,2, .. .\ sont indépendants dans leur ensemble. 


REMARQUE. Contrairement au théorème de Kolmogorov (chap. II, 
$ 2, théorème 5), le théorème que nous venons de démontrer n'impo- 
se aucune restriction à la nature topologique des espaces X,. Cepen- 
dant il est moins général que celui de Kolmogorov en ce sens qu’il 
relève d’une construction spéciale de mesures dans un produit d’es- 
paces. 

Revenons aux chaînes de Markov. 


Dé£rinirion. On appelle chaîne de Markov d'espace des phases {X, 8} 
une famille de mesures P®® (.) définies sur {X X X°°, C} dépendant 
d'une mesure arbitraire m sur {X, $} comme d'un paramètre et dont 
les répartitions partielles sont définies par la formule 


PT {Lo : 2, € Ba, k=0, ...,n}= 
= | m(dz) | Po(x, dus)... | PruGms En), (8) 
B, B; B 


n-1 


où {Ph (x, B), n = 0,1, ...} est un système de noyaux stochastiques 
sur {X, S}. 

Les noyaux stochastiques P, (x, B) s'appellent probabilités de 
passage en une épreuve, la mesure m répartition initiale de la chaîne. 
En fixant la mesure m on obtient une suite aléatoire à valeurs dans À 
appelée processus markovien attaché à la répartition initiale m. 
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On désignera par P5°:,,....# les répartitions finidimensionnel- 
les de ce processus et par E,, l’espérance mathématique d’une fonc- 
tion de processus par rapport à la mesure probabiliste P®”. 

Si m est concentrée en un point fixe x de l’espace des phases, ce 
point sera appelé état initial du processus, quant aux répartitions 
finidimensionnelles, à la mesure sur {X°”, ©} et à l'espérance mathé- 
matique d’une fonction de processus relativement à une mesure 
appropriée, on les désignera respectivement par Pi, ....tns P 
etE.. Posons (4 <r) 


P(4,z,r,b)=— | Pa (x, dUn+1) | Pas (Yrtis dYn4o) ++. 


À X 


CRC | P, (Yr=2 dyr-1) Pres (Yr-1 B). 


À 


Du point de vue analytique P (k, +, r, -) est un noyau stochasti- 
que, produit de convolution des probabilités de passage P,+Px10x... 
...*P,_,. On l’appelle aussi probabilité de passage. Plus exactement, 
P (4, x, r, B) est la probabilité de passage de l’état x à l’ensemble B 
dans l'intervalle de temps ]k, rl. L'’associativité du produit de con- 
volution des noyaux entraîne 


P(,2,5,B)= | PE r, dy)P(r,y,5, BR), k<r<s, (9) 


X 


c'est-à-dire l'équation de Kolmogorov-Chapman. La formule (7) 
donne 


Em (£ (t:),'E (to), …., E(ts)) —— 
Co | me (dx) | (us (0, T; la Uÿ1) | P (£4, Ya Lo, dy») À. à e à 


sl ae D) PU. ent di) HO) 


v 


Soit £ (m) — Ë (m, w) une fonction coordonnée sur X X X°: 
cbr. tn met Less ose), 


La formule (10) permet de préciser le sens probabiliste de la proba- 
bilité de passage. À cet effet calculons l’espérance mathématique 
conditionnelle de la fonction f(E(s), E(s + 1), ..., E(s + n)) 
(f (Vos Y1s + + +, Un) est une fonction borélienne non négative de 
n + 1 variables) par rapport à la tribu 10,11 engendrée par les 
variables E (0), & (1), ..., E (#), é < s. Notons Y l'espérance mathé- 
matique correspondante. Par définition Ÿ est la seule variable aléa- 
toire ro, mesurable telle que pour toute fonction non négative 
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E (ro ue 


m£ (6 (0), & (1), 6 (1)) j (E a E (s + 1), a n)) = 
= En g(£ (0), E (4), , 6 (2) Ÿ. 
Par ailleurs (10) entraîne 


Eng (E (0), E (1), ..., EG) TES, Es +1), ..., E(s+n)) = 
= Eng (E (0), E (1), ... EG) À 


où 
= FE()= À P(E(0), s, duo) | Pi (bo, dus) X + 


X | Î (Yo: Yys -.) Un) Pins (Yn-1 dYn). 
Donc Ÿ — . 


La formule obtenue conduit aux conclusions suivantes : 


THÉORÈME 4. L’espérance mathématique conditionnelle de toute 


fonction non négative f (& (s), & (s + 1), . .., Ë (s + n)) par rapport 
à ro, 1 ( LS) ne dépend ni de la répartition initiale m, ni de la pro- 


babilité de passage antérieure à l'instant t, ni des valeurs E (0), 
6 (1), ..., 6 (6 — 1). Elle est donnée par l'expression 


Em {7 (€ (s), E(s+1), DS. 6 (s +n)) | DL, 1} = 
= | P(, EG), s, duo) | Ps (Vo, dus) 


À Fos Vas +++, Un) Point (Unes dm). (11) 


La répartition conditionnelle des variables E (s), & (s + 1), ..: 
.…, Es + n) dans {X*1, W,,.} par rapport à ro, 1 est confondue 
avec le produit direct des noyaux 


P (£, 6 (4), S, .); Ps (°, .), . Petn-1 (+, .). 


En particulier, la probabilité de passage P (4, & (6), s, B) est confon- 
due avec la probabilité conditionnelle que le système se trouve dans 
l’ensemble B à l'instant s sachant les états E (0), £ (1), . .., E (6). 
Cette probabilité dépend uniquement de l’état & ({) au dernier instant 
connu et ne dépend ni des valeurs Ë (0), & (1), . .., £ (£ — 1), ni de 
m, ni des probabilités de passage P, (+, +), P, (+, +), ..., PC, 

Cette propriété, qui, nous l’avons vu, traduit l’absence de post-action, 
est une caractéristique fondamentale de la chaîne markovienne. 


Remarque. Soient donnés un espace probabilisable {X, $} et un 
système de noyaux stochastiques P, (x, B), n = 0, 1, ..., sur 
{X, S}. Il existe alors une chaîne de Markov pour laquelle P, (x, B) 
sont des probabilités de passage en une épreuve. La démonstration de 
cette proposition et la construction de l’espace probabilisé corres- 
pondant sont données par le théorème 3. 
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Une chaîne de Markov est homogène si les probabilités de passage 
en une épreuve ne dépendent pas du temps: 
P: (x, B)=P (x, B). 
Dans ce cas la probabilité de passage pendant l’intervalle séparé 
par les instants s et { ne dépend que de la longueur de cet intervalle : 
P(é,zx,s, B)= 


= | Pa, du) | Ps due)... | P(ss, B)P (us, ds) = 


= pis (x, B). 


Dans le cas d’une chaîne homogène l'équation de Kolmogorov-Chap- 
man se note 
PE (a, B)= | PÔ (a, dy) PP (y, 2) 
x 
Supposons que la chaîne de Markov est homogène. La formule (10) 
nous dit que 


Emf (E (s + 1), E(s +2), ..., E(s+ n)) = 
Ent (E (D, E (2), .. En), (12 


« 


où 
m,(B)= | P(0,zx,s, B)m(dx) = | P® (x, B)m (dr). 

Si (12) ne dépend pas de s quelle que soit la fonction f (-), le proces- 

sus markovien homogène attaché à la répartition initiale m donnée 


est par définition stationnaire. Pour qu’un processus soit stationnaire 
il faut et il suffit que la mesure m vérifie la condition 


m(B)= | P°(x, B) m(dx) (13) 
qui équivaut à la ne plus simple: 
m (B)= | P(x, B)m (da). (14) 
En effet, (14) est un cas particulier de (13). Si (14) est réalisée, alors 
m(B)= | P(x, 8) | P(y, dr)m(ay)= | PÉ (y, B)m(dy)= … 
 — | P® (y,, B)m (dy.). 


Les mesures probabilistes m qui sont solutions de (14) sont dites 
invariantes ou, de façon plus détaillée, mesures invariantes associées au 
noyau stochastique donné. 

Si donc au noyau stochastique donné est associée une mesure 
probabiliste invariante, il existe une répartition initiale d’une 
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chaîne de Markov à laquelle est associé un processus markovien sta- 
tionnaire. La probabilité de passage en une épreuve est précisément 
le noyau donné. 

Soient 5;, la plus petite tribu, par rapport à laquelle sont mesu- 
rables Ë (0), & (1), ..., E (£) ( = 0,1,2, ...), % un instant marko- 
vien sur {%,;, t — 0, 4, ...} prenant éventuellement la valeur co. 

Posons le problème suivant. Soit Ë (f) une chaîne de Markov ho- 
mogène. Comment se comporte le processus E, (£) — & ({ + +t) pour 
T<< o? Sous l'hypothèse Ë (T) — x, T < oc, le processus aléatoire 
E. (t) se comportera semble-t-il exactement comme le processus mar- 
kovien Ë (t) sous l'hypothèse £ (0) — x. Précisons et démontrons cette 
assertion qui exprime la propriété d’être markovien fort pour un 
processus. Soit Q, — {© : T < œ}. Posons P® (x, 4) = P@TI{Q N 
NE (5) € 4)}. On a 


P'(a, 4)= 2 PPT =sINIE(s) € AI} 


D'où il suit que PT (x, À) est une mesure sur $ et 
P'(x, X)= PP 4Q}<1. 


D'autre part, il existe un ensemble B® € #( tel que l'événement 
{t = s} est équivalent à l'événement {E (0), Ë (1), . .., & (s)} € BS. 
Donc 
P@ {Ir = 51 N LE (5) € AJ} = PO {(E (0), E (1), ..., E (S) € 

E B® N AS}, 
où A=XXXX ... xX X X À (s—1 facteurs À) et de ce 
qu’il précède il suit que cette probabilité, de même que P® (x, À), 
sont des fonctions S-mesurables. 

Appelons %+ la tribu induite par l'instant aléatoire +. 


THÉORÈME 9. Si D EX, et D EQ, alors 
PO {D NC IE Ga +7) € Aa} = 
= [PV CN IG) EAN) PV (2 D, dy) (5) 


X 


où P® (x, D, À) = PE (D N LE (x) E A). 
Démonstration. Vu que D &Q,, on a 


PDA EG +oeAD}= 2 PP ID, N (D IE (+7) EAu)), 


où D, =D fN [rt = ss]. Soit x (D,) l'indicateur de l'événement D.. 
En vertu des propriétés des probabilités conditionnelles pour une 
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chaîne de Markov (théorème 4), on a 


PO D, NN LE (+7) EAx)}= 
—E{1(D,) PO (0 LE (+5) € An) | 5:)}= 


= Es {1(D,) PÉ9 (A LE (+5) € An). 


La chaîne étant homogène, le second membre vaut 


| PY en [E (x) € Ar} dP® — 


Ds 


= | PYEN (EG) EAN P(S, 2, D, dy), (16) 
J z 
où P (s, x, D, -) est une mesure définie sur [X, | par 


P (s, x, D, A) = P® {D N fr =s] A [E (s) E AÏ}. 


Si l’on considère encore la mesure 
PO (a D,4)=PP{DNIÉ(T)EAN= 2 P(s, 2, D, 4) 


et que dans (16) l’on étende la sommation à s, on obtient le théorème 


annoncé. Æ 


$ 6. Chaînes de Markov à nombre dénombrable d'états 


Réductibilité et irréductibilité. Soit X un ensemble dénombra- 
ble ou fini. Par tribu d’ensembles mesurables de X on entendra tou- 
jours dans ce cas l’ensemble de toutes les parties de X. Toute fonc- 
tion sur À sera alors mesurable. 

On désignera les points de l’espace par les lettres à, j, . . . Soit 
une chaîne de Markov homogène à valeurs dans X. Elle est définie 
par des probabilités de passage en une épreuve p (i, j), i, j € À, dans 
des ensembles à un seul point j. La probabilité de passage en une 
épreuve dans un ensemble quelconque B s'exprime en fonction de 
p (à, j) à l’aide de la formule évidente 


P (, B)= Jp, jh 


quant à l'intégration par rapport à la mesure associée au noyau 
stochastique P (i, B), elle se transforme en la sommation 


FDP dep Di). 


X JeX 
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La probabilité de passage dans un ensemble à un seul point jen n 
épreuves se note 
PPG De 2 pi, h)pGr ir). P(nwi) (1) 
71, 92, -.., Jn-1€X 
Si l’on introduit une matrice P® (à nombre fini ou infini de lignes) 
dont les éléments sont les probabilités de passage en n épreuves, 
P® = {PO (i, j)h, jex, la formule (1) entraîne que 


pe = pr, 


où P" est la puissance n-ième de la matrice des probabilités de passa- 
ge en une épreuve P = P®, La matrice P = {p (i, j)} possède les 
propriétés suivantes: 


a) p(i,j)>0; D) 2 P G, j)=1. (2) 


Toute matrice P possédant les propriétés a) et b) est dite matrice 
stochastique. L'égalité P"*" = PTP" implique 


pet (, = 2, PE (8, &) DO (&, jf). (3) 


La formule (3) est une transcription de l’équation de Kolmogorov- 
Chapman ((9), $ 5) dans le cas traité. 


DériniTion. Un état j € X est accessible à partir d’un état i si la 
probabilité de passage de i en j en un certain nombre d’épreuves est 
positive. Si j est accessible à partir de i et i à partir de j, les états i et j 
sont dits communicants. Par définition l’état i est toujours communicant 
avec lui-même. 

La communication de à et j sera notée i <—+ j. Si j est accessible à 
partir de à et k à partir de j, alors k l’est à partir de i. Ceci découle de 
l'inégalité 

pr, k) > pa (, j) 29 G, h). 
La relation «—- est une relation d'équivalence : 

a) i<—æ i; 

b) si i< j, alors j <— i; 

c) Si jet j<— k, alors i <— k. 

En effet, a) découle de ce que p'® (à, i) = 1; b) de la symétrie 
de à et j dans la définition des états communicants et enfin c) de 
pt (i, k)2 po (Gi, j) p® (G, k)> 0, 
piraitm) (x, i) > pu) (£, j) pra) (j, i) > O0, 
si po Gi, )>0, pr G, D >0; p G, k) > 0, pr G, j) > 0. 

Une chaîne de Markov est susceptible d’être décomposée en 
classes disjointes X, d’états communicants de la manière suivante. 


On prend un état quelconque à, et on note X;, l’ensemble de tous les 
états communicants avec à. La propriété c) de la relation <—- impli- 
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que que deux états quelconques de X;, sont communicants. Si X;, 
n'épuise pas X, on choisit un état à € X;, et on construit selon la 
même procédure la classe X;,. Les états à, et à, ne communiquant 
pas, les classes X; et X; n'auront pas d'éléments communs. On pour- 
suit la construction des ensembles X;, jusqu'à épuisement de À. Les 


classes À, possèdent les propriétés suivantes: 

a) le nombre de classes X, est au plus dénombrable ; 

b) tout élément n'appartient qu’à une et une seule classe X, ; 

c) deux états quelconques de À, sont communicants; 

d) deux états quelconques de deux classes distinctes ne communi- 
quent pas entre eux. 

Les deux dernières propriétés s’énoncent encore: à partir d'un 
état donné à d’une classe X, on peut en un certain nombre d’épreu- 
ves atteindre avec une probabilité positive un autre état de cette 
même classe. Il n’est pas exclu qu'un système se trouvant dans une 
classe la quitte, mais la probabilité qu’il y revienne est alors nulle. 


D&riINITION. Une chaîne de Markov est irréductible si elle est cons- 
tituée d'une seule classe d'états communicants. Un état i est essentiel 
(resp. non essentiel) si tout état j, accessible à partir de i, communique 
(resp. ne communique pas) avec i. 

On remarque sans peine qu’à partir d’un état essentiel on ne peut 
accéder qu’à des états essentiels. En effet, soient à essentiel et j 
accessible à partir de i. Si k est accessible à partir de j, il l’est à par- 
tir de à et à l’est à partir de k (puisque à est essentiel). Donc j est 
accessible à partir de k, c’est-à-dire j est essentiel. 

D'où le corollaire: dans toute classe d’étaits communicants les 
états soit sont tous essentiels soit ne le sont pas. 

Récurrence. Soit Ë (n) l’état d’un système markovien à l'instant 
n. Désignons par Tt; — 7; (7) le nombre d'épreuves nécessaires au 
système markovien pour atteindre pour la première fois l’état j à 
partir de l’instant n. Donc 7; (n) est défini par les relations 


Enm+1)Æj .., EÉm+u—-1)Æÿ ÊG+T) =). 


Considérons la famille de tribus {Sn ay, € = 0, 1, . . .}, Où in 
est la plus petite tribu par rapport à laquelle sont mesurables Ë (n), 
E(n + 1), +19 En + it). 

La quantité t; (n) est un instant markovien sur cette famille. 
Posons 


J9 G D =P (rm) =s|E(m) =i), s—1, 2, ..., 
fo (G, j) = 0. 
De plus 
JO G, D) = pO (G, j) = p (, j). 
L'homogénéité de la chaîne entraîne que les probabilités jf (i, j) 
ne dépendent pas de n. On les appelle probabilités de premier accès 


$ 6] CHAÎNES DE MARKOV À NOMBRE DÉNOMBRABLE D'’'ÉTATS 189 


à l’état j si i £ j et probabilités de premier retour à l’état à si i — j. 
La somme 


FGH = ZE) GA) 


est la probabilité que le système quitte l’état à et accède jamais à 
l’état j. De façon analogue F (i, i) est la probabilité que le système 
sorte de l’état i et y revienne au terme d’un nombre fini d'épreuves. 
Si Fi(i, j) < 1, alors —T; est impropre. 

D£riniTion. Un état i est dit récurrent si F (i, i) = 1 et transitoire 
si Fi, i) < 1. 

On établit sans peine une relation entre les probabilités de pas- 
sage et les probabilités de premier accès, soit 


ñn 


po = LI Dre, n>1. (4) 


On suppose que p'® (i, j) = Ô6;; — 0. En eïfet, soit vw; l’instant de 
premier accès en j, compté à partir de l'instant initial. On a 


Po, = PO =sNE() == 
= D PPtu=sNE (== 2 PSS) PO (R)=i}= 


= D HP (G, j), 


d’où la formule (4). Signalons un cas particulier : 


n 


po GE, = D, 5 pro (i, D), (5) 


S=—= 


qui s'écrit encore 
n—i 
FO, = po (Gi, — D FO (Gi, à) pro (Gi, à). 
s—=1 


La dernière expression permet de calculer de proche en proche la 
probabilité de retour si sont connues les probabilités de passage. 
On remarquera que pour calculer les probabilités de retour à l’état à 
il suffit seulement de connaître les probabilités de passage en cet état. 


Soient P;;(z) et F;;(z) fonctions génératrices des suites 
{pa (6, j), n=0, 1, 2, .} a (Gi, j); n=0, 4: 2, “the 


Pi(= 2 PO, De, Fi()= ZI, ja. 
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La formule (5) donne 
Pa(z)= pO (i, + D D FO (Gi, Dzpe-h(i, i)zn-h = 
n=1 k=1 


A4 SD FO G, i)zptr-h (ÿ, i)zn-k A+ D fa (Gi, à) P; (2) 
k=1 n=À = { 


ou 
P;; (z) == + P;; (z) Fi: (z). 

Le changement de l’ordre de sommation est licite, car les séries étu- 

diées sont absolument convergentes lorsque | z | < 1. La dernière 

formule peut encore s’écrire 

1 


Pa) ro (6) 
De façon analogue on déduit de (4) 
Pi5G) = PQ F;6, ii. (7) 


Soit z un réel et z À 1. Les fonctions P;; (z) et F;; (z) sont monotones 
croissantes et de plus, en vertu du théorème d’Abel, lim F;; (z) — 
zti 


= F;; (4) = F (i, i). Posons 
lim P;; (z) = (G (ë, i) = P;; (1). 
zti 

La relation (6) entraîne le 


THéoRèME 1. Un état i est récurrent si G{i,i)= >») pm(i,i)= 00 
n=0 


et transitoire si G{i, i)= ), pl (i, i) << co. Dans le cas transitoire 
n=0 


{ 
Fi, i) : 
TH£6oRÈME 2. Si des états i et j sont communicants, ils sont simul- 
tanément récurrents ou transitoires. 
Démonstration. Comme i <-+ j, il existe un m, et un m, 
tels que 


G{i, i)— 


pu) (i, j)>0, pr (j, i)>0. 
D'autre part, 
piratmrn) (j, j) > pre) (j, i) pr) (é, i) pr) (i, j), 
donc 
>, po (ji, j)>ptra (j, i) pm (i, j) D pl (i, à) 
N=Mit Ma n=0 


et la série G (j, j) est divergente si l’est G (i, i). En permutant à et j 
on conclut que G (i, i) et G (j, j) sont simultanément finis ou infinis. 
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Donc pour une chaîne de Markov la propriété de récurrence est 
moins une propriété d'état qu’une caractéristique d'états communi- 
cants. 

L’intuition nous suggère que les retours au bout d’un intervalle 
de temps infini dans un état récurrent ont lieu une infinité de fois 
et dans un état transitoire seulement un nombre fini de fois. La 
démonstration ne soulève aucune difficulté. 

Soient Q; (m) l'événement : {le système accède à l’état j au moins 


D] 


m fois}, tj le nombre d'épreuves précédant la première arrivée à 
l’état j. Alors 


Q5(m)= U Q;(m)Ntr;=n}. 
Soit q;; (m) la probabilité de l'événement Q; (m) si £ (0) = i. On a 
qi (me = à P(Q;(m)NlT;=n1|8 (0)=i)= 
= > PP (Q;(mir;=n) PŸ (r=nlé (0) =i)= 


00 . | | 
= D IG, D) PÉ(Q;(mIT=n). 
On vérifie immédiatement que 


PP(Q(m)t;=n) =P9(Q;(m—1))= 95; (m—1). 


qi; (im) = F (à, j) g;5 (m — 1). (8) 


Soit g;; = q;j (co) la probabilité que sorti de l’état à le système entre 
une infinité de fois dans l’état j. Comme g;; = lim g;; (m), on dé- 
mi — 00 


duit de (8) que 


Donc 


Qis = EF (, j) qi. (9) 

THÉORÈME 3. Si j est un état récurrent, alors qg;; = F (i, j) et en 
particulier q;; = 1; si j est transitoire, alors g;; = 0 pour tout i. 

Démonstration. Si F (; j) <'1, en faisant i = j dans 
(9), on obtient q;; = 0, et de la même égalité on déduit que g;; Le 0. 
Si F (j, j) = 1, alors de (8) il vient que g;; (m) = LF (j, j}}"-! = 1, 
d’où g;; = {. De (9) il résulte alors: Qi = F (i,j). © 

Soit F (i, j) = 1. La propriété d’être markovien fort (cf. $ 5, 
théorème 5) implique 


PO (BNC (+4) =) = PP (8) PO (À LE (6x) = jn)) 


pour tout BE; Cette relation entraîne le 
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TH6ORÈEME 4. Si Fi, j) — 1, le processus aléatoire E' (f) = 
— Et; +6) (6 (0) = à) est stochastiquement équivalent au processus 
ë (t) à état initial E (0) = j et ne dépend pas de la tribu %. j 


CoroLLAIRE Soient E (0) = à, à est un état récurrent, £, le nombre 
d'épreuves antérieures au premier retour en i, E, le nombre d'épreuves 
entre le premier et le second retour en i, etc. 

Les variables aléatoires E,, Es, . . ., En, . . . sont équi-réparties et 
indépendantes. 


THÉORÈME 9. Si l’état i est récurrent et F (i, j)>0, en quittant i 
le système passe à l’état j une infinité de fois (q;; — 1), et F (ÿ, i) > 0. 
En particulier, F (i, j) = 1. 

Le théorème 3 dit que le nombre de retours à l’état à est infini. 
Soit C', l'événement : {le système passe par l’état jentre le (4 — 1)-ième 
et le k-ième séjour dans l’état i}. Le processus étant markovien fort, 
les événements C;, sont mutuellement indépendants et admettent la 


même probabilité. Comme [|] C; est la probabilité que le système 
k=1 


passe jamais à l’état j, P (C:) > 0 et D P (C;) — oc. Le théorème 
#=1 


de Borel-Cantelli dit que C, se réalise presque sûrement une infinité 
de fois. Bien plus, après avoir atteint l’état j le système passera une 
infinité de fois à l’état i. 


CoRoLLAIRE 1. À partir d'un état récurrent seuls sont accessibles 
des états récurrents. Les états récurrents sont essentiels. 

Ce corollaire précise le théorème 2 obtenu précédemment à l’aide 
des fonctions génératrices. 


CoROLLAIRE 2. Dans une classe d'états communicants contenant un 
état récurrent, tous les autres états sont récurrents et tout système évo- 
luant dans cette classe atteint presque sûrement tôt ou tard tous les au- 
tres états de la classe et ce une infinité de fois. 

Les classes d'états communicants récurrents sont appelées classes 
récurrentes. 

Posons 


Gi, j)= 2 po (i, j). 
; n— 


Cette série a été interprétée pour le cas i = j. Etablissons la rela- 
tion suivante dans le cas générale: 


N 

D pe) 
Lin ——— = F (i, j). (10) 
TS po) (j, j) 


n=0 
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La démonstration est basée sur la formule (4). En faisant n = 1, 
2, ..., N dans (4) et en sommant les égalités obtenues on aura 


N N n—-1 
D pi, = > D IT (Gi, j)pO(j, j)= 
n=1 n—1 s—=0 


N—1 N N-1 
=D D FT (Gi, j)pO(G, j= D pO(ÿ, Ï) En 
s=0 n—=$+1 s=0 
N—-s 
où Fn-s— » fo (i, j) et Fx — Fi, j) lorsque W — oo. Donc 
n=1 
N 


Dh, à p (j, ÿ) 
—=® D En —. 
OV 
Sp, j)  s=0 D Pa, ji) 
0 


n=0 


[ES 


La véracité de la formule (10) découle maintenant du 
LEMME 1. Si b,, n—0, 1,..., est une suite de nombres non 
ON 


négatifs et —$ ———+0, alors pour toute suite convergente cà, 
D be 
s=0 
n=1,2,...,on a 
N 
> bRCN 
lim = — lim Cn 
23 0R 
=0 
Démonstration. Si c—dlime,, alors 
N 
> bkCN 8 
k=0 
N D 
DE 
k=0 
N-n N N 
> bR(cy_n—0) DE D bken_r 
k=0 k=N=n+1 k=N-n+1 
DE DE DEL 
k=0 k=0 k=0 


Si l'indice n est choisi tel que pour n° > non ait [c— cr | €, 
Ve >> 0, le premier terme du second membre de (11) est inférieur à &. 
Pour n fixe le second et le troisième terme tendent également vers 0 
lorsque V —+ co, car les c, sont bornés. D'où le lemme et l'égalité 


13—0398 
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(10) puisque les conditions du lemme sont valables pour le cas étu- 
dié, car les p‘®” (j, i) sont bornés. 


La formule (10) implique le 


TH60RÈME 6. G (i, j) — © à l’intérieur d'une classe récurrente; si 


j est transitoire, G (i, j) © pour tous les i. 
En effet, si j est un état transitoire, le dénominateur du premier 


membre de (10) tend vers une limite finie, donc le numérateur tendra 
aussi vers une limite finie. Si au contraire j est récurrent, le déno- 
minateur tend vers l'infini. Si F (ti, j) > 0, le numérateur tend éga- 


lement vers l’infini. 
Périodicité. On remarquera que si p‘”? (i, i)>>0, alors 
p®® (i, i) > 0. En effet, p® (i, i) > po (i, i) po (i, à) ... 
.. po (i,i). Soit d (i) le P.G.C.D. de tous les n tels que p°” (i, i) >> 
> 0. ‘si p‘® (à, i) = 0 pour tous les n > 1, on admettra alors que 


d (i) = oo. 


THÉORÈME 7. Si i ++ j, alors d (i) — d (j) 

Démonstration. À noter que si i <+ j, d(i) et d (j) sont 
finis. Soit p'° (à, i) > 0. Il existe un n > 0 et un m > 0 tels que 
pi, )>0 et p (j, i) > 0, de sorte que p*7*9 (j, j) > 
> p°® (j, i)p®(i, i)p®(i, j)>0. De façon analogue 
Senmehs) (, j))=>0 Donc di(j) divise (n + m + 2s) — 
— (n + m+s) = s. D'où il suit que d(j) < d (i). Mutatis mutandis 
on obtient d (i) — dj). M 

CoRoOLLAIRE. Dans toute classe d'états communicants d (i) est cons- 


tant. 
En particulier, d = d (i) ne dépend pas de l’état dans une chaîne 


de Markov irréductible. 


DérFiNiTion. Une chaîne de Markov irréductible est apériodique si 
= À, périodique et de période d si d > 1. 


THÉOREME 8. Si d (i) << co, il existe un n, tel que pour n> m 
pri (i, ) > 0. 


Démonstration. Soit n4 (k = 1, 2, ..., s) une suitede 


nombres tels que p°%? (i, i) > 0 et que le P.G.C.D. des nombres 
Pis Pos + +, N, SOit égal à d (i). En vertu du lemme 4, $ 4, il existe 


un », tel que pour n > no on ait nd (i) = > cyn,. Donc 
k=1 


pdt) (Gi, i) {pero (Gi, [pee (à, ie >0. 6 
COROLLAIRE. Si pt (j, i) > 0, pour tous les n assez grands 


perd) (j, i) > 0. 
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En effet, 
portndG) (j, i)Z pt (j, à) perdu) (à, i). 


On a souvent intérêt en étudiant les chaînes de Markov à considé- 
rer d’abord des chaînes apériodiques et ensuite à généraliser les ré- 
sultats obtenus aux chaînes périodiques. 

Montrons que la période d’un état se calcule à l’aide de la pro- 
babilité du premier retour. 


LEMME 2. La période de l'état i est confondue avec le P.G.C.D. de 
tous les n tels que f"" (i, i) > 0. 

Démonstration. Soient Z, et Zn les ensembles des 
n<N tels que p°° (i, i) > 0 et f (i, i) > 0 respectivement, et 
dy et dx leurs P.G.C.D. De toute évidence Zy &Z%,, donc dy > 
> dy. En outre, d, = d,. Supposons qu’existe un NW tel que d, = d, 
pour n < N et dy4, >> dy+,. Alors fIN*D (i, à) = Oet pN*'t (Gi) > 
> 0, L'égalité 


N 
PAR (De DH 20 GE D PAT, D 
entraîne pour un s, 0<s< NN, 
F9 G, à) pr G, D) > 0, 


c'est-à-dire s et V + 1 — ssont divisibles par d, et par suite N +1 
est divisible par d,, ce qui contredit la relation d,4, << dn+, = 
— dy. |: | 


THÉORÈME 9. Toute classe K d'états communicants de période d < oo 
est susceptible d’être partitionnée en d sous-ensembles K,, K;, ... 

., Ky- deux à deux disjoints tels que, en une épreuve, de K, (s < 
<< d — 1) on ne puisse passer qu’en K,.+. et de K;_ en K,. De plus, 
si iCK,. jEK, il existe N = N (i, j) tel que pr (j, j) > 0 
pour n > N. 

Démonstration. Soit X, l’ensemble de tous les états j 
tels que pour au moins un k entier positif on ait p‘*® (i, j) > 0, où à 
est un état choisi arbitrairement dans X. Alors i € K,. Commeiet jÿ 
communiquent, il existe m tel que p°” (j, i) > 0. Le nombre m est 
multiple de d. En effet, pm (j, 5) > pi (à, j) p° (j, à > 0, 
donc kd + m est divisible par d. Comme m est divisible par d, si, 
au lieu de l’état i, on considère dans la définition de X, un j quelcon- 
que tel que p*® (i, j) > 0 pour k quelconque, alors KX, ne change pas. 
Soient maintenant X, l’ensemble des j € Æ tels que à pti,j) > 0, 

1 0 
K, l’ensemble des j tels que à pli =>0,j€K, etc. Par définition 
VS 


4 1 
de l’ensemble K, on a K,44, € K, quels que soient r et s. D'autre 
part, sijE K,., il existe jo, 1, . . ., Ï, = j tels que j, €EK,,r<Ss, 
et p(j;-1 jr) >> 0, c’est-à-dire p°" (j,, j) > 0. La réciproque est. 


13* 
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vraie: si pt” (j,, jj > 0, j,E€K,, jEK, alors j € K,(ÿ, —j,+1 
Jr jet, — j—> jr11— j,). Reste à s'assurer que les classes X, 
et À, sont disjointes, 0 < r << s< d. Soit en effet jE K,, j € K.. 
Il existerait alors i, et à, € K, tels que p°”? (i,, j) > Oet p'° (i,, j) > 
> 0. Comme i, et j sont communicants, p°” (j, i,) > 0 pour un m. 
Donc p"+ (Gi, ü) > p° (, j) pe (G, io) > 0, et m + s est divi- 
sible par d, c’est-à-dire m — kd — s, où s est un entier. On aurait 
alors 
Op (à, j) PT (G, do) K pen (éxs de); 


or, On l’a vu plus haut, ceci est impossible puisqu'on ne peut passer 
de i, en ie (ü: io € Ko) qu’en un nombre d’épreuves multiple de d. 
Soit d’autre part i € K, et j € K.. Il existe m tel que p°” (i, j) > 0. 
Alors m = kçd + (s — r). Par ailleurs, en vertu du théorème 8 on 
a p"® (à, i) > 0 pour tous les n > n, (à). Donc ptrthodts-n (j, j) > 
> pd (i, i) phoi+s-" (j, j) > 0 pour tous les n > n, (i). 


Appelons les ensembles X,, K,, ..., Ky=, sous-classes de la classe 
périodique des états communicants. 


THÉ60RÈME 10. Soient p'" (i, j) les probabilités de passage d’une 
chaîne de Markov récurrente irréductible apériodique. Désignons par 
mi; le nombre moyen d'épreuves avant le premier retour à l’état i 


m= Dnf (i, i). 
n=1 
Alors pour tout j 
lim pO0 (j, = ——. (12) 


ñn — 00 mi 
Démonstration. Soit % le nombre d'épreuves avant le 
premier retour à l’état ci, t, le nombre d'épreuves entre le premier et 
le second retour dans cet état, etc. Le corollaire du théorème 4 nous 
dit que Top, Ty, + + +» Tn, - . . Sont mutuellement indépendants, équi- 
répartis, prennent des valeurs entières non inférieures à l’unité, et 
de plus | 


Péru=n}= ff {(i, à), D FT (E, i)=1, Etra=mi. 


Soit un processus de renouvellement dans lequel 7, est la durée du 
n-ième renouvellement. Le rôle de p, et de G (n) incombe maintenant 
à f( (i,i) et p® (i, i) respectivement. La chaîne étant apériodique, 
le renouvellement le sera également en vertu du théorème 2. 

Le théorème 2, $ 4, entraîne 


lim p(Ù (i, i)=—— ; 


ñn — 00 
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on reconnaît ici un cas particulier de (12) pour j = i. La généralisa- 
tion ne soulève aucune difficulté. La formule (4) donne 


ED EST, à pr (, DT: ee LD, 
De) UE >) ii 
R=1 R=1 


En remarquant que 
n 
F9 G, 0, D fŸ(, ÿ +1 lorsque n + 0 
k=1 


(en vertu de la récurrenceet de l’irréductibilité dela chaîne) et en ap- 
pliquant le lemme 1, on obtient la généralisation de (12). 

Le théorème démontré s'appelle souvent théorème ergodique des 
chaînes de Markov. 


TaéorèmMe 11. Si une chaîne de Markov récurrente irréductible est 
périodique de période d, alors 


lim pad (i, i=2. (13) 


nn — © 


Si K, sont les sous-classes définies dans le théorème 9 eti£tK,,je€K,., 
alors 


ñn — co 


d 
lim DOUTE j) = (nr. lL—Ss—r (mod d), (14) 
O, [== s—r (mod d). 


Démonstration. Le lemme 2 implique que la période 
d’une chaîne irréductible de Markov est confondue avec la période du 
processus de renouvellement défini dans la démonstration du théorè- 
me précédent. Donc (13) découle directement du corollaire du théo- 
rème 2, $ 4 Le théorème 9 donne: ptrd#) (j, j) — O0 pour i€ K,, 
jEK,et l=Æ s — r (mod d). Donc si r << s par exemple, alors 


ñn 
pirdts-r) (i, j) _ > fd+s-r) (i, j) p(r-hd (, j). 
kR=—0 ù 
On achève de démontrer la formule (14) exactement comme le théo- 
rème 10, en se référant au lemme 1. 
D£éFINITION. Un état récurrent j est 
nul si lim pdÿ(j, j)—0 
positif si lim pdÿ(j, j) > 0. 
Dans une classe récurrente les états sont tous simultanément posi- 
tifs ou nuls. En effet, si i <— j, l'inégalité 


pds (Gi, ip (i, j) pad (ji, j) pO(j, à), 


198 SUITES ALÉATOIRES [CH. III 


où m et s sont tels que p°”? (i, j) > 0, p® (j, i) > 0, entraîne que 
lim p® (i, i) > lim p® (j, j), d = d, = d;. 
Mutatis mutandis on démontre la proposition annoncée. 
Résumons ce qui précède. 
THÉORÈME 12. 
a) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un état j soit 


oo 


transitoire est que G;3= D p”(j, j) <o. Cela étant, 


n=1 
Gij= D po (i, j)LG;; oo, lim p(i, j)=0, Vi, 
n=i1 n — 00 


b) Soit j un état récurrent de période d et de durée moyenne dere- 
tour m;. Si i est accessible à partir de j, alors à estégalement récurrent 
de même période d, nul ou positif en même temps que j, et il existe un 
k, OL k< d, dépendant uniquement de i et j et tel que 


d és 
lim pré (i, j) = {mr pour r—k, (15) 
O0 pour r=£k (mod d), 
€) Si i et j appartiennent à une même classe récurrente, 
1 e 1 
im + D D, De (16) 


n=îi 


La dernière proposition est une conséquence de b). Par ailleurs: 
contrairement à la proposition b) la formule (16) ne fait pas de distinc- 
tion entre les classes d'états apériodiques et périodiques. 

Appelons positive (resp. nulle) une chaîne de Markov récurrente 
irréductible à états positifs (resp. nuls). 


Critères de récurrence. Répartitions stationnaires. La récurrence 
(nulle ou positive) de la chaîne de Markov est étroitement liée aux 
solutions non triviales du système linéaire homogène 


2 p(i, j)z;= ti, it I, (17) 
J 
et de son transposé 
2 PO ire, €. (18) 
3 


Si le système (17) possède une solution non négative et sommable, 
c'est-à-dire x; > 0, Dix; << ©, on admet que dx; — 1 et une telle 
solution peut être traitée comme une répartition initiale invariante 
ti = P {6 (0) =i} = P {# (1) = i} = ... engendrée par un pro- 
cessus markovien stationnaire. D'autre part, l’existence d’un pro- 
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cessus markovien stationnaire dont les probabilités de passage sont 
données équivaut à la donnée d’une solution sommable non négative 
du système (17). 

S'agissant du système transposé (18), l’existence d’une solution 
non triviale x; — c coule de source. Pour une chaîne de Markov 
récurrente il est caractéristique que (18) n’admet pas d’autres solu- 
tions non triviales non négatives. Bien plus, on a le 


TH£orèME 13. Une chaîne de Markov irréductible est récurrente si 
et seulement si le système d’inéquations 


À pi, j)x;<æ, EI, (19) 


ne possède pas de solutions non négatives distinctes des solutions de la 
forme x; = c, iClI. 

Démonstration. Soient une chaîne récurrente, x; > 0 et 
z; (i E I) solutions du système (19). Prenons x > 0 (le cas échéant, 
tous les x; = 0). De (19) il suit 


LT; > à p{i, j) à P (j, k) Th = à p® (ë, k) Th 
JET RET REJ 


et par récurrence 


Tu Z 2 po (Gi, k)zs. 
REI 
Pour tout à il existe n tel que pf® (à, 1!) > 0, donc 


mZp(i, Du>x>0. 
Par suite 
zx, > 0, Viez. 


TL « ? ee . . 
Posons = où / est un état choisi arbitrairement. On a 


l 
> Di pli i)y;>pl, D+2 pi j)ys. 
JE JF! 
En appliquant cette inégalité aux y; du deuxième membre on obtient 
y>p(i, 1)+ 2 pli, ip, D+ 2 2p(i j)p(i, A wm= 
j5l il RE 


= fi, D+HfS(i, D+Dip?(i, km 
kR&! 


où ,p? (i,k) 2 p{i, j)p(i, k) est la probabilité, en quittant 


l'état i, d'accéder en deux épreuves à l'état k et ce sans 
passer par l’état /. En répétant la procédure précédente on est conduit 


à l'inégalité 


N 
n> 2 fo (i, D+ 2% (à, Æ)Yn 
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où PIN) (ä, k) est la probabilité d'aller en V épreuves de l’état à à 
l’état À et ce sans passer par l’état Z. En supposant N —- co, on ob- 
tient 
> JF (, D=4 
n—= 
c'est-à-dire x; > x,. 

i et L étant arbitraires, on trouve: x; — 21 — const, c’est-à-dire 
le système d’inéquations (19) ne possède pas de solutions non néga- 
tives distinctes de x; = c, i€lI. 

Supposons que la chaîne comporte au moins un état non récur- 
rent (l’irréductibilité de la chaîne n’est pas utilisée). Posons x = 1, 
x; = F'(i, L) pour i = !, où L est un état récurrent quelconque. On 
remarquera que À (i, !) = 1 pas pour tous les à, i =£ l. En effet, 
dans le cas contraire on aurait eu 


F(I, D= 2 p(l k)F(k, D+p(l = ZX pl, k)=1, 
RÆI REI 


ce qui contredit la non-récurrence de l’état Z. Donc les nombres non 
négatifs x; définis plus haut ne sont pas tous égaux entre eux. Pour 
i-lona 


= F(i, D= 2 p (is k)F(k, l)+p(i, D= 2 p(, k) ze 


et 
n=1>F(l, 1) = 2 (2, k) x», 
€ 


c’est-à-dire {x;, i € 1} est solution non négative et non constante du 
système (19). 

Penchons-nous maintenant sur le lien entre l’existence de répar- 
titions initiales invariantes et les propriétés de récurrence d’une 
chaîne de Markov, c'est-à-dire sur la résolubilité du système (17) 
pour une chaîne récurrente. 


THéorEeME 14. Soit une chaîne de Markov irréductible et récurrente. 
Le système d'équations (17) admet au plus une solution vérifiant les 
conditions 


2 |zil< oo, DEEE (20) 
il iel 


Si une chaîne est récurrente et positive, la solution du système (17) vé- 
rifiant (20) est de la forme 


N 
tZ;=v;—=lim — S' po (j, i). (21) 
N—00 ee 
Si la chaîne est récurrente et nulle, l'unique solution (absolument som- 
mable) du système (17) est triviale (x; = 0). 
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Démonstration. Prouvons tout d’abord que le système 
(17) possède une seule solution vérifiant les conditions (20). Supposons 
qu’une telle solution existe. En multipliant (17) par p (i, k) et en 
sommant sur tous les à, on obtient 


2= D xp(i, k)= 2 2 x;p(i, i)p(i, k)= 
iel iEI j€I 
= 2x; D pi, ip(i, k)= 2 zp?(i, k). 
iel iEI JET 


La permutation de l’ordre de sommation est permise par la conver- 
gence absolue de la série double. De façon analogue on obtient 


= 2ir;p (j, k). (22) 
JET 


Posons 
: N 
Sn(i, k) = » p® (ji, k); 
n=1 


alors 
= Das (i, À), 
jer 


Sn(i, k)—>mx et la convergence absolue de la série 


PAL donnent par passage à la limite 


= À TM = ME", (23) 
JE 


par suite le système (17) possède une solution unique vérifiant (20). 
Donc si une chaîne est récurrente et nulle, x; = 0, VkE I. 

Montrons maintenant que dans le cas d’une chaîne positive les 
quantités (21) forment la solution cherchée du système. Soit 7’ une 
partie finie de Z. L’inégalité 


pa? (k, )Z2 P®(k, j)p(j, i) 
p] # 
entraine que 


à 1 , N : nc 
SN +1 (4, )— 7 PU; i)> N+i > Sy (x, j) p Ü;, i), 


JET 


d'où en faisant tendre ÀV —+ co 
>> V;p(f; ie 
jet" 
Si ZI, on obtient 


>> v;p (j, i 
JET 
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Une multiplication par p (i, k) et une sommation sur k# nous condui- 
sent aux inégalités 


mn > Dup(i H>Èup® (i k) 
iET JET 
et, si l’on poursuit cette procédure, aux inégalités 
> D vip (i, k), Vn>1. 
jeT 


Avec une inégalité stricte pour au moins un k on aurait eu 


m> Du po (i, k= Du, 
K€I fe fer EI 


ce qui est impossible. Donc 
= 2ivip (i, k), kEI, n=1, 2, ... (24) 


En particulier, les v, constituent la solution du système (17). De (24) 
on déduit 


= Divin (6, k). (25) 
On remarquera que l'inégalité 
D po (i, k)<1 
kel 
entraîne que 
Dsnli, k)L1 et Duw<1, VI CI(I' fini). 
kEI" RE” 
D'où 
DT SR 
REI 


Donc dans (25) on peut passer à la limite lorsque V — oo, ce qui 
donne 


Ur = D ve. 
1 
d’où 
> VU; — 1, 
icI 


Par suite la solution v, du système (17) vérifie les conditions (20). 


REMARQUE Si la chaîne de Markov est arbitraire, {x;, à € I} est 
une solution absolument sommable du système (17), et enfin k est 
un état transitoire, alors x, — (. 

Cette proposition découle de la possibilité de passer à la limite 
lorsque n —+ oo dans l’égalité (22) et de la relation lim p° (jf, k) — 


n—+00 


— 0, qui est réalisée pour tout k transitoire. 
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COROLLAIRES. 

1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une chaîne de Mar- 
kov irréductible soit récurrente positive est que le système (17) possède 
une solution non triviale absolument sommable {x;, i E I}. De plus 
Z; = CV;, où c est une constante et v; > 0. 

2. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une chaîne de 
Markov irréductible possède une répartition initiale invariante est 
qu'elle soit récurrente positive. 

3. Si une chaîne est irréductible, positive et apériodique, l'unique 
solution du système (17) vérifiant (20) est de la forme 


z;=v;=lim p" (j, i). (26) 


nn — 00 
La dernière proposition découle du fait que lim p(® (j, i)exis- 
n — 00 


tent pour une chaîne positive apériodique. Donc (17) résulte de 
(21). 


Le théorème précédent entraîne que dans le cas d’une chaîne 
récurrente nulle le système (17) ne possède pas de solution non tri- 
viale absolument sommable. Mais il admet une solution non somma- 
ble non négative importante. Pour l’obtenir on se sert d’une probabi- 
lité de passage avec interdiction ou tabou-probabilité. Cette notion 
généralise celle de probabilité de premier accès. On l’a déjà ren- 
contrée dans la démonstration du théorème 13. La tabou-probabilité 
ip‘ (i, j) est la probabilité d'arriver en n épreuves à l’état j en par- 
tant de l’état initial i sans passer par l’état Z aux instants 1, 2, ... 
..., nr — 1. Donc 


11 (, j) = ie > j p (à, ji) P (as j) FR P (fn-1 j), n >1. 
1; Dr n-1, 
jr£l,r=1, RC | 


De toute évidence 
1p® (ë, j) = p (i, j); 1p°° (ë, j)= 1" (ë, j). 
Posons encore 
1P9 (i,j)=6(i, j). 


On définit de façon analogue la tabou-probabilité ;p‘*” attachée à 
un ensemble interdit d'états H. Si deux états Z et j sont interdits, 
on désignera logiquement la tabou-probabilité {:,;3p°° (à, j) par 
1 (à, j). Ceci exprime la probabilité d'accéder pour la première 
fois à l’état j à partir de l’état i en n épreuves sans passer pour cela 
par l’état L. 
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Signalons les deux égalités suivantes: 


n 


pt (à, j) = à 11) (à, j)ape—h) (j, j), (27) 
po (à, j)= 2 PA) (à, tu, m POP (à, j). (28) 


En particulier, la formule (28) entraîne que (pour [= j) 


n 
FO (Gi, = 2 pe (EE) FO (G, j). (29) 
k=1 
Soient les fonctions génératrices 


n 


P;;(2)= D pt (i, j)z", 


n=0 


O0 


1F;; (2) = > 1100) (ë, j) 2°, 1f(0) (ë, j) = 0. 


Les seconds membres des égalités (27) et (29) sont l’expression du 
produit de convolution de deux suites, donc 


Pi) = Pi; (il; (2), Fi) = Pa (zh: Fi; (2). (30) 


On remarquera que les séries ,F;; (z) sont convergentes pour z = 1 
et de plus, si les états à et j sont communicants, alors ;F;; (1)> 0. 
Dans cette hypothèse la deuxième égalité (30) montre qu'il existe 
une limite finie ;P;;.(z) lorsque z — 1 et par suite ;P;; (1) < co. 
Posons 


OO 


G(i, j)= D ap0 (i, j). (31) 


n=0 
Si donc les états à et j sont communicants, 
ets n— Fi; (1) 29 
UE En (82) 
D'autre part, la première égalité (30) donne 
QG (, j) = Fi; (À) :G G, j), 
d’où 
iQ (, j) < :G (, Ï) < ©. (33) 
Revenons au système (17) et prouvons le théorème suivant. 


J'HÉORÈME 15. Soit lun état arbitraire d’une chaîne de Markov ré- 
currente irréductible. Le système (17) possède la solution non négative 


LE, Z; = 1G (1, i) GÆDielz. 
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Démonstration. Posons 
u=l,u; =,G(L i) Gi). (34) 
Pour il on a 


Diu;p(i, i)=p(l, i)+ 2:16 (L, j) p(i, i) = 
IX ( il 
= pl, + D pe, j)p(i, = 
J+ln=i 


=p(l,i)+ 2 pot (l, i)=iG(L, i)=u;; 


si i—{, alors 


ZupG,D=pOD+ LIEN DEL I0( D=1= um. M 


Etudions l’unicité de la solution du système d'équations (17) 
vérifiant les conditions w — 1, u; > 0. Pour ce faire nous allons 
nous servir d’une méthode faisant intervenir la notion de chaîne de 
Markov inversée. 

Supposons dans un premier temps que la chaîne est récurrente 
positive et soit {v;, j € I} une répartition initiale invariante. 

Soit P® la mesure probabiliste attachée au processus marko- 
vien stationnaire associé à la répartition initiale {v;, j € 7}. Soient 
les probabilités conditionnelles 


Qi (1 Jo .…... În) == 
= POLE (1) =, (2) =... EG n) = 
= În | & (£) = i}, 


où f>n:0ona 


U;,P (jns În-1) P (n-1: În-2) ++ D (j1s à) ” 
V; = 


= q(i, j1) 9 (fa ja) se Q (ut, În); 


Qi(fas fs ++. Ïn) = 


« nc NOT 
où g(G, j)=p( ii). 

Donc, dans une chaîne de Markov récurrente positive stationnai- 
re, les probabilités conditionnelles de passage résultant d’une inver- 
sion du temps (c’est-à-dire le temps est compté du présent vers le 
passé) sont également attachées à une chaîne de Markov. Cela étant, 
v; > 0 entraîne que 

ns D 1 es Vi 
gU 20, Dati j=— Dvypf, == 1. 
jel jeT 

Cette construction peut être effectuée aussi bien pour les chaînes 
récurrentes positives que pour les récurrentes nulles. Considérons à 
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ces Îins une solution positive quelconque {x;, j € 1} du système (17) 
(l'existence d’une telle solution sera prouvée plus bas) et posons 


_: . n Ti 
a, j)=p(G ii). (35} 
Comme précédemment, 


gi, 20,2 qi, j)=1. 
JET 


Une chaîne de Markov de probabilités de passage (35) sera appe- 
lée chaîne inverse de l’initiale. 

Signalons les formules des probabilités de passage en n épreuves 
dans une chaîne inverse. On a 


a (i, j)=. ; à . qi, Ï1) 9 (far Ja) + + + Q (fn-1r 1) = 


J1; J2, es IN 


Lu SE ss TJ 
== >, Pis à) P (as Ja) ee PÜS În-1) 


Jjs 229 ce, ÎN=1 


c’est-à-dire 
T e. L2 
ge = po (à). (36) 


Par suite, si la chaîne initiale est irréductible, récurrente, positive 
ou nulle, il en sera de même pour la chaîne inverse. 
L'application de la relation (10) à une chaîne inverse donne 


N 
D) 200 (i, j) 
. | 
ion 2 = 1. 


TRUST ge (ÿ, j) 
n=0 
En vertu des formules (36) on a 


N 
>, pm) (j, i) 


lim = +, (37) 
7 D pe (j, j) 
n =0 


d'où le 
THéorëME 16. Dans le cas d’une chaîne récurrente irréductible le 


système (17) admet une solution non négative unique telle que x = 1. 
De plus x; —=:1G (l, i) et 


N 

D) po (j, i) 
din — = ,G (j, à). (38) 
NT D pt (ÿ, j) 


n=0 


$ 6] CHAÎNES DE MARKOV À NOMBRE DÉNOMBRABLE D'ÉTATS 207 


La formule (38) découle de l’unicité de la solution du système (17) 
et du théorème (15), l’unicité, de la formule (37) sous réserve que 
z;j > 0, Vi. Donc d’après le théorème 15 il suffit de prouver que si 
{x;, j E 1} est solution non triviale non négative du système (17), 
alors x; > 0. On montre que x; > 0 de la façon suivante. Pour toute 
solution non négative du système (17) on a 


as DepUi= 2 2 mp np D= 
= 2m 2pE ir i= 2 mp? (ki). 


Par récurrence on démontre sans peine que 


Ti = > zx p'" (k, i). 
kET 


Soit x > 0; 
Vi Zn tel que pt” (I, i) > 0: 
donc 
x > ap (Li) > 0. 


En construisant pour cette solution une chaîne inverse et en faisant 
z = À, on déduit de (37) l’unicité de x;, i € JT. Le théorème 15 donne 
TL; — -G (l, 1). Les | 


REMARQUE. La formule (37) généralise la relation 
N 
lim N-t D p(j,i)=vs, 
Nc n=i 


où {v;} est une répartition initiale invariante d’une chaîne récurrente 
positive irréductible. 


TaéorëME 17. Dans le cas d'une chaîne de Markov récurrente irré- 
ductible le système d'inéquations 


a2> à xp il), x >0, =, (39) 
possède une solution unique et de plus 
mi=2æp(i,i), EL. 
D'après le théorème 16 il suffit simplement de prouver l’unicité 


de la solution du système (39). Soit une chaîne de Markov inverse 
de probabilités de passage 


Re RE 
ga i)=p( ii), 
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où u; est une solution positive du système (17). C’est une chaîne 
irréductible et récurrente. On a 


ss LOUE A Æj t; 2 
Dal ne Dr0 DE, E4 
7 j 


uj *® u] 
Or, d’après le théorème 13, le système d’inéquations 
Da Dur<us = 
possède une solution non négative unique y; = 1. Donc 
= ViCI. 


CHAPITRE IV 


FONCTIONS ALÉATOIRES 


$ 1. Définition d’une fonction aléatoire 


Au chapitre Î la fonction aléatoire a été définie comme une fa- 
mille de variables aléatoires dépendant d’un paramètre. On y a 
mentionné les difficultés liées à cette définition au sens large, 
c'est-à-dire une collection de fonctions de répartition finidimension- 
nelles vérifiant des conditions de compatibilité. L’axiomatique de 
la théorie des probabilités nous suggère d’entendre naturellement 
par fonction aléatoire une famille arbitraire de variables aléatoires 
définies sur un même espace probabilisé. 


DériniTion. Soit {Q, ©, P} un espace probabilisé. On appelle fonc- 
tion aléatoire une fonction de deux variables g (0, w) — & (6) définie 
pour 0 € 6, © € Q, à valeurs dans un espace métrique X, ©-mesurable 
comme fonction de w pour chaque 8 € @. L'ensemble O est le domaine 
de définition de la fonction aléatoire, X le domaine de valeurs. 

Le cas particulier suivant de la définition générale est intéres- 
sant. Supposons que Q est un espace fonctionnel, © — & (8),8 € 6, 
et que la tribu © contient tous les ensembles de Q de la forme 


{w: © (6)€ 4} 


quel que soit 6 € @ et quel que soit l’ensemble borélien À € X, P 
est une mesure probabiliste arbitraire sur @. 11 semble naturel d’as- 
similer un tel espace probabilisé à une fonction aléatoire g (8, w) — 
— @ (0). Parfois il est commode d'identifier la fonction aléatoire 
g (80, ©) — © (6) à un espace probabilisé du type décrit. 

On remarque aisément que la définition générale de la fonction 
aléatoire peut être ramenée au cas particulier décrit. En effet, si 
upe fonction aléatoire E (8) est donnée comme une fonction de deux 
variables £ (0) — g (6, w), alors en posant u — g (6, w), où © est 
fixe, © € Q, et en désignant par U l’ensemble de toutes les fonctions 
u —£g (0, &) obtenues lorsque « parcourt Q, on obtient une appli- 
cation 7 de Q sur ÜÙ qui associe à la tribu © des ensembles de Q une 
tribu ÿ d’ensembles de Ù et à la mesure probabiliste P sur @ une 
mesure probabiliste P’ sur % (cf. $ 6, chap. IT). Pour tout 6 fixe 


14—-0398 
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l’ensemble {u : u = g (0, w)<zx} appartient à %, puisque 
T-l{u:u—=g(8, ©) < zx} = {o: g (8, w) < x} EG. 

On obtient donc un espace probabilisé {U, %, P'}, où U est un 
ensemble de fonctions u=u (6) tel que, quels que soient n, 6,, 6,,.. 
.…. On (03 € 0, k = 1, ..., n), la répartition de la suite de va- 
riables aléatoires 


£ (0,, œ), £ (02, @), os E (8, &) 
sur {Q, &, P} coïncide avec celle de la suite de variables 
u (6,), u (0); s..s U (8) 


définies sur l’espace probabilisé {U, 5%, P'}. 

Enonçons maintenant un point de vue, capital pour la suite, sur 
l’équivalence de fonctions aléatoires. Dans les problèmes il n’y a 
aucune raison de différencier des fonctions aléatoires se déduisant 
l’une de l’autre par des transformations de l’espace probabilisé. 
Bien plus, d’un point de vue pratique, l’expérience ne permet de 
distinguer que les hypothèses relatives aux répartitions finidimension- 
nelles d’une fonction aléatoire. Aussi admet-on que les données empi- 
riques ne permettent pas de faire une distinction entre deux fonctions 
aléatoires £ (8) et £’ (8) dont coïncident les répartitions finidimen- 
sionnelles, c’est-à-dire les répartitions conjointes des suites 


& (0), & (82), . .., Ë (6) (1) 


et 
É" (61), &” (02), .  ., E” (On) (2) 


pour tous les entiers n > 1 et 0, € Q, k = 1, ..., n. On adoptera 
donc la définition suivante. 


DÉFINITION. On dit que deux fonctions aléatoires & (0) et E’ (0) 
ayant le même domaine de définition @ sont stochastiquement équiva- 
lentes au sens large si, quels que soient n > 1 entier et 6, € O, k — 
—1,2, ..., n, les répartitions conjointes des suites de variables aléa- 
toires (1) et (2) sont confondues. 

Dans la suite il sera fait un large usage des fonctions aléatoires 
stochastiquement équivalentes dans un sens plus étroit. 


DEéFiNirioN. Deux fonctions aléatoires g, (6, w) et g, (8, ©) (86€ 6, 
© € 2) définies sur un même espace probabilisé sont stochastiquement 
équivalentes si pour tout 0€ O 


P {g1 (6, ©) Æ g2 (6, w)} — 0. 


Il est évident que si g, (6, w) et g, (0, w) sont stochastiquement 
équivalentes, elles le seront au sens large. 
Voyons quelques exemples de fonctions aléatoires. 
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a) L'oscillation aléatoire & ({), (— oo << t << ©) étudiée au $ 5, 
chapitre I, 


n . 
C (4) — 2 RUE, VO + fn, 


Qps Br (k = 1, 2, ..., n) étant des variables aléatoires, peut être 
mise sous la forme 
Ô (£) D (£, @), 


OÙ © — (y, Los + + +» On Pis Pos + + +» Pn) eSt un point d’un espace 
réel 4° 2n-dimensionnel et g (f, w) une fonction linéaire de ow à £ 
fixe et une somme de fonctions trigonométriques de £ à w fixe. Dans 
4°" la probabilité P est donnée par la répartition conjointe des va- 
riables aléatoires @,, @o, . . ., On, BP, Be, . - ., PB. D'autre part, le 
processus 6 ({) peut être traité comme un espace probabilisé {U, &, 
P'}, où U est l’espace de toutes les fonctions à valeurs complexes de 


n 
ut 
Ja forme u = Dove", la base des exposants (u,, us, . . ., Un) 


étant donnée. 

La mesure P' sur U est induite par la mesure P par l’application 
O —æu =£gi(t, &). 

b) Soit un processus Ë ({) dont les réalisations sont constantes 
sur les intervalles de temps [4 — 1, k] et y prennent la valeur 0 ou 1 
avec des probabilités identiques ne dépendant pas des valeurs pri- 
ses sur les intervalles de temps antérieurs. 

Entre les réalisations du processus E& (f) et les fractions binaires 
infinies on peut établir une correspondance bi-univoque : 


E () —o = 0, ttes . . En... … (3) 


où x, est la valeur prise par Ë (f) sur l'intervalle [n — 1, n]. À toute 
fraction binaire infinie w est associé un point de l'intervalle [0, 1]. 
La bi-univocité de cette correspondance est violée seulement pour 
les fractions dont tous les chiffres binaires sont confondus à partir 
d'un certain rang. À deux telles fractions distinctes correspond un 
même point de l’intervalle [0, 1] (exception faite des points 0 et 1 
dont l’unique représentation sous forme d’une fraction binaire infi- 
nie est: 0 — 0, 00... 0 ..., 1 = 0, 11 ... 1 ...). Les réalisa- 
tions correspondant aux fractions binaires infinies deviennent cons- 
tantes à partir d’un certain instant. Désignons par A l’ensemble de 
ces réalisations et par Y, l’événement qui consiste en ce que la fonc- 
tion £ (f) est constante à partir d’un instant n. On a 


X= U A. 
n=i 


Supposons encore que Ah» Signitie que la fonction E ({) est constante 
sur l'intervalle [n, n+m]. Les événements X,, (m—1,2,...) 


14% 
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O0 


forment une suite monotone décroissante, A, — ff Am et 
1 


P (Ah) = lim P (2 nm): 


m — 00 


Par suite, si l’on néglige les fonctions aléatoires & (t) de probabilité 
nulle, on établit une correspondance bi-univoque entre les points 
de l’intervalle {0, 1] et les fonctions aléatoires E (6). 

Soit À un intervalle de longueur 1/27 séparé par des nombres 
binaires rationnels, c’est-à-dire un intervalle de la forme [0, j,...)j;,; 
0, j,...j, + 1, où j, prennent la valeur 0 ou 1, 4 — 1,2,...,n. 

L'ensemble À des fonctions aléatoires & ({) associées aux points 
@ € À est composé de fonctions vérifiant les conditions 


Ë (0) = ji, Ë (À) = fu + Em — 1) = jn. 


La probabilité que Ë (4) € À est égale à 1/2”, c’est-à-dire à la lon- 
gueur de l’intervalle A. D'où il suit que si B est un borélien quel- 
conque de points de l’intervalle [0, 1] et B’ l’ensemble des fonctions 
E (t) mis par (3) en relation bi-univoque avec l’ensemble numérique 
B, alors P (B') est confondue avec la mesure de Lebesgue de LB. 
Donc choisir une fonction aléatoire & (£{) revient à choisir arbitraire- 
ment un point o dans [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue. Plus 
exactement, cela veut dire que le processus aléatoire se décrit entiè- 
rement de la façon suivante. On prend un point quelconque de 
l'intervalle [0, 1]. La probabilité que © € B, où B est un borélien de 
[0, 1}, est égale à la mesure de Lebesgue de B. L'écriture binaire de 
la coordonnée du point © est 0, zx, ... x, ... La fonction Ë (1) 
prend alors la valeur x, sur l'intervalle [(n — 1), n]. Donc Ë (t) 
s'écrit encore 
EC) = f(, ©), 


où f(t, w) est une fonction non aléatoire, complètement définie de 
t EÏ0, of et wo EI0, 1]. 

c) Soit une fonction aléatoire au sens large à valeurs dans X, 
espace polonais (métrique, complet et séparable), et définie sur ©. 
On a vu au $ 2, chapitre IT, qu’on pouvait toujours construire un 
espace probabilisé {Q, Ÿ, P}, où Q est l’ensemble de toutes les 
applications o — w (6) de l’ensemble © dans X, tel que la réparti- 
tion des suites {o (0,), ..., © (06,)} de À” quels que soient n, 8, € 6, 
k—1, 2,...,n, soit confondue avec celle de la fonction aléatoire 
au sens large. Autrement dit, on peut toujours construire une fonc- 
tion aléatoire stochastiquement équivalente au sens large (et repré- 
sentée dans les termes du $ 2, chapitre IT) à une fonction aléatoire 


au sens large. 
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Malheureusement, la représentation d’une fonction aléatoire, 
préconisée par le théorème de Kolmogorov, n’est pas judicieuse. 
Les événements élémentaires de l’espace probabilisé construit sont 
des fonctions arbitraires © — & (0) et il ne devient plus possible 
d'envisager leur continuité, intégrabilité, dérivabilité, etc. (il est 
entendu que ces notions ont un sens dans © et X). 

D'autre part, l’espace probabilisé construit ne contient pas les 
événements, importants pour la résolution de nombreux problèmes, 
de la forme 

{w (8) € À, wy0 € Q}, (4) 
où Q est partie non dénombrable de 6 et À & X. En effet, à l’évé- 
nement 


{w : © = © (0) € À, VOA QUE 


est associé dans © un ensemble intersection d’un nombre non dé- 
nombrable d’ensembles de & et par suite il n’est pas tenu d’appar- 


tenir à la tribu @. Ceci nous suggère de prendre un espace Q aussi 
étroit que possible, c’est-à-dire un espace dont les fonctions possé- 
‘leraient de meilleures propriétés analytiques. 

Par exemple, pour calculer la probabilité de l'événement (4) 
il est souhaitable que la fonction aléatoire g (0, w) qui est la repré- 
sentation de la famille de répartitions (1) possède la propriété sui- 
vante : 

p) Pour des classes assez vastes d’ensembles À de XÀ et © de 6 
il existe un ensemble dénombrable S de points 0; € @ tel que, quels 
que soient À EX et Q ES, l’ensemble des points 


{o: g(8, W)EAVOEQ} AEU, QE, (5) 
coincide avec l’ensemble 
{o: g(8;, &)€EAVO;ES N Q) (6) 


à une partie près d’un ensemble fixe V, de P-mesure nulle, ne dé- 
pendant ni de À ni de Q. 

Etant intersection d’une suite au plus dénombrable d’ensembles 
mesurables, l’ensemble (6) est lui-même mesurable de même que 
l'ensemble (5) (en vertu de la complétude de la mesure P}). Cela 
étant, les événements (5) et (6) ont même probabilité. 

Toute fonction aléatoire possédant la propriété p) est dite séparable 
(par rapport à la classe d’ensembles %). 

On remarquera que si @ est un espace métrique séparable, à une 
classe d'ouverts, À une classe de fermés de X et g (0, w) une fonc- 
tion continue en 0 à « fixe pour presque tous les w, alors g (6, w) 
est séparable par rapport à la classe de fermés %X. 

Dans les problèmes faisant intervenir l’intégration de variables 
aléatoires par rapport à une mesure {m, À} sur ©, il est souhaitable 


214 FONCTIONS ALÉATOIRES [CH. IV 


que la fonction g (6, w) soit $-mesurable comme fonction de 8 à © 
fixe P-presque pour tous les «. 

Dans d’autres cas il faut trouver une représentation de la fonc- 
tion donnée au sens large, telle que presque toutes les réalisations 
soient continues ou bien présentent seulement des discontinuités 
de première espèce ou bien soient k fois dérivables, etc. De toute 
évidence la possibilité d'obtenir une représentation possédant des 
propriétés spéciales dépend probablement des répartitions finidi- 
mensionnelles de la fonction aléatoire. 

Ces problèmes ne se posent pas uniquement pour les fonctions 
aléatoires au sens large. La fonction aléatoire g (0, w) est susceptible 
de posséder des « propriétés pathologiques », mais elle peut très 
bien avoir une fonction «lissée» £g* (0, w), P {g (8, «) Æ 
Æ g* (0, w)} = 0 qui lui est stochastiquement équivalente et qui 
n’est plus pathologique. Le point de vue adopté nous permet de 
remplacer une telle fonction par une fonction régulière g* (8, w) 
stochastiquement équivalente. 


ExeMPLe. Soient À l’ensemble des rationnels de la droite 
(— ©, æ), y (ét) l'indicateur de À et w une variable aléatoire équi- 
répartie sur [0, 11]. 

Posons g (£, w) = y (t + w). La fonction g (f, ©) est partout 
discontinue à w fixe. D'autre part, elle est presque sûrement nulle à #£ 
fixe. Par suite elle est stochastiquement équivalente à la fonction 
g* (4, w) = 0. 

Dans ce paragraphe on se propose d'étudier les conditions d’exis- 
tence d’une fonction possédant certaines propriétés de régularité 
et stochastiquement équivalente (ou stochastiquement équivalente 
au sens large) à la fonction donnée. 


$ 2. Fonctions aléatoires séparables 


La notion de fonction aléatoire séparable a déjà été introduite 
au $ 1. Il se trouve que la propriété de séparabilité n’est pas une 
restriction forte sur la fonction aléatoire. Sous des hypothèses assez 
larges concernant uniquement la nature du domaine de définition @ 
et du domaine de valeurs X de la fonction aléatoire, il existe une 
fonction aléatoire séparable stochastiquement équivalente à la 
fonction donnée. A noter toutefois que lorsqu'on construit une 
fonction aléatoire séparable équivalente, force est parfois d'élargir 
le domaine des valeurs de la fonction en le transformant en un 
ensemble compact. 

Dans le présent paragraphe on admet constamment que @ et X 
sont des espaces métriques munis des distances r (0,, 6,) et p (x, æ2) 
respectivement et que © est séparable. Les classes d’ensembles Y 
et D intervenant dans la définition de la séparabilité sont des 
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fermés de X et des ouverts de @. Donc la séparabilité d’une fonction 
aléatoire est comprise au sens suivant. 


DÉFINITION. Une fonction aléatoire g (0, w) est séparable si existent 
dans © un ensemble partout dense de points {0;}, j = 1, 2,..., et dans 
Q un ensemble N de probabilité nulle, tels que pour tout ouvert G & GO 
et tout fermé F & X les deux ensembles 


{o:g8(8;, &)EF, 0, EG}, 
{wo :g(68, o)E€F, V0 EG) 


coincident à une partie de N près. 
L'ensemble dénombrable de points {0;} est appelé ensemble de 
séparabilité de la fonction aléatoire. 


TH£oRÈèME 1. Soient X et O deux espaces métriques, X compact, 
@ séparable. Toute fonction aléatoire g (0, w) définie sur ® et à valeurs 
dans X est stochastiquement équivalente à une fonction aléatoire sé- 
parable. L 

Démontrons préalablement trois lemmes. Soient g (6, w) une 
fonction aléatoire séparable, 7 son ensemble de séparabilité et N 
l’espace exclusif correspondant de points «. 

Nommons V la classe de toutes les boules ouvertes de l’espace O, 
de rayons rationnels, centrées aux points d’un ensemble fixe dé- 
nombrable partout dense dans @. La classe V est dénombrable. Par 
ailleurs, tout ouvert G C @ est représentable par la somme (d’un 
nombre dénombrable) de boules de Y. 

Supposons que À (G, w) est la fermeture de l’ensemble de valeurs 


de la fonction g (6, w) lorsque 6 parcourt l’ensemble 7 fN\ G et que 


A (6, &)= NN A(S, &) 


SEV 


est l’intersection de tous les À (S, w) lorsque S parcourt la collec- 
tion des boules contenant le point 0. La famille d'ensembles fermés 
A (S, w) (8 € S) est centrée, c'est-à-dire tout nombre fini d’ensem- 
bles de cette famille possèdent des points en commun, et en vertu 
de la compacité de X leur intersection À (6, w) n’est pas vide. Par 


ailleurs À (6, w) est fermé. La séparabilité de la fonction g (8, w) 
implique (pour © é NW) 


£ (8, &) € À (6, o). (1) 


Inversement, si (1) est réalisée pour tout © & N, P (N) = O0, alors 


g (8, w) est une fonction aléatoire séparable. En effet, si g (8, ©) € F 
pour tous les 80 € Z MN S, où Fest un fermé de X et S € V, alors 


A (8,6) &A (S, w) &F pour tout 6€ S et par suite g (8, w)€F 
pour tous les 6E€S. 
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Si Gest un ouvert de ®, il suffit de le représenter par la somme 

G = {J Sx d’ensembles de V pour s’assurer d’après ce qui précède que 
kR 
g(O, o)EF y0ElNG 4, 
entraîne 
8 (6, w)EF y8EG. 

D'où le 

LemmE 1. Pour qu'une fonction aléatoire g (8, w) soit séparable 
il faut et il suffit qu'existe un ensemble N de probabilité nulle tel que 
(1) soit réalisé pour « € N. 

Donc pour construire une fonction séparable stochastiquement 


équivalente à g (6, w) il suffit de trouver une fonction £g (8, w) véri- 
fiant (1) et telle que pour tout 6 € © on ait 


P {g (8, w)  g (8, w)}= 0. 


LEMME 2. Soit B un borélien de X. Il existe une suite finie ou dé- 
nombrable de points 6,, 8, ... telle que l’ensemble N (6, B) — 
— {w:g (0x, wo) € B, k—=1,2,..., g (0, w) & B} est de probabilité 
nulle pour tout 0 € O. 

Démonstration. Soit 0, quelconque. Si la suite 6,, 6,,.. 

., 0, est construite, on pose 


ma = sup P {8 (64; )EB,...,g(0:, &)EB; g(8, w)6B}. 


La suite m, est monotone décroissante. Si my — 0, alors la suite 
cherchée est construite. Si m, > 0, soit 0,:, un point tel que 


P {g (0, )EP, DR 8 (0x; &) EP, 8g (0k+1 &) éB}>—+. 
Les ensembles 


L = {0:8g(6;, o)EB,i—1,2,...,k, g (0,4,, w)é BP) 
étant disjoints, 


OO { OO 
=> P ()2>+> DEL 
h=1 k=1 
Par suite, m, — 0 lorsque 4 — oc et quel que soit 6 
P{g (6, &)EB, k—1, 2,..., g(8, )éB}<limm,—0. 
Du lemme 2 on déduit sans peine le 


LEMME 3. Soient M, une classe dénombrable d’ensembles, SK 
la classe constituée des intersections de toutes les suites d’ensembles de 
M ,- [l existe une suite finie ou dénombrable de points 6,, 0,,...,0,,... 
et pour tout 0 un ensemble N (0) tel que 


P {NV (8)} = 0 
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et 
{o : g (0,, ©)EB, n =1,2,..., g (0, w)é B} CN (6) 
VBEM. 
Démonstration. Soient 7 un ensemble dénombrable de 
points de O®, somme des suites {6,, n = 1, 2, ...} construites pour 


tout B € M, suivant le lemme 2, et N (8) — |] N(6, B). Si 
BE, 


BEN, B>B', BEM, 
alors 
{o:g(8, w)EB', 0, €1, g(@, o)EB} 
c{o:g(8,, o)EB, 0, ET, g (6, w)é B} & 
cN(6, B&N (6). 
D'autre part, si 


ol) PB, By, EM; 
alors 
{w:g(8,, &)EP", 0,61, g(8, w)4B}< 


GC Ü {o:(B, &)EB", GEI, g(8, )é Bi} 
= Un (6, B)& N (6), 


d'où le lemme. 

La démonstration du théorème 1 est désormais chose simple. 

Fixons un ensemble Z de points dénombrables partout dense 
dans X et appelons Mt, la classe des complémentaires des boules 
de rayons rationnels centrées en des points de ZL. Alors M, la classe 
des intersections des ensembles de %,, contient tous les fermés. 
Pour chaque S € V, traitons la fonction aléatoire g (0, wo) comme 
donnée uniquement pour 8 € S, puis formons la suite Z — I (S) et 
les ensembles NV (6) — Vs (8) suivant le lemme 3. Soit 


J= UI(S), No= U Ws(6). 
SEV SEV 


Posons 


g (8, w) = g (8, w) si 0 € J ou g (0, w) € Va: 


si g (8, w) € No, 0 É J, on définira g (8, w) d’une façon quelconque 
mais de telle sorte que g (6, w) € À (6, w). Les fonctions g (8, «) 
et g (0, w) prenant les mêmes valeurs aux points @ € J, les ensembles 
À (6, ©) construits pour les fonctions g (0, w) et g (6, w) sont con- 
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fondus. La définition implique 


g (8, w) € À (B, w) 
pour tous les 6 et «. 


{o :g(8, ©) <g(8,0)} cN,y = P { (8, ©) = g(8, w)} = 1. 


Le théorème 1 se généralise immédiatement aux fonctions à 
valeurs dans des espaces localement compacts séparables. 


THÉORÈME 2. Soient X espace séparable localement compact et O 
espace séparable métrique. Toute fonction aléatoire g (0, w) définie 
sur © et à valeurs dans X _possède une'fonction aléatoire séparable sto- 


chastiquement équivalente g (8, w) à valeurs sur une extension compacte 


X de l'espace X, X = X. 
La démonstration découle du fait que tout espace séparable 
localement compact X peut être traité comme un sous-ensemble d’un 


compact À. Par exemple, si g (6, w) est une fonction aléatoire à 
valeurs dans un espace finidimensionnel X, en ajoutant à X le point 
co, on obtient sans peine un espace compact X — X [J {oo} muni 
d’une nouvelle métrique et tel que tout fermé F & X (dans la topo- 


logie de À) est un fermé dans X (par rapport à la nouvelle métrique). 
Lorsqu'on construira une réalisation séparable de la fonction aléa- 
toire, il faudra probablement lui attribuer la valeur « œ »; mais 
de toute évidence, si 6 est fixe, la probabilité de cette circonstance 
est nulle. 


Dans beaucoup de problèmes il est important de savoir quel 
ensemble J est susceptible d’être ensemble de séparabilité. 


THÉORÈME 3. Soient O un espace séparable et g (0, ©) une fonction 
aléatoire séparable stochastiquement continue. Tout ensemble de points 
de ©, dénombrable partout dense, est susceptible d’être ensemble de 
séparabilité de la fonction aléatoire g (0, «). 

Démonstration. Soient V — £{S} l’ensemble dénom- 
brable de boules de @ considéré dans la démonstration du théorème 1, 
J — {0,, k = 1, 2, ..., n, ...} un ensemble de séparabilité de 
la fonction aléatoire g (8, ©), Nr ensemble exclusif des valeurs de « 
qui ont servi à définir la séparabilité, À un ensemble de points 
partout dense dans @. Soient B (S, æ) la fermeture de l’ensemble 
des valeurs de £g (6, w) lorsque le point 8 parcourt À N Set N (S,k) 
l'événement : g (6,, ©) € B (S,ow)si04 € S. Les événements N (S,k) 
sont de probabilité nulle. En effet, soit y,. r — 1, 2, ...,n, ..., 
une suite arbitraire de points de À ff] $S convergeant vers 04. Alors 


P{#(8:, w)4B(S, w)}<P{limp(g(8,, w), g(vr, &)) > 0}< 


FT — OC 
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<lim P{limp(g(@, &), 8m a) >+}< 


ñn + 00 Tr 


<lin lim P {p(# (0x, &), Cr» &)>+}=0. 


Nn—00 T— 00 


Soit N'=U U N(S, #. Alors P(W)=0. Si &éN UN 
S 0,ES 


et g(y, u)EF pour tous les YEANG, où G est un ouvert, et 
FE X un fermé, alors pour tout g. € G et toute boule S telle que 
8,E€ES<G,ona 

8 (8, &)EB(S, k) CF. 


D'où, par définition de l’ensemble {0,}, il suit que g (8, w)€F 
pour tous les 8 € G et w é N'{J N’'. Donc l’ensemble A réunit les 
conditions d’un ensemble de séparabilité d’une fonction aléatoire. 


$ 3. Fonctions aléatoires mesurables 


On conservera les notations précédentes, c’est-à-dire © et X 
sont des espaces métriques munis respectivement des distances 
r (8,, 0), p (xx, 22), £& (6, w) une fonction aléatoire définie sur © 
et à valeurs dans X, « un événement élémentaire de l’espace pro- 
babilisé {Q, &, P}. 

Soient À la tribu des boréliens de @, m une mesure complète 
sur $. Par o {8 X G} on désigne la plus petite tribu engendrée 
dans © x Q& par le produit des tribus À et @ et par © {Si x ©} 
son complémentaire relativement à la mesure mm x P (cf. chapitre II, 
& 2). 

DéFiniTIoN. On dit qu'une fonction aléatoire g (0, w) est mesurable 
si elle l’est par rapport à o {8 X &}. 

Par définition la fonction aléatoire g (8, w) est ©-mesurable 
VO € O. Le théorème de Fubini nous apprend qu’elle est $-mesura- 
ble comme fonction de 0 P-presque pour tous les w. Autrement dit, 
ses réalisations sont presque sûrement R-mesurables. 

Etudions maintenant les conditions d’existence d’une fonction 
mesurable et séparable, stochastiquement équivalente à une fonc- 
tion donnée. 


THÉORÈME. 1. Soient © et X des compacts et une mesure m finie. 
Si pour m-presque tous les O0 la fonction aléatoire g (0, w) est stochasti- 
quement continue, il existe une fonction g* (0, w) aléatoire séparable 
mesurable, stochastiquement équivalente à g (6, ©). 

En vertu du théorème 1, $ 2, il existe une fonction aléatoire 


D) 


g (8, ©) séparable, stochastiquement équivalente à une fonction 
g (6, «). Soit Z ensemble de séparabilité de la fonction g (6, ©). 
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Comme précédemment ($ 2), À (G, w) représente la fermeture de 
l’ensemble des valeurs de g (8, w) lorsque 6 parcourt l’ensemble 
G N Z'et À (6, w) l’intersection de tous les ensembles de la forme 
A (S, w), où S est une boule ouverte de V ($ 2) contenant 6. En vertu 
de la séparabilité, g (0, w) € À (6, w) presque sûrement (c’est-à-dire 
pour & & N, où P (W) = 0). D'autre part, si la fonction g’ (6, w) 
est telle que g’ (8, ©) = £g (6, w) pour 0€ Jet g’ (8, w) € À (0, «) 
(© É N',P (N') = 0), alors g’ (6, w) est aussi une fonction aléatoire 
séparable (lemme 1, $ 2). Construisons une fonction g* (6, w) possé- 
dant la propriété indiquée, stochastiquement équivalente à g (6, «) 
et o {8 xX €}-mesurable. Formons la suite {6,, 6,, ..., 0,, ...) 
avec les points de Jet soit r, —= min {r (2, x), k,s, = 1,2,...,n}. 
Pour tout n construisons un recouvrement fini de l’ensemble © par 
les boules ST, ..., 55 de rayons r,/n centrées en les points 07. On 


suppose que 05 — 0; pour j = 1, ...,n, les autres points 07 (j — 
— n +1, ..., j,) sont arbitrairement choisis dans 7 pourvu que 
les boules correspondantes forment un recouvrement de ©. 


Posons £, (0, ©) = g (8, ©) pour j € S%, k — 1,2, ...,n (ces 
boules étant disjointes, la définition est correcte) et 


_ + )— 1 
2. (8, w)=Z(87, w) si BE SE UU SE, j=n+i, ...r. 
i—=1 


On remarquera que ce (0,, &) = g (0,, &), £n (8, w) est une 
fonction borélienne de 6 à « fixe et une fonction o {8 x @}- 
mesurable de (0, w). Par ailleurs 


p[gn (0, o), g(6, w)]—=p[g (0%, «), g(8, &)] 
et 
r (BE, O) <<. (1) 
Si l’on pose 
Gnp(8)=P{o:plgr (8, ©), £n4n(0, O1 > €}, 


d’après les conditions du théorème, G;,» (0) 0 lorsque n -+ oc, 
Ve > 0, m-presque pour tous les 0. Donc 


(m x P){(6, w):p[gx (0, ©), 8n+9(0, )]>E}= 


_ [ Gp(0)m(d8) +0 lorsque n —+ co 
6 


pour tous les e >> 0, c’est-à-dire la suite g, (0, w) est fondamentale 
pour la mesure m xX P. On peut en extraire une suite partielle 
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En, (8, w) convergente m X P-presque partout vers une fonction 


g (8, w) os {À X G}-mesurable. Appelons Æ l’ensemble des points 
{8, w}, où cette convergence n’a pas lieu. On peut admettre par 
construction que (0;, w) 6 X. De toute évidence, si (0, w) & K, alors 
g (8, w) € À (8, w). Si L est l’ensemble de points en lesquels la 
fonction g (8, w) n’est pas stochastiquement continue, il suit de 
(1) que pour 8€ LZ 


P{g(8, w)<g(8, w)}—0. (2) 


Posons maintenant 
g* (8, ©) = g (8, w) si 8€ L ou si (8, w)E K; 
g* (0, ©) = g (8, w) si 64 Let (8, w)é X. 


Etant confondue avec g (6, w) m X P-presque pour tous les (6, «) 
la fonction g* (8, w) est © {à x G}-mesurable. Pour 6€ 7, 
g* (8, ©) = g (8, w), de sorte que A* (6, w) = À (6, w), où A* (6, w) 
est l’ensemble À (6, w) défini auparavant et construit à l’aide de 
la fonction g* (6, w) et de l’ensemble 7, g* (0, wo) € À (6, w) — 
— A* (0, ©). La fonction g* (6, w) est donc séparable. Eu égard à 
(2) on obtient 


P {g* (6, ©) £ g(0, @)}—0 pour tous les 0€, 


c'est-à-dire g* (0, w) et g (0, «) sont stochastiquement équiva- 
lentes. 
Faisons quelques remarques généralisant le théorème 1. 


REMARQUE 1. Dans le théorème 1 la compacité des espaces O 
et X peut être remplacée par la compacité locale et la séparabilité. 
En effet, la compacité de l’espace X n’a servi qu’à renvoyer au 
théorème 1, $ 2. On peut désormais se référer au théorème 2, $ 2. 
Ceci étant, la représentation séparable et mesurable g* (8, w) de 
la fonction g (0, w) prend généralement ses valeurs dans une exten- 
sion topologique compacte de l’espace X. Si l’espace @ est locale- 
ment compact et séparable, on peut le représenter par la somme 
d’un nombre dénombrable de compacts. Le théorème étant valable 
pour chaque terme de la somme, il l’est pour leur union. Bien plus, 
la mesure m n’est pas forcée d’être finie, il suffit qu'elle soit o-finie. 


REMARQUE 2. Le théorème 1 est valable dans le cas où © et X 
sont des espaces euclidiens finidimensionnels et la mesure {m, ft}, 
la mesure de Lebesgue sur 6. 

La démonstration du théorème 1 se simplifierait sans la sépara- 
bilité de la représentation mesurable de la fonction aléatoire. On 
n'aurait pas alors à faire appel à l’ensemble 7. De toutes les pro- 
priétés de l’espace X seule la complétude serait utilisée. 
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REMARQUE 3. Si À est un espace mesurable complet, © un espace 
séparable localement compact, m une mesure o-finie sur la tribu des 
boréliens de O, la fonction aléatoire g (0, w) à .valeurs dans X, 
0 € O, w € Q, stochastiquement continue m-presque pour tous les 8, 
est stochastiquement équivalente à une fonction aléatoire mesurable. 

Le résultat important suivant découle immédiatement du théorè- 
me de Fubini. 


TH6ORÈME 2. Soit E (0) = g (6, w) une fonction aléatoire mesurable 
à valeurs réelles. Si 


J EIE (1m (48) << , 
O 


alors VBESR 
| E£ (0) 0 (d0)—E | £ (6) m (40). 
B B 


La dernière égalité traduit la permutabilité de l’espérance mathé- 
matique et de l’intégration par rapport au paramètre. 


$ 4. Critères de non-existence de discontinuités 
de seconde espèce 


Fonctions sans discontinuités de seconde espèce. Soit E (6), 
t E la, b] un processus aléatoire à valeurs dans un espace métrique 
complet X. 


DériniTion. Si les réalisations du processus possèdent presque sûre- 
ment des limites à gauche et à droite pour tout t €] a, bl et au point a 
(resp. b) une limite à droite (resp. à gauche), on dit que le processus ne 
présente pas de discontinuités de seconde espèce sur l'intervalle [a,bl]. 

Dans ce paragraphe on admettra que le processus Ë (é) est sépa- 
rable. Désignons par 7 l’ensemble de séparabilité. 


DériNiTion. Une fonction x — f(t), x E X, possède au moins m 
e-oscillations (£ >> 0) sur [a, b] si existent des points to, . .., tn, a< 
En : h<L... ln < b, tels que p (f (1), f (rx) > €, k = 
— 1 28 5428 0 


LEMME 1. Pour qu'une fonction y = f (t) ne présente pas de dis- 
continuités de seconde espèce sur la, b] il faut et il suffit que pour tout 
£ > 0 elle y possède un nombre fini d’e-oscillations. 

Démonstration. Condition suffisante. Prouvons l’exis- 
tence de la limite f (£ — 0) pour tout t € la, b]. Soit {f,} une suite 
quelconque #, À t. Il ne peut exister qu’un ensemble fini de nombres 
in, (x Lx) tels que p (f Gn,) 1 UM) > €&. Par suite, à 
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partir d’un m on a Pp (f (fn), f (tn+r)) L 2e pour tous les nr > m, 
k > 0, c’est-à-dire la suite f (&,) est convergente. D'où l’existence 
def(é— 0) — lim f(s). On démontre de façon analogue l’existence 


stt 
de f (t + 0) sur [a, bl. 

Condition nécessaire. Supposons qu’en un point {, n’existe qu'une 
limite à gauche. On peut alors exhiber une suite ?, À t, telle que 
pour tout non ait sup p (f (f»), f (&)) > e, c’est-à-dire le nombre 

m>n 
d’e-oscillations est illimité. 

On notera que la définition du nombre d’e-oscillations se géné- 
ralise trivialement aux fonctions aléatoires étudiées sur un ensemble 
quelconque de valeurs réelles de #. 

Dans la suite, lorsqu'on envisagera des fonctions sans discon- 
tinuités de seconde espèce, on ne fera pas de distinction entre deux 
fonctions possédant en chaque point # € la, b] des limites égales à 
droite et à gauche. Il semble donc naturel de convenir une fois 
pour toute de la valeur prise par ces fonctions en un point de dis- 
continuité. Notons Z [a, b] — % [a, b; X] l’espace des fonctions 
définies sur [a, b] à valeurs dans X ne présentant pas de discontinui- 
tés de seconde espèce et unilatéralement continues en chaque point 
tEla, bl. Posons 


A () = sup {min Lo (f (&*), f (0), p G (&”), f (6))]; 
t—c<Lt<t<t Lt+e,t,t,t"Ela, bh + 
+ sup {p G (), f (@);a<t<a+c} + 
+ sup {o (f (8, f (b)); b—c<1< b}. (1) 


LEmme 2. Pour qu'une fonction x — f (t) ne présente pas de dis- 
continuités de seconde espèce il est nécessaire et suffisant que 


lim Ac(f}=0. (2) 


Démonstration. Condition nécessaire. De la définition 
il suit que les deux derniers termes du second membre de (1) tendent 
vers Ü avec c pour chaque fonction f € Z [a, b]. 

Supposons que (2) n’est pas réalisée. Il existe alors des suites 
bas ln à telles que 4 tn tn, tn — tn — 0 et p (f (tn), f (ln)) > €, 
o (f (&:), f ()) > € pour un € > 0. On peut admettre que #, con- 
verge vers un {, (le cas échéant, on remplace 4, par suite partielle 
convergente). Des trois suites {#,}, {4,}, {/,} deux au moins possè- 
dent une infinité de points situés d’un côté de #,. Si par exemple 
{t,} et {t,} sont situées à gauche de #,, alors f (#,) —f (t — 0), 
f(t) —f(t— 0), ce qui est contraire à l'hypothèse bp (f (#;), 
f (t,)) > €. Il en va de même lorsque {#,} et {#} possèdent une 
infinité de valeurs situées à droite de {,. Les autres cas se ramènent 
aux deux premiers. 
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Condition suffisante. Lia condition (2) entraîne que f (t) est con- 
tinue à droite au point a et à gauche au point b. Si pour un {4 € 
€ la, bl n'existait pas f (& + 0), on exhiberait une suite #, | t 
et un € >> 0 tels que p (f (1), f (tr+41)) >> €, ce qui contredit (2). 
Donc f (t, + 0) existe pour tout t, € [a, bl. L'existence de f (4, — 0) 
se démontre de façon analogue. La relation (2) implique que soit 
f (to) = f (to — 0), soit f (to) = f (to + 0). D'où le lemme. E 


Quelques inégalités. 


LEMME 3. Soient E (t), t E[0, T], un processus stochastiquement 
continu séparable à valeurs dans X, g (h) une fonction monotone crois- 
sante non négative et q (C, h} > 0, h > 0, une fonction telles que 


Pile (Œ&(t), ÉG—A) > Cg(@)IN 
Np(EG+A), EG) Ce(k)}<g(C, k), (3) 


et 
G— > g(T2-)< oo, Q(C)— 2 27g(C, T2) Lo. (4) 
Alors pour tous les N>0 
P{ sup p(£(t), ECN>N}< 
tr, 1"E[0, T] 


<P {PE (0), ET) >) +0 (57). 
Démonstration. Posons 
an {e (E(EEET), E(dr))<ceer2). 
HO; 222 ndlr 2 sis 


oo 2m 


Pr = Ann U Ann D, = N Ni ee (n>1), 
m=n k=i 


La continuité stochastique entraîne que (théorème 3, $ 2) l’en- 
semble de séparabilité Z du processus Ë (f) est un ensemble de nom- 
bres de la forme k/2*, k — 0,1,2,...,n—0,1,2,...Ona 


L oo  2M_ 1 L 00 
POS ED PB) D 29 (0, T2)=Q(n CO) (5) 
où 


Q(n, C)= A DUC TA). 
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De la relation D, = A,,ND,il suit que p (Ë (T), Ë CS Cg (T) 
et l’un des deux événements a lieu: ou bien p (£ (T/ 2), & (0)) < 
< Cg (T2), ou bien p (E (7), E (T2-1)) L Cg (T2). Dans les 
deux cas 

p (6 (0), & (7/2) < Ce (T) + Cg (T2), 

p (6 (7/2), E (T)) < Cg (T) + Cg (T2). 


Raisonnons par récurrence. Supposons que 
p(E( LT), EC T))<Ce(T+2C D 872) 
s=1 


est vraie pour m —= n et pour k, j — 0, 1,..., 2" sous l'hypothèse 
que l’événement D, a lieu. Montrons que cette inégalité est vraie 
pour m — n + 1. Soient k et j deux nombres impairs : 4 — 2%, + 1, 

— 2j, + 1. Etant donné que de D, ,, il suit qu’au moins une 
des inégalités 


P(E(SET), (Sr )) <Ce (rame), 
PET), ES r))<ce (Tres) 
est réalisée, on a 
(fre r). E($ r))<cecrz-ve, 


où k’ est égal soit à k,, soit à 4, + 1. De façon analogue il existe un 
j' tel que 


0 (E Es T) , dE T))<Cg (rar 00). 
Le raisonnement par récurrence donne 
n+1 
k 


(Ets 7), Eh 7))<Ce(m) +20 Y e(T2). 


s=1 


On traite de façon analogue le cas où k ou j sont pairs. Donc l’iné- 
galité (5) est vraie pour tous les m > 1. La séparabilité du processus 
implique que si l’événement D, est réalisé, alors 


sup {o (Ë (f'), E (t")), t’, 4" EL0, TR << 2CG 
presque sûrement. D'où il suit 


P{ sup p(E(:), ECD>N;< 
t', t”E[0, T] 


<O()+P {ECO ET)>7). 


15—-0398 
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LEMME 4. Sous les conditions du lemme précédent on a 


P {A (> CG ([lom])}<O([lor], C),  ( 


où 
\ 


G(n= Ÿ g(T27), Q(n, C)— bi 2g (C, 277). 


Démonstration. Poursuivons " raisonnements du lemme 
précédent. Supposons que l’événement D, est réalisé. En raisonnant 
par récurrence on démontre que pour tout k et m il existe un j,» 
(IS PR FU entier tel que 


ntm 
ge P(E ET) + Jr) <C X etr2, 


max P(E([ + mm ]7), E(Sr))< 


s<omtli 
JnmTt1<i<2 


ntm 


<C D,e(T2*), (9) 


s=n 


et de plus jhm2 *" est monotone non décroissante comme fonction 
de m (à n et k fixes). Pour m = 0 il convient de prendre 


jno = 0 si p (Ë T2), Ë (& + 1) T2) < Ce (T2), 
no = 1 Si p  (G& — 1) 727), Ë GT27)) < Cg (T2). 
Si l’on admet que l’événement D, est réalisé, l’une de ces deux iné- 


galités a forcément lieu. Supposons que j,, ait déjà été choisi. 
Alors on prendra 


Înm +1 _ DA ES si 


ETS + 7), (+ ]r))< 
<Cg (T2 D), 


Înm+1 = 2Ïnm +1 si 


(Cr), (Sn) < 
<Cg (T2), 


Ceci est possible puisque l’une des deux inégalités a forcément lieu 
si D, est réalisé; si les deux inégalités sont réalisées, on prendra 
l'une des valeurs indiquées de jym + 1. 

En passant à la limite pour m — dans les relations (8) et 
(9), on constate que pour toute réalisation telle que D, aït lieu il 
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existe T = T(œ), 0OLT< T2-"-D, tel que 
sup p(E( ST), E(Er +4) <Ce () 


O<I<T 
1ET 


et 


su Pr Etlr))<CG (n). 
 (ECRT+4). (Er) ) oc) 
Soit € E[2-CHDT, 2T] et 0 Li” — f Le. Il existe k tel que 
(k — 1)27T<LE<t <L(k+1)2TT. 
Si tE[t, t”], alors 
soit lé”, 4 CÎk —1)2"T, (k —1)2%T + x], 
soit lé”, "I C4 —1)2%T + x, (k + 1)2-77]. 
Si t’,t,t” EI, l’une au moins des inégalités est vraie: 
p (6 (r), E ()) < 2CG (n), p (6 (), & (°)) < 2CG (n). 
La séparabilité du processus implique que l’une de ces deux inéga- 
lités est presque sûrement vraie quelle que soit la réalisation du 
processus. Donc si D, a lieu, on a presque sûrement 
A (E) < 2CG (n). 
En vertu de l'inégalité (5) 


P{A(E)>2CG(n)}}<P(D,)<Q(n, C), 
ou finalement, compte tenu de ce que € > 2-(*DT et de la mono- 
tonie des fonctions g (h) et g(h), 


> {a.@>ce([ioeE])}<o([re+], c). 


Conditions de non-existence de discontinuités de seconde espèce 
faisant intervenir les répartitions partielles du processus. Du der- 
nier lemme on déduit immédiatement le 


TaeorëMe 4. Si E (t), t E [O, T'|, est un processus stochastiquement 
continu séparable à valeurs dans X et tel que 


P {pb (E(G), EG—2h)) > Ce GlN PÉG+R), E(D) < 
7 Ce ()l} < a (C, h), (10) 


a 


ou 


O0 


D; g (T2) € ©, > 27q(C, T2) < oo, (11). 
n=1 n= 


alors £ (ft) ne présente presque sûrement pas de discontinuités de seconde 
espèce. 

Démonstration. En posant C = 1 dans l'inégalité (7) 
on voit que, dans les conditions du théorème, A, (£) — 0 stochasti- 
quement pour € —0. Or A, (£) est monotone décroissante comme 
fonction de e pour € ÿ 0. Donc lim A, (£) pour & — 0 existe presque 
sûrement et vaut zéro. 


15* 
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CoroLLAIRE. Soit donné sur [0, T| un processus aléatoire stochasti- 
guement continu au sens large, à valeurs dans un espace X complet 
séparable localement compact, dont les répartitions partielles (« tridi- 
mensionnelles ») vérifient les conditions (10), (11). Z{ existe alorsune 
représentation de ce processus ne présentant pas de discontinuités de 


seconde espèce. 


Conditions de non-existence de discontinuités de seconde espèce 
faisant intervenir les probabilités conditionnelles. Dans le théorème 
précédent la condition de non-existence de discontinuités de seconde 
espèce s’exprimait en fonction de propriétés des répartitions par- 
tielles (« tridimensionnelles ») du processus aléatoire. On se propose 
maintenant d’exhiber des résultats d’une autre nature, utilisant 
des hypothèses relatives aux probabilités conditionnelles et appli- 
cables lorsqu’on dispose d’une information importante sur les pro- 
priétés des répartitions conditionnelles du processus. 

Soit 4%, t € [0, T]} un flot de tribus. Supposons que le processus 
E (é) est adapté au flot {%;, t E [0, T]}, c’est-à-dire l’élément aléa- 
toire £ ({) est %,-mesurable pour tout t E [0, TI]. 

Soit 


a (e, 6) — inf sup L P{p CE (), EG)>e1F;: 
UT OLs<LI<s+8<T,wEQ', (12) 


où inf est pris sur tous les sous-ensembles Q’ (Q’ € @) de probabilité 
4. On remarque sans peine qu’il existe 9, P (Q9) —1, MES, 
sur lequel l’infimum envisagé est réalisé, tel que 


æ (e, ô) — sup {P {o (Œ (s), E () > € | Si}: 
OLs<LI<Ls+6< T, & € A. 


Montrons que pour les processus séparables la condition & (e, Ô) +0 
pour Ô —>0, ye = 0, est une condition de non-existence de dis- 
continuités de seconde espèce. Soient [c, d] un intervalle fixe, 

[c, dl &I[0, T], ZI une suite finie d’instants #,, te, . . ., in, S LC 
Lh<tsL.:..<Lin < d. Soit À (8, Z) l'événement: la réalisa- 
tion du processus Ë ({) possède au moins une e-oscillation sur [e, dl f 


N Z. 


LEMME 5. On a presque sûrement 
P{A(e, 113%}<2a(+, d—c). (13) 


Démonstration. On remarquera tout d’abord que les 
propriétés des espérances mathématiques conditionnelles entraînent 
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pour Ssi<u 


Pb (EG), EU) > el} = E {P{o (Æ (6), E (u)) > 
> elg:} 1} << & (e, u — s). (14) 


Soient les événements 

By = {p(E(c), EC) <<, i=1,2,...,k—1, p(E(C), EH) >) » 
Cx = {p (Eh), E)>T}, Da=BaNCr, k=1, 2, ...,n, 
C={P EC), ET). 

Les événements BP, sont incompatibles et si l’on pose D= Ü Ds, 
alors A(e, JE CoUD. En effet, si A(e, 7) a lieu, l'inégalité 
P(E(c), EU)>+ 
est réalisée pour la première fois pour un k, c’est-à-dire est réalisé 


l’un des événements Bx (k = 1, ..., n). Si de plus D n’a pas lieu, 
c'est-à-dire si 


P(E(É), E(d) <+., 
alors 


p(E(c), E(d) >p(E(c), E(4))—p(E (x), E(d)>+., 


c’est-à-dire l’événement C, a lieu. Donc À (e, 1) &CQU D. On a 
presque sûrement 


P {Drls} = E {n, 19) = E{E (,Xc,. 18,1} = 
=Efu,P{OIR)T)<a(+, dc) E{rs, 13} 


où YA désigne toujours l'indicateur de l’événement 4. D'où il suit 
POIB)= À P{D:15}<a (+, d—c)E{ > ALT ES 
1 k=1 
<a(+, d—c) (modP). 
En vertu de (14) P{Colg}<a (+, d—c). Donc 


P{A(, 1)1%}<P{DIS:}+P{Co5}<2a(+, d—c) (modP), 


ce qui achève la démonstration du lemme. 
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LEemmME 6. Soit A (e, I) l’événement: € (t) possède au moins k 
e-oscillations sur I. Alors 


P{4*(e, 11%)<] 20 (+, a—c)| (modP). (15) 


Démonstration. Soit B,(e, 1) l'événement: la réalisa- 
tion du processus Ë (f) possède au moins k — 1 &-oscillations sur 
l’ensemble (£,, . .., t.) et moins de #4 — 1 e-oscillations sur (é,, ... 

..…, 1). Les événements B, (€, I) (r — 1,...,n) sont incompati- 


bles et Û, B,(e, 1) = A-1(e, 1) = AF(e, I). Par ailleurs, 


A" (e, 1)NB,(e, 1) implique que la réalisation possède au moins 
une £e-oscillation sur l’ensemble (#,, #,4,, . . ., t,). Par suite 


At(e, De U(B,(e, DNC,(e, D) 


T=1 
où C,(e, I) signifie que Ë (t) possède au moins une e-oscillation 
sur (é,, t41, « . ., l,). Donc 


PA (, DIS)< À PB, (e, 1)NC,(e, DIS) (mod P). (16) 


Les propriétés des espérances mathématiques conditionnelles donnent 
P {Br (E, I) NC, (e, 1)15:} =E {E {XBrce, I) XCr(e, DIDt}lTs}< 
<E{XBre, DP{C (e, 113:}18}< 


<a(+, d—c)P{B;(e, DIS} (mod P). 


Ceci et (16) entraînent 
P{4ñ(e, DIF}<2a (+, d—c) Si P{B,(e, 113.}= 
r=1 


—2a (+, d—c) P{A“(e, DIS} (mod P), 


d’où suit la proposition annoncée. 


THÉORÈME 2. Si Ë ({t) est un processus séparable et pour tout & > 0 
lim a (£, Ô) = 0, (17) 
+0 


alors il ne présente pas de discontinuilés de seconde espèce. 

Il suffit de prouver que toute réalisation de Ë ({) possède presque 
sûrement un nombre fini d’e-oscillations. Soit 7 ensemble de sépa- 
rabilité du processus Ë ({). Ecrivons cet ensemble sous la forme 


OÙ 
TI = |) JZ,, où Z, est une suite monotone croissante d’ensembles 
n=1 


composés d’un nombre fini d'éléments. Soit donné € >> 0. Parta- 
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geons [0, 7] en m intervalles AÀ,, r — 1,..., m, de même longueur 
de telle sorte que 2« (7 ; =) — f<1. Alors 


P{A°(e, INA,)1%) <P {A4*(e, JNA)IF}= 
= lim P {4 (e, TNA)Ts}<P*, 
d'où no 
P{A° (e, 1NA,)IS.}=0 (modP)et P{4°(e, INA,)}=0. 
Donc 


P{A°(e, 1)}=0. HE 

Signalons quelques conséquences importantes du théorème pré- 
cédent. 

Tusorème 3. Tout processus E (t), t E [0, T] stochastiquement con- 
tinu séparable à accroissements indépendants et à valeurs dans un espace 
vectoriel normé X ne présente pas de discontinuités de seconde espèce. 

En effet, de la définition des processus à accroissements indé- 
pendants il suit que 


PUHEG—EOIZelS}=P {É(,) — EG) 12 e} (mod P} 


D'autre part, la continuité stochastique uniforme (cf. théorème 2, 
$ 4, chapitre I) implique que 


& (e, ô) = sup {PIE (S —EDI1> el; 0<s<1<s+6<T} 


tend vers zéro avec Ô quel que soit € >> 0. Donc les conditions du 
théorème 2 sont réalisées. 

Le théorème 2 fournit de puissants résultats pour les processus 
markoviens. 


THÉoRÈME 4. Si E (t), t E [0, T] est un processus markovien séparable 
à valeurs dans un espace métrique X et à probabilités de passage 
P (é, x, s, À) vérifiant la condition 


a (Es 8) =sup [IP {s, x, t, S,(Gth}:xexX, 0< LtLs+Ôô<LT]—+0 


pour Ô +0, où S, (x) est la boule de rayon € centrée en x, S, (x) son 
complémentaire, alors le processus Ë (t) ne présente pas de discontinuités 
de seconde espèce. 

Ceci découle directement du théorème 2 et de la définition du 
processus markovien. 


Régularisation des réalisations d’un processus ne présentant pas 
de discontinuités de seconde espèce. On a vu précédemment que 
pour étudier des fonctions sans discontinuités de seconde espèce 
il fallait identifier des fonctions admettant en chaque point des 


« 


limites égales à gauche et à droite. 
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On rappelle que si un processus est séparable, les valeurs de la 
réalisation de Ë (t) sont presque sûrement les valeurs de suites Ë (é;) 
pour {; +t, t; € I, ensemble de séparabilité. Si de plus le processus 
ne présente pas de discontinuités de seconde espèce, alors pour chaque t 
E (t) est égal à E (t — 0) ou Ë& (4 + 0) presque sûrement. 

THéoRÈME 9. Si E ({) est un processus stochastiquement continu à 
droite sans discontinuités de seconde espèce à valeurs dans un espace 
métrique X, alors il est équivalent à un processus £’ (t) dont les réalisa- 
tions sont continues à droite (mod P). 


Démonstration. L'événement À: lime (r+—) existe 
ñn 00 
pour tout #E€[0, T], a lieu presque sûrement. Posons £Ë”(t) — 
— lim Ë (14) dans le cas À et E’ (4) —Ë(t) dans A. On a 


AN — 00 


EOAEO)= Ü {PE FH>T)04 
PL ()ÆE(0)}= lim P{(PŒE@, FD >7) 04}. 


Par ailleurs, 


P{p(E(, (><) 
=P{U N{e(se, E(t+5))>5))= 


=1 n=k m 


lim P (A {eRQE (+) >} }< 


< lim P {e (E(), E(t+—)) ot À 


Donc P {£' (it) =£ E (t)} = 0. Reste à noter que la fonction E’ (t) 
est continue à droite sur l’ensemble À. 


$ 9. Processus continus 


Conditions de continuité d’un processus ne présentant pas de 
discontinuités de seconde espèce. On suppose toujours que X est 
un espace métrique complet, Ë (t), & E [0, T], un processus aléatoire 
à valeurs dans X. 


DÉFINITION. On dit que ie processus E (t), tE [0, T], est continu si 
presque toutes ses réalisations sont continues sur [0, T] 

On peut indiquer une condition de continuité suffisante simple 
pour les processus ne présentant pas de discontinuités de seconde 
espècs. 


THÉORÈME 1. Soit {lun, k — 0, 1, ..., m,}, n — 1,2, ..., une 
suite de partitions de l'intervalle [0, T1, 0 = t59 tn <..:.< 


$ 5] PROCESSUS CONTINUS 233 


<tym, = T et in = Max (ln — ln 1) +0 pour n — 00. 
k 1<k<mn 
Si le processus & (t) est séparable, ne présente pas de discontinuités de 


seconde espèce et 


À PIE (Em), Etn1>e)0 pour +0, (1) 


alors il est continu. 

Démonstration. Soit ve (0<v.< oo) le nombre de valeurs 
de # telles que p[Ë(£+0), E(t—0)]> 2e, et v(®) le nombre des 
indices * tels que p[Ë(fur), (tn n-1)] e. De toute évidence 
ve lim v{). Par ailleurs 


TN — 0 


En = À P(O1E (En), E(énx1> 


Le lemme de Fatou nous dit que Ev.<E lim vt)<lim Ev{). Par 
N — 00 nn — 00 

suite Eve. —=0, c’est-à-dire v. —0 presque sûrement pour tout & > 0. 

Donc £(t—0)=£&(t +0) presque sûrement pour tout £. Le proces- 

sus étant séparable, on à E(t)—E(t—0)—E£(t+40), i.e. le pro- 

cessus est continu. 


Appliquons le théorème 1 aux processus vérifiant les conditions 
du théorème 2, $ 4 Supposons que « (£, Ô) est défini par (12), $ 4. 


TH£oRëME 2. Si le processus Ë (t) est séparable et 

nes) 6; ya (2) 
Ô—0 Ô 

il est continu. 

Le processus E (£) ne possédant pas de discontinuités de seconde 
espèce si la condition (2) est réalisée, il suffit de vérifier (1). Eu 
égard à 

F {o [E (Enr), Ë (én, »-1)] > €} E< Ea (e, Ath) 


OÙ Aiyp = lnr — ln,h-1s On trouve 
mn 


D PIE (x), É(én.n)] >) <(b—a) max EC) 0 
k=1 1SRENn nÀ 


pour À, — 0. 
En appliquant le théorème 2 aux processus markoviens on ob- 
tient la condition suivante de continuité. 


THéoRÈME 3. Si Ë (t) est un processus markovien séparable et 


RP (8, y, t, Se(y)) +0 
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pour Ô +0, Ve => 0 fixe, uniformément en y, 5, t,0<1t—5s< ô, 
il est continu. 


S,(x) est le complémentaire de la boule S,(x) de rayon & cen- 
trée en x. 


Processus à accroissements indépendants. Le théorème 1 ne 
fournit que des conditions suffisantes de continuité d’un processus 
aléatoire. Il se trouve que les conditions du théorème sont aussi 


nécessaires pour un cas particulier de processus à accroissements 
indépendants. 


THÉORÈME 4. Si un processus & (f) à accroissements indépendants 
est continu, la condition (1) est réalisée pour une suite {t,,, k = 0,... 


.., M}, n = 1,2,..., de partitions de l'intervalle [0, T] telle que 
An — 0. 
Démonstration. Posons A;,— sup p[Ë(é:), E(t)]. La con- 
[ti —tol<R 


tinuité du processus Ë({) entraîne que A;,—>0 presque sürement 
avec h. Donc limP{A,>=>e}—0. D'autre part, si À, <kh, alors 
h-0 


P{A;>e}>P {supo[Ë(tnr), Enr] >E}= 
— P {p LE (ln): E (no) > €} +P {ob LÉ (Ën2); 6 (éno)] LE} X 


mn—1 


X P {p LE (ln2); E (én1)1>E} + St cos D P {e LUN (fn, r-1)] <E}X 
X P{P[É (énmn): 8 (ên, m1) > €} 2 


>P {A;,<:E} p: P {o [E(Ënr), E(Ën, k=1)] > €} 


S PIE (énr), E(Ën, n-1)] >< 0 


h=1 
pour kÀ—=0, Ve=0. 


CoROLLAIRE. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un pro- 
cessus aléatoire E (t) à accroissements indépendants soit continu est 
qu’il soit un processus de mouvement brownien, d'espérance mathéma- 
tique a (t) — EE (t) continue et de matrice de variance B (t) continue. 

Ce corollaire découle du théorème 4 et du théorème 1, $ 3, cha- 


pitre I. 


Condition de Kolmogorov de continuité d’un processus aléa- 
toire. Prouvons une condition suffisante directe (c’est-à-dire n'’uti- 
lisant pas la non-existence des discontinuités de seconde espèce) 
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de continuité d’un processus aléatoire. Elle est basée sur une va- 
riante simplifiée des lemmes 3 et 4, $ 4. 


LEMME 14. Soit E (t), t E [0, T], un processus séparable vérifiant 
la condition suivante : il existe une fonction g (h) monotone non décrois- 
sante non négative et une fonction q (c, h), h > O, telles que 


P{IE(G+R),É(0)> Ce (R)}<a(C, h) (3) 
el 
G= Ÿ g@T)<o0, 0 (C)= D Pa(C,2"TD)<o. (9 
Alors 
, ” N 
P{ sup PEL EU) >N}<O (5) (5) 
et 
P{ sup _ EC, E() > CG ([loms])}< 
<Q([iæs],C), (6) 
où 
G(m) = De 2-1 T), Q(mC), => 2q (C, 2T). (7) 


Pour démontrer ce lemme il suffit de reprendre, en les simpli- 
fiant, les démonstrations des lemmes 3 et 4, $ 4. On n'’indiquera que 
les grandes lignes. Soient les événements 


Amp (E( ET), ET ))<Ce2T)}, 
k=0;/1,;,27=1, 2=0;:1,2,.::;: 


oo  2n—1 
Posons D,, = ff ff À,s. Il vient 
n=m k=0 


P{D,}<Q (n, C). 
De D, il suit que Vt’ et t“ de 7 


p (6 @'), Ë (7) < 2CG; 


si, outre D, on a 0O<t"—t <2"T, alors p (E (&’), E (6) < 
< 2CG (n). En raisonnant comme dans la fin de la démonstration 
des lemmes du $ 4 on obtient ce qu’on avait annoncé. A noter que 


la continuité stochastique du processus Ë (t) découle des conditions 
(3) et (4). 
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THÉORÈME 5. Si les conditions du lemme 1 sont réalisées, le processus 
E (£) est continu. 

Comme cas particulier où les conditions (3) et (4) sont réalisées 
considérons un processus tel que 


Ep? LE (7), EG <KLIE — 2 F7, (8) 
où p>0,r>=>0. Posons g (h) — h"/P, où 0<r' <r. On trouve 


G ( [og | | < K,er/P 
et 


Q([log se |, C) << CPR", 


où Æ, et K, sont des constantes. Du théorème 5 il suit le 


CoRoOLLAIRE 1. Siun processus aléatoire séparable Ë (t) vérifie la 
condition (8), il est continu. 

Signalons encore une condition plus générale que (8) et telle 
que (3) et (4) sont réalisées. Soit 


L\h1 
EP G) EC+AI<pnre P<r. (9) 
Si l’on pose g (h)—] log, [| k|]-T#, où p<r'<r, alors 
G= D [log | 27 [| € 00, QC)" < 00. 
Pre D CPIlog, 12-77 ffttr-r 
n=0 


COROLLAIRE 2. Si un processus séparable Ë (t) vérifie la relation (9), 
il est continu. 


Processus gaussiens. Appliquons les résultats précédents à un 
processus gaussien réel séparable unidimensionnel EË (t), 4€ [0, T1], 
de fonction de corrélation À (f) et d'espérance mathématique nulle. 
La différence ËE (4 + h) — £ ({) a pour variance 

GHR=R(C+RI+R—-LRE +R +R(, D), 


donc 


O0 = 


où a = Cg(h)o-!(t, h). En se servant de l'inégalité 
Se 
je dre tr, (10) 


œ 
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qui se déduit sans peine par une intégration par parties du premier 
membre, on trouve 


C?g2 (h) 
— _2. O(t,h) 202(t,h) 
PEGHD EU CESSE Gr € . (11) 
THÉEORÈME 6. Si un processus gaussien vérifie 
K 
PERTE : Pp>3, (12) 


il est continu. 
Démonstration. Posons g(h)—|In|h||-?", où p’ est un 


nombre tel que 1 < p°< es . On peut admettre alors que 


C? , 
K’ SK | MlIh 1P—2? 


———— 
Clin|k||?/2—? 
et les séries (4) seront convergentes. Ce qui démontre le théorème. 


AU h) = 


3 


$ 6. Submartingales à argument continu 


Les submartingales (supermartingales, martingales) ont été in- 
troduites au $ 6, chapitre IIT. Dans le présent paragraphe on verra 
que les submartingales (et par suite les supermartingales et les 
martingales) possèdent des modifications continues à droite sous 
des hypothèses assez larges, et ce sans utiliser les théorèmes d’exis- 
tence d’une modification séparable. 

Signalons tout d’abord que les inégalités établies au $ 1, chapitre 
III, pour les submartingales de suites se transposent sans difficultés 
aux submartingales € (f) définies sur un ensemble dénombrable 
quelconque S$ (0, ol. 

Soit {%ÿ:, t € S} un flot de tribus, C > 0. 

Si £{E (#), %:, 1 ES} est une submartingale, alors 


sup EË* (i) 
a) P{supE (> Ch< EE — ; (1) 
tES 
sup E (6 (t)—b)* 
b) Ev([a, b], S) <= ———, (2) 


où v (la, b], S) est le nombre d’intersections de l'intervalle Ja, b] 
de haut en bas par la fonction f (ft) — E (t, w) sur l’ensemble t €S ; 


c) E sup [£*()P<g?supE[£* (#)P (3) 
tES 1ES 


si existe p > 1 tel que E [E* (4)P << oo. 
La démonstration est la même que dans le cas où S est la suite 
1 2:35 vu) 
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Soit la submartingale {E (f), #4, t E 10, cl}. Supposons que %, 
contient tous les ensembles de probabilité nulle. Montrons que sous 
des hypothèses assez larges il existe une modification du processus 
E (é) dont les réalisations possèdent presque sûrement des limites à 
gauche et sont continues à droite quel que soit {>> (. 

Choisissons à cet effet un ensemble S dénombrable partout dense 
dans [0, œl et étudions la restriction de Ë (f) à S. Posons 


Nraw = {©: v (ja, b], S N [0, nl) = oo}, 
Lh = {o: sup E () = +oo, 1ES N [0, nl}, 
Ln = {o: inf E(f) = —oo, 1€S MN [0, nl}. 


L’inégalité (2) entraîne que P (N,,4) = 0 quels que soient n, a, b. 
Comme 


OO 


P(Lr)< < 2 E Elim v(J—#,—m], SN [0,n]), 


il vient en vertu de (2) 


LE S lim SÉRIT AP — 0. 
m=i1 pe 
Enfin de l'inégalité (1) il suit P (Lr) = 0. Soit 


NU, QU, Mn) UE UE, 


où a et b parcourent l’ensemble des nombres rationnels. Alors 
P (NW) = 0. Il est aisé de voir maintenant que si © € N, en tout 
point {, Ë (s), s € S, possède la limite Ë ({ — 0) à gauche et la limite 
E (£ + 0) à droite. En effet, si en un point ét l’une de ces gs 


n'existait pas, par exemple Ë (ft — 0), alors b' — lim Etfs)e 
st 
s<t 
a’ — lim ËE (s) seraient finies et inégales entre elles. Or pour tout 
st 
s<t 


couple de nombres rationnels (a, b) tels que a’ <a< b< b' le 
nombre d’intersections de l’intervalle Ja, b] par le processus E (s), 
sES,s< t, serait infini contrairement à l'hypothèse «© é N. Posons 
pour tout {> 0 
E(&+0) si wéW, 
nf si 6EN 


Si © 6 N, la fonction n (t) est, pour chaque t > 0, continue à droite 
‘et possède une limite à gauche (n ( — 0) — É( (té — 0O)). 
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Soient les tribus %#+, 40, où On A %s. De toute évidence, 


{%x, 120} forment un flot de tribus, Que contiennent tous les 
sous-ensembles de probabilité O et n(£) est %:+-mesurable. Prou- 
vons que {n (£), Fx+, 20} est une submartingale. 

La suite Es), a>9 >... Sn >. Sn + S, étant équi- 
intégrable et convergente vers n (s) dans Z., il suit que dans l'iné- 
galité 


[E()aP< HQE Sn Lt BE Bon 
B 


on peut passer à la limite pour n —> oo. On obtient 
fn ts) 4P [8 (6) dP. 
B B 


De façon analogue on s’assure que dans le second membre de la 
dernière inégalité on peut remplacer Ë ({) par n (t), c’est-à-dire 


fnts) dP< | n(E) dP. (4) 
B B 


Ceci montre que {n (é), %4s, t > 0} est une submartingale. 


THéoRÈME 1. Soient {E (t), F3+, t >> 0} une submartingale, Fi — 
= 3, a (t) = EË ({) une fonction continue à droite pour tous les 
t > 0. Il existe alors une modification {n (t), F:, t > 0} du processus 
ë (t) dont les réalisations sont presque sûrement continues à droite et 
possèdent des limites à gauche quel que soit t. 

Démonstration. Il suffit de prouver que le processus 
{n (£), F1, t > 0} construit précédemment est une modification du 
processus donné. Par analogie à (4) on a 


jeep < |n@4P v(,B).1>s,BES,, 
ou E(s) LE {n (t) HA + s< t. Comme n (é) est F;-mesurahle, 


on à 
EG <E MG) 18: = n(0) = E£6(6+ 0) (mod P). 
L’équi-intégrabilité de la suite Ë ({,) pour #, À t{ implique 
E (E(E+0)—# (6) = lim E (€ (65) —# (6))= lim (a (fn) — « (#)) 0, 
ce qui, compte tenu de l'inégalité précédente, donne 
6 (£ + 0) = Ë (i) (mod P). 


REMARQUE. La condition} %;+ — %;, n’a été utilisée que pour 
affirmer que n ({) est une variable aléatoire %,-mesurable. Donc le 
théorème 1 reste en vigueur si l’on remplace cette condition par la 
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suivante: la variable aléatoire Ë (£ + 0) — lim £(s,) est #1 
sntt 
mesurable. 


CoRoOLLAIRE. Si E ({), t=>0, submartingale par rapport à un flot 
de tribus {%:, t > 0}, où ÿ%; est la complétion de la tribu engendrée 
par les variables aléatoires (& (s), s < t), est stochastiquement continue 
à droite: 


se P{IÉ(G)—É(+h)]>Ee}=0 y (e <0,:20), 


il existe une submartingale {n (t), %,, t > 0} stochastiquement équiva- 
lente à un processus Ë (t) dont les réalisations sont continues à droite et 
possèdent des limites à gauche presque sûrement. 

Pour le prouver il faut vérifier que la condition de continuité 
stochastique entraîne les conditions du théorème 1. Les suites 
E (t + h) convergeant stochastiquement vers E& ({) pour À | O, il 
suit que pour tout f il existe une suite £,, {, À t, t, ES, telle que 
& () = lim & (4,) (mod P). Donc E (ft + 0) est %;-mesurable. De 
l’équi-intégrabilité de la famille E (£&,), nr — 1, 2, ..., il suit: 
a( =EË (Gt) =E limEé(é,) = limEE (é,) = lima(£,),  c’'est-à- 
dire a (t + 0) = a (t). La remarque du théorème 1 entraîne que le 
processus {n (ft), 3, t > 0} est une submartingale possédant les 
propriétés requises. 

Le théorème 1, $ 5, entraîne le 


THésorëMe 2. Si {E(t), t € La, b]l} est une submartingale telle que 


n — 


1 
lim À P {IE (nn) —E (nn) > €} = 0, 


nez lin, hk+1—tnk | +0 k= 


Où a = bn Lin Lese L'lpn —= bd, alors elle possède une modifica- 
lion continue. 


CHAPITRE V 


TRANSFORMATIONS LINÉAIRES DE PROCESSUS 
ALÉATOIRES 


Dans ce chapitre on se propose d'étudier des opérations linéai- 
res sur les processus aléatoires, telles la dérivation, l’intégration, 
les transformations par des équations différentielles ou intégrales. 
La prédiction de la valeur prise par une fonction aléatoire ou encore 
la sélection d’une composante parmi les valeurs observées d’une 
fonction aléatoire représentée par la superposition du signal transmis 
et du « bruit » sont des problèmes qui entrent dans le cadre de la 
théorie des transformations linéaires des processus aléatoires. 

Ces problèmes sont étudiés dans un espace hilbertien de variables 
aléatoires, car les solutions qui y sont obtenues sont commodes aux 
applications. On suppose au lecteur la connaissance des notions élé- 
mentaires de la théorie des espaces hilbertiens. 


$ 1. Fonctions aléatoires hilbertiennes 
Soit {Q, ©, P} un espace probabilisé. 


D£riNiTion 1. On appelle espace hilbertien £, = £: (Q, ©, P) 
de variables aléatoires de l’espace probabilisé {Q, ©, P} un ensemble 
de variables aléatoires à valeurs complexes & = f (w), & € Q, telles que 


EI F< oc. 
Le produit scalaire sur £, est défini par 


(6, n) . Eên, C n € Lo. 


D'après cette définition la norme || & || de la variable aléatoire & vaut 


NÉN= EI FF. 


Deux variables aléatoires 6 et n sont orthogonales si 
(É, n) 7 Eên = 0. 


Le carré de la norme || Ë ||? de la variable aléatoire réelle Ë est con- 
fondu avec le moment d'ordre deux, || & | — E&?, et avec la va- 
riance si E6 = 0. Si et n sont réels et EË = En = 0, leur ortho- 
gonalité équivaut à leur non-corrélation. 


16—0398 
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D£riNitTion. Une fonction aléatoire à valeurs complexes & (0) 
(80 E O) est hilbertienne si 


E | & (6) [<< oo, 6 — 6. 


Une fonction aléatoire hilbertienne peut être traitée comme une 
fonction définie sur ® à valeurs dans un espace hilbertien #, : 


6 — & (8) = j (8, w) € Ze. 


En particulier, si © est un intervalle de nombres réels Ja, b|, toute 
fonction aléatoire hilbertienne doit être traitée comme une ligne 
de £, d’'équation paramétrique Ë — & (8), 8€ la, bl. Dans ce 
chapitre on n’envisagera que des fonctions aléatoires hilbertiennes, 
aussi omettra-t-on souvent de le préciser. 

Soit donnée sur ® une fonction non négative 1 (0) prenant des 
valeurs positives aussi petites que l’on veut. 


DériniTion. Une variable aléatoire n € £, est limite en moyenne 
quadratique (limite en m.q.) d'une fonction aléatoire hilbertienne 
6 (8) pour 4 (8) —+0 si & (6) — n pour 1 (0) +0 au sens de la con- 
vergence dans l’espace hilbertien £;, c'est-à-dire si 


Ve > 0 36 => 0 tel que E |n — Ë (8) ? < e° 


pour tous les 8 tels que O0 1 (6) < 6. 
En particulier, si ® est un espace métrique muni de la métrique 
r (6,, 6.), la fonction & (6) est par définition continue en moyenne 


quadratique (continue en m.q.) au point 0, € O si 
E | 6 (61) — 6 (00) F —0 pour r (8, 05) —0. (1) 


DéFiNiTION. On appelle covariance B (6,, 8.,), (6,, 6.) € @?, d’une 
fonction aléatoire hilbertienne Ë (6) le nombre 


B (61; 02) — E6 (61) € (62) = (6 (81), & (02). (2) 


LemmEe 1. Pour qu'une fonction aléatoire € (6) possède une limite 
en m.g. pour (0) +0 il est nécessaire et suffisant qu'existe 
lim B (6,, 6.) pour 1 (6,) + 1 (8:) — 0. Si cette condition est réalisée 
et n = L.i. m. € (6), alors 


b(B)-0 
Elnf= lim  6(6,,0;). (3) 
D(B,)+ (82) + 0 


On omettra la démonstration en raison de sa facilité. 


CoroLLAIRE. Pour qu’une fonction E (0) soit continue en m.q. en 
un point 0, il est nécessaire et suffisant que soit continue la covariance 
B (6,, 6.) au point (6,, 06). 

La condition nécessaire est une conséquence du lemme 1, la 
condition suffisante s'obtient par un calcul élémentaire. 
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REMARQUE. La continuité en m.q. de & (6) au point 6, entraîne 
la continuité stochastique de & (6) en ce point. En effet, l'inégalité 
de Tchébychev nous dit que 


P{IE(8)—6 (8) > 6} < ER OERE 


La continuité en m.q. de & (0) sur © n'implique pas la continuité 
presque sûre des réalisations du processus sur O. En effet, pour un 
processus de Poisson on a 


EILGC+h—-C OF = + GA), 


mais les réalisations de & (ft) sont discontinues avec une probabilité 
positive. 

L'étude générique des fonctions aléatoires hilbertiennes se ramène 
à celle de fonctions ordinaires à valeurs dans un espace hilbertien. 
La covariance, les divers types de convergence, les notions proba- 
bilistes spécifiques confèrent des traits particuliers à l’analyse des 
fonctions aléatoires. 


Intégration. Soient {®, X, m} un espace polonais muni d’une 
mesure complète o-finie, {6 (8), 0 € 6} une fonction aléatoire hil- 
bertienne. Si la covariance B (6,, 0.) est continue m-presque pour 
tous les 6 au point (6, 8), alors en vertu du lemme 1 et du théorème 1, 
$ 3, chapitre IV, il existe une fonction séparable, mesurable, sto- 
chastiquement équivalente à © (0). Cette remarque montre à quel 
point est restrictive l'hypothèse retenue. Le théorème 2 (chapitre IV, 
$ 3) entraîne immédiatement le 


THÉORÈME 1. Si 
| B (8, 8) m (0) < oo, (4) 
è 


on a presque sûrement 


| 1E()I2m (40) < © 
6 


el 


E| | (8) [2m (d0) — |8(6, 0) m (dB). (5) 
O (e) 


CoroLLAIRE. Soient f; (0), i — 1, 2, des fonctions de £: (9, X, m) 
et soit réalisée la condition (4). Les intégrales 


m= | f:(6)E (8) m (40) 
6 
16* 
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existent presque sûrement et en vertu du théorème de Fubini 


Emme =E | À 1 (61) 72 (62) € (81) E (62) m (d8,) m (d8,) = 


68 6 
= | (41(0,) (64, 8.) F2 (62) m (40,) m (d8,). 
6 6 


Faisons quelques remarques au sujet de la définition des inté- 
grales de fonctions aléatoires. 


REMARQUE 1. Soit réalisée la condition (4) et m (®) co. L'’in- 
tégrale 


| E(0)m (d8), (6) 

() 
& (6) étant une fonction aléatoire mesurable, est définie et presque 
sûrement finie pour toute réalisation de & (6). On peut procéder 
d’une autre façon pour définir l’intégrale (6). En effet, celle-ci peut 
être donnée comme la limite en m.q. de sommes intégrales de Lebes- 
gue de & (8). On s’assure aisément que cette définition coïncide avec 
la définition ordinaire. Pour le prouver il suffit de se limiter à 
des variables aléatoires non négatives. Par définition l’intégrale 
(6) est la limite pour ñn — de 


| En (8) m (40), 

ô 
où n (0) est une suite monotone non décroissante de fonctions aléa- 
toires prenant un nombre fini de valeurs et telles que lim &, (6) — 
— ( (60) y0EG. On a 


E] Î 5 (6)m (d6)— [t, (48) m (40) <ET16(8)—&, (0) 12m (40). 
8 (S) (e) 


Comme 0 < & (8) — &, (8) < 6 (6), il suit du théorème de Lebesgue 
| (0) m(d8)=l.i.m. | En (8) m (dO). 
e 


(é) 


REMARQUE 2. Soit le processus aléatoire {£ (t), t € La, b]}. L’in- 
tégrale 


b 
| £ (4) dt 
a 
est souvent définie comme la limite en m.q. des sommes intégrales 


à L ({nx) ATATE 
Rk=1 


At =tnr —Én,h=19 A = ln0 <'Ën < A < tn = 0. 
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Une condition nécessaire et suffisante d’existence de la limite 
en m. q. de ces sommes est, en vertu du lemme 1, l’existence de la 
limite de 


n m 


n m 
E D G(tnn) Atnr D C(Eme) tm = D 2) Btnrs tmr) AtnrAtrr 
KZ 1 fai à Kai r=1 


pour n, m — oo, c'est-à-dire l’intégrabilité au sens de Riemann de 
la fonction B (t, s) (a < t, s< b). Donc la définition donnée est 
plus restrictive que la définition initiale mais par contre elle n'est 
pas liée à la mesurabilité du processus. On s'assure immédiatement 
que l'usage de la dernière définition de l’intégrale conduit (mod P) 
au même résultat que la définition initiale. 

En effet, 


2 


E | [cc dt — S C(tnr) Atnn 


k=1 
n n tnk nr 
Su rS) | | [B(t,s)—B(t, tur)—B(tur, S)+ 
h=1 r—1i t 


n,k-1°n, r-1 


+ B (ins tnr)] dt ds< 2 > > Qyrr 0, 


R=1 r=1 


où Q,», est l’oscillation de la fonction B (f, s) dans le rectangle 
Ün,h-1 < l < lnks ln ,r-1 < S < Enr 


REMARQUE 3. Par intégrale impropre en m.q. 
| Et) dt (ou | t(t) à?) (7) 
és è 
on conviendra d'entendre 
N N 
li.m. | E (4) dé (lim. [6 (9 dt. 
N—00 
—N a 
Pour que ces intégrales existent, il est nécessaire et suffisant, en 
vertu du lemme 1, qu’existent les limites 
N N’ N N° 
lim [ | B(t,s)dtds{( lim | | 84, s) dt ds). 
N, N°0 J,, ,, N, N'æood « 
Cette définition des intégrales impropres est dans certains cas plus 
large que la définition des intégrales (7) comme intégrales au sens 
de Tebesgue de fonctions 6 (£) à « fixe. 
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Loi des grands nombres. Soit {6 (t), t > 0} un processus hilber- 
tien mesurable à covariance intégrable sur tout intervalle fini. 
On dira que & (#) vérifie la loi des grands nombres si dans un certain 
sens 

7: 
+ | C(t)dt—c pour T oo. 
Ô 

Le lemme 1 nous apprend qu’une condition nécessaire et suffi- 

sante de l’existence de la D nu 


Lime [eco 


T'— 00 
est l’existence de la limite 
TT’ 


+” T 
lim Er |roa r FO lim 7) | Bt sat 


T,T' T, T'-00 


D'autre part, pour que 


T T 
1 1 
lim. T | t (4) #—+ | Et (+) dt} =0 
ait lieu, il est nécessaire et suffisant que 
T T’ 
lim 7 | | RG, s)dt ds =0, (8) 
T, T'00 TT” 5 ÿ 


où À (£, s) est la fonction de corrélation du processus. 
Il est aisé de remarquer que 


ee TT TT" 
|| | R(e, s) dt dsl < < | | R (#, s) dt ds | | R (t, s) dt ds. 
0 0 


0 0 0 


© 


Donc (8) a lieu si et seulement si 


TT 
lim 77 | | R(t, s) dt ds—0. (9) 


Dans le cas d’un processus stationnaire au sens large, R (£, s) — 
— R(t—5s). Comme 


TT ; T 
nfjre-saaæ-r [res +) 


il suit le 
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THéorëME 2. Si © (t) est un processus stationnaire au sens large, 
pour que 


Lim | (dE (9 (10) 
T- 
ait lieu il est nécessaire et suffisant que 
T 
. 4 |# | 
lim | R(+) (1—-LL) 0. (11) 
=T 


La condition (11) est réalisée en particulier si la valeur moyenne 
de la fonction de corrélation est nulle: 


T 
her] R(s) ds —0. 


Exprimons la condition (11) au moyen de la fonction spectrale 
du processus. On a 


T co T 
{ t l 
re (i-LE) à [rar [et — 1) à, 
= — 00 -T 
d’où 
if t (24 Tu) 
— € 
Tr (1-0) ae TIRE r (au) = 
ne 4 — 00 
2(1— T 
= F{0}+ [ 28e a) 7 (au, 
où F(4)=F(AX {0}, {0} étant l'ensemble constitué du seul 
point u = 0. On voit sans peine que la dernière intégrale tend vers 0 
pour Ÿ — oc. Donc 


T 

lim + | RG (1— HD) a = F{0}. (12) 
T 

D'où il suit le 


TH£ORÈME 3. Une condition nécessaire et suffisante pour que l'égalité 
(10) ait lieu pour un processus stationnaire au sens large est que sa 
fonction spectrale soit continue au point u = 0. 


Dérivation. Soit {6 (1), 6€ la, b[}, —co < a << b < œ, un 
processus aléatoire hilbertien. 
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DériniTiON . On dit que le processus aléatoire {& (t), t € la, bl} est 
dérivable en m.q. en to si existe 


Et) = Lim EG, fo, HR ETA, D 


Le nombre aléatoire L' (t,) est appelé dérivée en m.q. du processus aléa- 
loire au point to. 

On établit sans peine les conditions nécessaires et suffisantes de 
dérivabilité en m.q. d’un processus aléatoire. Comme 


F C Coth)—C (to), & (Co + A1) —Ù (to) _ 
hk 


[A 
= {B (to+h, tothi)—B (to, to+hs) —B(to+h, to) +B (te to)}o 


il suit du lemme 1 qu’une condition nécessaire et suffisante de déri- 
vabilité en m.q. du processus & (f) au point f, est l’existence de la 
dérivée mixte généralisée : 
0?B(t, t’) 

OO" [tt to 
B(toth, t9+h3) —8B (to to hi) —B (to th to) + B (tos to) 

h, h1-=0 hhy ° 

La dérivabilité en m.q. au point # et l'inégalité 


JE (c'e) LC {E | LE 
entraînent 
Et’ (t) = Et (0) 43 


et de plus la dérivée à droite existe. 

Si le processus & (t) est dérivable en m. q. en tout point de l’in- 
tervalle la, bl, la dérivée £’ (f) constitue un processus aléatoire hil- 
bertien sur la, bl. 


T£orëme 4. Soit {6 (t), t € la, bl} un processus aléatoire hilber- 
tien. Si la dérivée généralisée 
62B(t, t') 
ôt ôt’ {te 
existe pour toute valeur de t € la, bl, le processus E (t) est dérivable en 
m.g. sur la, bl et 


nn @B(t,t' 

Bt (£, U ) — ee ) ? (14) 
’ 0B(t, t 

Bert, t)= 260, (15) 
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Où Bgrzr (t, t) = EC’ (4) C’ (t”) est la covariance du processus C’ (t) 
et Berg (ét, t) = EC’ (6) G ({’) la covariance des processus C' (t) et 
l 


Seules les formules (14) et (15) sont à démontrer. On a 
Byr(t, t)=EL(4)C (4) = 
— ]im Eë (4) ( ET E 0 ) = lim 2 EL 5e: t') | 
h-0 h-0 


oB(t,t') 


Donc la dérivée existe et la covariance des proces us 


C’ (t) et É(é) est définie par la formule (15). D'autre part, 


im ECC HAE) GEHA EE) 


Br (t L = 
tre (£, ) h, n°0 h'h 


li B(t+h, t'+h)—B(t, t+h)—B(t+h, 1)+B(t, t') 
a 1m Re JE ne tt à 
R,h'—0 


D'où suit l’existence de la dérivée seconde généralisée 


o2B(t,t') 
ôt ot’ 


(dans l'énoncé on n’a admis que l’existence de la dérivée seconde 
généralisée pour t — {’) et la formule (14). 


Si le processus & (t) est stationnaire au sens large, alors B (4, t”) = 
— R (t— 1) et le théorème 4 entraîne le 


COROLLAIRE 4. Pour qu’un processus stationnaire au sens large & (t) 
(t € T) soit dérivable en m.q. il est nécessaire et suffisant qu'existe la 
dérivée seconde généralisée de la fonction de corrélation R (t) pour 
t — 0. Si cette condition est réalisée, il existe alors la dérivée généralisée 
d'R(t) 


TE de 


d°?R (t) 
Reel t+0=— 0, 


adR 
Rest (to +t, to) = Rvoe (t) — HE) : 


Des résultats analogues ont lieu pour les dérivées en m. q. d'ordre 
supérieur. 


CoRoOLLAIRE 2. Si G(£), tE ]—co, oo, est un processus stationnaire 
au sens large et 


| u2F (du) < oo, 
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où F est la mesure spectrale du processus, alors le processus £ (t) est 
dérivable en m.q., le processus (£' (&), © (t)) est stationnaire au sens 
large et sa fonction matricielle de corrélation R (t) est de la forme 


O0 O0 


| e‘t"u2F (du) | e‘tjuF (du) 
— [ eu} (du) [ e‘tF (du) 


Développement d’un processus aléatoire en séries orthogonales. 
Soit {£ (t), tE la, bl} un processus hilbertien mesurable continu 
en m.q. Sa Covariance B (£,, t&,) est un noyau continu défini non 
négatif sur le carré [a, b] X La, bl. La théorie des équations inté- 
grales nous dit que le noyau B (f,, t,) est développable en une série 
uniformément convergente sur ses fonctions propres ®, (£); 


lo] (£4, Li) = a Ann (£:) Pr (£2), 


b b 
hnQn (D = | BE, s)gn (s)ds, | a (6) Dm CE dt = Bus 


a 


les valeurs propres À, étant positives. 
Posons 
b 


En = | (0) pe CO dt. 


Cette intégrale existe (théorème 1) et du corollaire du théorème 1 
il vient 


pèse — | B (t, s) On @) Om (s) dt ds — Anônm 


b b 
a a 


c'est-à-dire la suite de variables aléatoires E, (n — 1, 2, . ..) est 
orthogonale. On a ensuite 


b 
EL (DE = | B(6, 5) qu (s) ds = Anqn (0). 


D'où il suit que 


El — 2 Bo (OT 
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= B(t, 5)—2 2 qu () EG (0) + 2 du | pr () = 


= B (4, )— 2 | Pa (£) 1? 0 


pour z —+o uniformément en { d’après le théorème de Dini. 


THÉORÈME 5. Tout processus hilbertien mesurable continu en m.q. 
C (4), tE la, b], se développe en la série 


(= 2 Erqn (0 (16) 


convergente dans Æ£, pour tout t € La, b]. E, est une suite orthogonale de 
variables aléatoires, E | Ex |? — Àx, Àr sont les valeurs propres, ®, (t) 
les fonctions propres de la covariance du processus. 


REMARQUE. Si le processus € (i) est gaussien, sa dérivée en m.q. 
b 

et les intégrales de la forme | (£) 6 (ë) dt sont des variables aléa- 
a 


toires gaussiennes. Donc si & (£) est un processus gaussien réel et 
E & (f) = 0, les coefficients &, de la série (16) sont des variables 
gaussiennes indépendantes et la série (16) est presque sûrement 
convergente pour tout é. 

En effet, les variables Ék sont indépendantes car orthogonales et 
gaussiennes. Pour que la série (16) soit presque sûrement convergente 


il suffit que la série > E (Ezox ())? = Ÿ kn | Pr (£) |? soit con- 
R=1 


vergente. Or on a vu cette série était convergente (et sa somme 
égale à B (é, t)). 

Considérons à titre d'exemple le développement en série orthogo- 
nale d’un processus de mouvement brownien sur l'intervalle [0, 1]. 
On admet que & (0) = 0, EE () = 0, Var Gt) =1, Bi, s) — 
— EË (#) G (s) — min (t, s). Le calcul des valeurs et des fonctions 
propres du Fe B (t, s) est immédiat. De l'égalité 

1 1 


hPa (Ë) = min (#, 5) @n (5) ds = | sqn (s) ds + À éqn (s) ds, 
0 0 


e 


Le 


il suit que ®, (0) — 0. En dérivant par rapport à & on trouve 
1 


Ann (#)= | @n (s) ds, 


t 
d'où pr (1) — 0. Une nouvelle dérivation nous conduit à l’équation 


An Pn (&) — — —Pn (2). 
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Ses solutions normées vérifiant les conditions aux limites p, (0) = 0, 
Pr (1) = 0 se notent 


qn (= V2sin (n+5) ne, = (n+e)"n, D QT 


donc 


co : 1 
- sin [n+—})t 
L@=V2 2ib ol si + 
n=0 (n+) I 
où &, est une suite de variables aléatoires gaussiennes indépendantes 
de paramètres (0, 1). Cette série est presque sûrement convergente 
pour é fixe. 

Le processus de mouvement brownien se décompose encore de la 
façon suivante. Soit E (t) — & (t) — té (1). Alors Ë (t) est un pro- 
Cessus gaussien de covariance B, (ft, s) — min (é, s) — iset EË (1) — 
= 0. On calcule les valeurs et les fonctions propres du noyau B, (#, s) 
comme dans le cas précédent. On retrouve de nouveau l'équation 


An Pr (£) PA (£) 


avec les conditions aux limites œ, (0) — , (1) = 0, dont les solu- 
tions s’écrivent 


Pa (#) de V 2sin noté, he —— n?rt?, n — À, 2, ... 


; (17) 


Donc 


_ sin AT 
ÉD ()=V2D EE, 
n=1 
où E, (2 — 1, 2, ...) est une suite normée de variables aléatoires 
gaussiennes indépendantes telles que 
4 
EE, =V2 | E (t) sin nant di. 
0 
Comme E&(1)=1, Eë2(1)=1, 
1 
Etat (1)=V2 ÎE (GG —4 (0) 6 (0 sinnat dt =0, 
0 
en posant £o — € (1) on obtient 


ee sin n7tt 
6 ()= 404 V2 Din ro (18) 
n=1 
OÙ Épr Ëns + + +, En» - . . sont indépendantes et possèdent une répar- 


tition normale de paramètres (0, 1). La série (18) a le même caractère 
de convergence que la série (17). 
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$ 2. Mesures et intégrales stochastiques 


Les intégrales de la forme 


b 


| FC dE, (1) 


a 


où f (t) est une fonction non aléatoire donnée et © (f) un processus 
aléatoire, jouent un rôle important dans de nombreux problèmes. 
Les réalisations du processus & ({) sont généralement des fonctions 
à variation non bornée et l’intégrale (1) n’est pas une intégrale de 
Stieltjes ou de Lebesgue-Stieltjes pour presque toutes les réalisations 
de & (4). Néanmoins on peut définir l’intégrale (1) de telle sorte 
qu'elle possède les propriétés de l’intégrale ordinaire. 

Dans le présent paragraphe on définit et étudie les propriétés 
de l’intégrale par rapport à une masse aléatoire. De telles intégrales 
sont dites stochastiques. 

Soient {Q, @, P} un espace probabilisé, £, = Z, (Q, ©, P), 
E un ensemble et Ÿ un semi-anneau de parties de Æ. Supposons qu’à 
tout À € Mt est associée une variable aléatoire & (A) à valeurs com- 
plexes telle que 

1) É(A)EL:, 6 (S) = 0; 

2) 6 (AU À) = 6 (A) + 6 (A:) (mod P) si AN A: =; 

3) E6 (As) 6 (42) = m (Ai N A2), 


où m (A) est une fonction d’ensembles sur M. 


DériniTioN 1. Toute famille de variables aléatoires {E (A), AE M} 
vérifiant les conditions 1) à 3) est dite mesure stochastique orthogonale 
élémentaire et m (A), sa fonction structurelle. 

L’orthogonalité de la mesure stochastique est exprimée par la 


condition 3): si À, | À: = ©, les variables & (A.,) et & (A.) sont 
orthogonales. 


Par définition m (A) n’est pas négative: 


m(A)=E[C(A)FZ>0, m(g) = 0, 
et est additive; si À, A À, = @, alors 
m (AU A) =E T6 (A) + 6 (A2) F — 
= m (A) + m (A) + 2m (A N À) = m (A) + m (A). 
Donc m (A) est une prémesure (chapitre II, $ 2) sur M. 
Appelons £, {M} la classe des fonctions simples f (x): 
f()= 2 ca, (x), Ar EN, k=1, 2, ……, 1, (2) 


où n est un nombre quelconque et #4 (x) l'indicateur de l’ensemble À. 
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Définissons l'intégrale stochastique d’une fonction f (x) € £, {M} 
par rapport à la mesure élémentaire stochastique & (A) par 


n 


n= | f(x) 6 (d2)= D cut (4). (3) 

h=1 
Comme Yi est un semi-anneau, tout couple de fonctions de 
Lo {M} est représentable par des combinaisons linéaires d’indica- 
teurs de mêmes ensembles de M. Donc si f, g € Lo {M}, on admettra 


que f (x) est définie par la formule (2) et g (x) = Ÿ drxa, (x), et 
R=1 


de plus A4 N À, = @ pour kr. 
L'’orthogonalité de & (A) donne 


HOROMOCFONO) ECTS: (4) 
k=1 
Supposons que la prémesure m vérilie la condition de semi-addi- 
tivité et par suite est prolongeable à une mesure complète {E, 8, m}. 
Alors £, {M} est un sous-ensemble vectoriel de l’espace hilbertien 
Lo fm} = L3{E, $, m}. Appelons Æ, {NN } la fermeture de 
Lo {M } dans Z, {m}. 
L'égalité (4) se transcrit 


Efrotan| soi |/aemm() (5) 


pour tout couple de fonctions f (x), g (x) € £o {m)}. 

Soit maintenant l'enveloppe linéaire Z£, {€} de la famille de 
variables aléatoires £{£ (A), AE M }, c'est-à-dire l’ensemble de 
toutes les variables aléatoires représentables par (3); soit d'autre 
part Z, {€} la fermeture de Z, {{} dans l’espace hilbertien des 
variables aléatoires Z, {Q, @, P}. On remarquera que la relation 
(3) établit une isométrie n = 1 (f) entre £, {M } et Lo {É}. Cette 
isométrie est prolongeable à une isométrie entre ÆZ, {Wt } et 
Li {6 Sin =Vv(), fE £a {A }, on pose par définition 


n=b(f)= | 7(x)E6 (42) (6) 


et on appelle la variable aléatoire n intégrale stochastique de la fonc- 
tion f (x) par rapport à €. D'où suit le 


THÉORÈME 1. 

a) L'intégrale stochastique de toute fonction simple (2) est définie 
par la formule (3); 

b) l'égalité (5) est vraie quelles que soient f (x), g (x) € £a {E, 8, m) ; 


c) [laf(a)-+Be(a)t (dr) = a | (x)E (dx) +8 | g(2)E (da): (7 
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d) pour toute suite de fonctions f®" (x) € £, {E, D, m} telle que 
| |f(x)—f (x) PPm(dx) 0, no, (8) 
on a 
| FE (dr) = lim. | f (2) (da). 


REMARQUE. En FRAC si #9 (x) sont des fonctions simples 
= à CR Las ( zx), AFPEMR, n—1,2, 


et (8) est réalisé, alors 


le (x)C(dr)=li.m. S ct (AL). 
k=1 

L'existence d’une suite de fonctions simples approximant une 
fonction quelconque f (x) E La {E, S, m} est la conséquence de 
théorèmes généraux de la théorie de la mesure. Donc l’intégrale 
stochastique peut être traitée comme la limite en m.q. de sommes 
intégrales appropriées. 

Appelons #, la classe des ensembles À € $ pour lesquels m (A) < 
<Z æ. Soit 6 (4) fonction aléatoire d’ensembles définie comme suit : 


E(4)= | ra (x) t(an)= | 6 (da). (9) 
A 


Cette fonction possède les propriétés suivantes: 
a) © (4) est définie sur la classe d’ensembles $, ; 


b) si An € Dos n =0, 1, 2, ts À = U À, ANA; = pour 
n=i 


kr, k>0, r>0, alors £(4,)= Ÿ € (A,) au sens de la conver- 
n=1 


gence en m.q. ; 

c) E6 (4) É(B)=m(4 N B), 4, BE Bo: 

d) 6 (A) = € (À) pour À € M. 

DÉFINITION 2. On appelle mesure orthogonale stochastique toute 
fonction aléatoire d’ensembles € vérifiant les conditions a), b}), c). 

La propriété d) exprime le fait que € (A) est le prolongement de 
la mesure stochastique élémentaire 6 (A). On a donc le 


THÉORÈME 2. Toute mesure stochastique élémentaire & (A) dont 
la fonction structurelle est semi-additive est prolongeable à une mesure 


stochastique Ÿ (A). 
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REMARQUE. Comme £, {&} = £, {e, on a 
| Fat Gr)= | (2) E (ae). 


En vertu de cette égalité on conviendra dans la suite d'identifier 
les intégrales par rapport à la mesure orthogonale élémentaire & (A) 
dont les fonctions structurelles sont semi-additives aux intégrales 


stochastiques par rapport à la mesure stochastique # définie par (9). 

Faisons quelques remarques sur la définition de l'intégrale sto- 
chastique sur un segment de droite. Soit E (£) (a < t << b) un pro- 
Cessus à accroissements orthogonaux, c’est-à-dire 


E (E (te) — € (4)) Œ () — Es) = 0 
quels que soient t; Ela, bl,4 ft, <t3<<t,, continu à gauche 


D re EJEG—E(S) P +0 pour s À 4 
F(G)—ETIE() —EË (a) F. 


De l’orthogonalité des accroissements du processus Ë (t) il suit 
pour b > 


F2) = ETE(G) — 6 (4) +6 (4) — Ë Q@) F = Fi) HET (Ge) — 


2, E hi) |”, 
d'où 


Posons 


F(L)>F(t4) et F(D = lim F(s. 
Sté 


Par suite F (t) est une fonction monotone non décroissante continue 
à gauche. Soit Mt la classe des intervalles ouverts 


À = [£,, LL, a < lt to < b, à (Le, tal) — Ë (£2) au Ë (£);, 


m (lt, &l) = F (t) — F (t). Alors % est un semi-anneau d’en- 
sembles 

EG (Ai) & (A2) = m (A N A2), 
& (A) est une mesure stochastique orthogonale élémentaire dont la 
fonction structurelle est prolongeable à une mesure. On peut donc 
définir l'intégrale stochastique de Stieltjes en posant 


b b 
FE (= | F0) 6 (0), 


où Ë (t) est un processus à accroissements orthogonaux. Cette inté- 
grale existe pour toute fonction borélienne f (£), t € la, bl telle que 
b 


| I FGF (&)< 0, 


a 
où F (A) est une mesure associée à la fonction monotone F (tf). On 
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définit de façon analogue l'intégrale stochastique sur la droite 
]J— oo, oo tout entière. 

Démontrons quelques propositions sur les intégrales stochasti- 
ques. 

Soient € (-) une mesure stochastique orthogonale dont la fonction 
structurelle m est une mesure complète sur {E, 8}, et g (x) € £, (m). 
Posons 


à (4) = [ya (x) 8 @) & (ax), À €. 
Alors 


EX (4) (B)= | rar) as) le(x)Pm(dr)= | 1e(x) 12m (da). 
ANB 
Si l’on munit $ de la nouvelle mesure 


1(4)= | 18(x) 12m (dx), 
À 


on voit que À (4) sera une mesure stochastique orthogonale de fonc- 
tion structurelle 7 (4). 


LEMME 4. Si f(x) E £, {1}, alors f (x) g (x) E Le {m} et 
GA (Gr)= | f(a) eg (are (). 


Démonstration. Le lemme est évident pour les fonctions 
simples (= 2 cxxa, (3), 42€ 8. D'autre part, si f,(x) est une 
suite fondamentale de fonctions simples dans Z,{1}, alors 


ne) (@a)— num (2) (82) = Ÿ 1 (0) — fm (2) 18 1 (A2) = 
= | | fn (£) — fn+m (x) (21 g (x) [2m (dx), 


i.e. fn (x) g (x) est fondamentale dans Z, {m}. En passant à la 
limite pour 7 —oco dans 


À fn (a) A (dr) = | fn (2) 8 (e) 6 (dr) 
on obtient ce qu’on voulait dans le cas général. E 
LEemmME 2. Si AES,, 


L(4)= | HP) (dx). 


On remarquera tout d’abord que g (x) = 0 sur un ensemble de 
l-mesure 0; donc 7e) £ oo (mod !). Par ailleurs 


Î TL (dx) = | nr Le () [2m (dx) = m (4) < oo. 


17-0398 
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On peut donc se servir du lemme 1: 
= 1 
À = a (a) A (a) = | a (2) 8 (x) € (dx) =t (4). 


Soient 7 intervalle fini ou infini de la droite, #! tribu de parties 
de 7 mesurables-Lebesgue, ! mesure de Lebesgue. 

Supposons que gié, x) est %! x $-mesurable, g(é, +) € 
E La {l X m} et g(t, x) EL, {m} pour tout # € T. Considérons 
l'intégrale stochastique 


EG)= | ge, 26 (dx). (10) 


Elle est presque sûrement définie pour tout £. 


LEMME 3. L'intégrale stochastique (10) peut être définie comme une 
fonction de t de telle sorte que le processus E (t) soit mesurable. 
Démonstration. Si 


g(t,2)= » ckxB, (t) XA,, (&); (11) 
B; EB!, Ax € B, alors E (é) = > ChXB, (t) C (4;) est une fonction 
B! X ©-mesurable de (#, w), & € T, w € Q. Dans le cas général on 


peut composer une suite de fonctions simples g, (£, x) de la forme 
(11) telles que 


Fi [g(é,x)—g,(t, x)|[2m(dx) dt +0 pour nr —+ oo. 
Soit &, (t) une suite de processus construits à l’aide de la formule 
(10) pour g = g,. Il existe alors un processus Ë (f) tel què 
Î EIÉ()—E, (9 Bd 0 pour n+ o 
et € ({) est une fonction #! X @-mesurable de (#, w). D’autre part, 
fERO-E ra Île, 2)—en (6, x) Pm (x) dt +0, 


d’où il suit que E | E£ (é) — (| —= 0 presque pour tous les £. 
Posons 
E(t) si P{H(t) E()}=0, 


opte PL (D LE(D)>0. 


Le processus Ë’ (£) est mesurable (car Ë’ (£) coïncide avec la fonction 
B1 x ©-mesurable EË (f) à un ensemble près de mesure nulle) et 


5e. 


est stochastiquement équivalent à Ë (4). 


Dans la suite on supposera que les processus définis par des inté- 
orales stochastiques (10) et vérifiant les conditions énumérées pré- 


cédemment sont mesurables. 
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LEMME 4. Si g(t, s) et h (t) sont des fonctions boréliennes, 


b b 
[ Diet, 9 Patm(as) <oo, [|RBFa<e, (42) 
6 une mesure stochastique orthogonale sur {R1, $S1}, alors 
b co co 
E20 | g(t, s)E(ds)dt— Î ga (s) Ë (ds), (13) 


où 
b 
a(= [AGE s) à. 
a 
Démonstration, L’espérance mathématique du carré 
du module de l’intégrale du premier membre de (13) vaut: 


b b 00 


| À GR) | | £ (ta, S)g(b, de dti dt, = 
| roete s) dt ie <mopPax 
æ Ï'{ |g (, s)[? dtm (ds). 


Pour l'espérance mathématique du carré du module du second 
membre de (13) on a ne 


OO 


Donc les deux membres de (13) sont continus par rapport au passage 
à la limite sur les suites g, (f, s) convergentes dans Z, {®}, où © 
est le produit cartésien de la mesure de Lebesgue par la mesure m 
dans la bande [a, b] X |—o, of. D'autre part, l’ensemble des 
fonctions g (£é, s) vériliant (43) est un espace vectoriel et contient 


toutes les fonctions de la forme > Las (&) xe, (s). Il contient 
donc toutes les fonctions de £, {D}. 


DS [100 P dt. [ le(t, s)[2dtm (ds). 


L (Het, s) dt 


REMARQUE. Si les conditions du lemme 4 sont réunies pour tout 


intervalle fini la, bl et existe l'intégrale 
b 


Pros (#, s)dt= lim | k (ge. s) dt 


b—++oc a 
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au sens de la convergence dans £, {m}, alors 


fau Let Jtapa= | (cas, (14) 
où 
h()= | RG ete, sd. 


Ce résultat découle immédiatement du fait que le premier membre 
de (14) est la limite en m.q. du premier membre de (13) et de la 
possibilité de passer à la limite sous le signe de l’intégrale stochasti- 
que dans le second membre de (13). H 


Généralisons les résultats précédents aux mesures stochastiques 
vectorielles. On se bornera au cas élémentaire de l'intégration de 
fonctions scalaires qui diffère peu de l'intégration par rapport à 
des mesures stochastiques numériques. 

Soit Z un espace vectoriel complexe de dimension p. Pour sim- 
plifier on admettra qu’une base a été figée dans cet espace. Supposons 
qu’à tout A E Mt est associée une variable aléatoire vectorielle 
& (A) à valeurs dans Z?, £ (A) = {£! (A), €? (A),..., EP (A)}. Soit 
| © (A) | la norme du vecteur & (A) 


I(A)2= XIE (A). 


kR= 


[ES 


Supposons que 
DElE(A)P<oo, E(2) = 0: | 
2) 6 (AU A2) = 6 (Ai) + € (A2) (mod P) si A N À; = d; 


3) Et (A1) Ë (A) = mA (ANA), A:EM, i=1, 2; k, j=1, ... 


85 D: 
La famille de vecteurs aléatoires {£ (A), A EM} sera dite 
mesure stochastique (orthogonale) vectorielle élémentaire et la matrice 
m (A) = {m# (A)} = EË (A) &* (A) matrice structurelle. 
On remarquera que, comme fonction de A, et AÀ,, la matrice 
m (A, N\ A.) possède les propriétés de la matrice de corrélation 
d’une fonction aléatoire vectorielle. De plus, si À, N A,= @, alors 


m (AU A2) = m (A) +m (A3). 


D'où il suit que les éléments diagonaux de la matrice m (A) sont des 
prémesures. D'autre part, de l'inégalité 


(mh (A)1 </ ME) 3 A) (15) 
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il suit 
Dim (A) < (2 m£ (A7) Z'mi(A TT, (16) 


et par suite les fonctions d’ensembles m} (k, j = 1, ..., p) sont 
à variation bornée sur A. 


P 
Posons m(A)=Trm(A)= >» m} (A). De (16) il suit que si 
Rei 


MN mn 
D mo(AË) = 0 pour V —+ , alors > [m*(A#)]—+0. D'où il 


suit que les fonctions m*(A) sont prolongeables à des fonctions 


dénombrablement additives d’ensembles sur $ si la fonction m, (A) 
est semi-additive sur NW. 


Dans la suite les fonctions matricielles ainsi obtenues à partir 
de la fonction structurelle d’une mesure stochastique orthogonale 
élémentaire seront dites mesures matricielles définies positives. 

Plus haut par 8 on a désigné la complétion de o {WW} par rapport 
à la mesure élémentaire prolongée m, (A). Pour simplifier on con- 
servera les mêmes notations pour les prolongements des fonctions 


mi; Mo etla matrice m sur Set on admettra quem,(A)estsemi-additive 
sur JW. 
Définissons sur Z, {M} une intégrale stochastique par la formule 


n= | f(@)E(@r)= D cut (A) (17) 
hi 
si (a) D cxtas (2) ALEM (k=1, ..., n). Les valeurs de 


cette intégrale forment un vecteur aléatoire (vecteur colonne) à 
valeurs dans Z?, Soit £7 (&) l’ensemble de tous les vecteurs aléa- 


toires n de la forme (17). Si g(x)= X duxa, (x), alors 
km 


E ([ rec tan ([ etttan)")= 3 ma). 


k=1 
qui s'écrit encore 


E(| rca (| etétdr))")= [fem (dr) (18) 
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Ce qui entraîne 
Elf @cG@n = 17 (œ)12m (42). (19) 
Munissons Z, {M} du produit scalaire 
(F, 8)= | 1 (x) 8 (a) mo (da). 


La formule (17) définit une application isométrique n = Ÿ (f) de 
l'espace Z, {M} sur £P {€} si dans £? {€} le produit scalaire des 
éléments n, et n. est défini comme En. Appelons ae {£} la 
fermeture de l’espace des variables aléatoires £P {€} et £, {M} 
la complétion de £, {M}. 

Par analogie à l’inégalité (16) considérons l'inégalité 


À 15 (œ)1 1m 1642) <{ | 17 (æ)1met (da) | 1F (Im (@2)}", (20) 


où | m° | (A) est la variation absolue de la fonction m?. L'inégalité 
(20) entraîne l'existence et la continuité de l’intégrale 


| f(x) 8 (@) m4 (dx) 


comme fonctionnelle de f et g dans £, {mo} 

De là on déduit que l'application isométrique n = %Ÿ (f) de 
Lo {M} sur £P {€} est prolongeable à une application on 
de Z, {M} sur 4? {€}. Cela étant, le vecteur aléatoire n est appelé 
intégrale stochastique et noté 


= | F(2 6 (de), 
où f (x) € Lo {Mo}. 


On définirait de façon analogue la mesure stochastique vectorielle 


T (4). 


$ 3. Représentations intégrales de fonctions 
aléatoires 


En se servant des résultats du paragraphe précédent on obtient 
diverses représentations des fonctions aléatoires par des intégrales 
stochastiques. 

Supposons tout d’abord qu’une fonction vectorielle p-dimension- 
nelle Ë (6), 6 € ®, est représentable par 


E(0)= | (8, x) E (dx), (2) 


où & est une mesure stochastique sur l’espace probabilisable {X, $} 
à valeurs dans Z? et de matrice structurelle m (A) (nous conservons 
les notations du paragraphe précédent), que g (6, x) est une fonction 


$ 2] REPRÉSENTATIONS INTÉGRALES DE FONCTIONS ALÉATOIRES 263 
EL —_—_—_—_—_—_— 


scalaire et pour tout 86€ © 
g (8, x) € Lo {mo} = La {X, D, Mo}: Mo (À) — Tr m (4). 


En vertu de la formule (18), $ 2, la matrice de covariance de la 
fonction aléatoire & (0) s'écrit 


B (1, 0) — EE (81) E* (8) — \e (6, 2)& On 2)m(éx), (2) 
et de (19), $ 2, il suit que 


EE (02)E(8,)= | & (6, x) # (62, &) mo (da). (3) 


On rappelle que {X, S, m,} est un espace muni d’une mesure com- 
plète, La {Mo} est un espace hilbertien de fonctions S-mesurables 
à valeurs complexes de carré m,-intégrables. 

Appelons Z, {g} la fermeture dans Z, {mo} : mais li- 
néaire engendrée par le système de fonctions {g (6, x), 0 € O}. L: {8} 
est alors un sous-espace vectoriel fermé de Z, {mo}. Si Lo {e) — = 
— L, {mo}, on dit que le système de fonctions {g (6, x), 6 É O} est 
complet dans £, {Mo}. 

Soient {E (6,) 0 € 6} une fonction aléatoire hilbertienne à valeurs 
dans ©, £ 2 l’ensemble des vecteurs aléatoires 


n= 2° 26(0x), n—1, 2,...,0,€0, (4) 


où c, sont des nombres complexes quelconques, £, {E} la fermeture 
de £, {6} au sens de la convergence en m.q. des vecteurs aléatoires. 


DériNirion. Une famille de vecteurs aléatoires {n,, « E A}Ï,n 
€ F3 {Q, ©, P} est dite attachée à une fonction aléatoire {E (0), 0 é S 


si na € Lo {E}, « € À. 


THÉORÈME 1. Supposons que la matrice de covariance d’une fonction 
aléatoire {E (6), 0 € O} admette la représentation (2), où m est une 
mesure matricielle définie positive sur {X, $}, g (8, x) € fa {mo}; 
6 € O, et la famille {g (6, x), 6 € O} est complète dans £3 {X, S, mo}. 
Alors & (8) est représentable par la formule (1), où {& (B) B ES} 
est une mesure vectorielle orthogonale stochastique attachée à la fonction 
aléatoire & (8) de fonction structurelle m (+), et l'égalité (1) est réalisée 
presque sûrement pour tout 0. 

Démonstration. À toute combinaison linéaire 


5 


f()= Ÿ og(B 2), 0€0, (5) 
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associons un vecteur aléatoire n, n =  (f) à l’aide de (4). Désignons 
par £, {g} l’ensemble des fonctions (5). Munissons Z, {g} du 
produit scalaire 


Gas f)= À f(x) PC) mo (x). (6) 


L'application n = (f) est une isométrie de £, {g} sur £, (à: 
Elle peut être prolongée t sv isométrie de Z, {g} sur £2 {£} 

B € B, alors 4p(x) € Lo {Mo} = Lo te) en vertu de la complétude 
de la famille {g (6, x), 8 € 6}. Posons 6 (4) = v (44). Alors & (4) 
est une mesure stochastique vectorielle dont la fonction structurelle 
est confondue avec m: 


Et (41) 0° (43)= | %a, (6) %a, CO) m (48) = m (Ai N Aa). 


Soit maintenant une fonction aléatoire È (8) définie par l'intégrale 
stochastique 


Ê(O)= | #(0, 2)& (dx). 


Comme 
EE (8)2* (4)= | 8 (8, x) 14 (x) m (dx), 
l'’isométrie n =  (f) implique: 
Eë (0) € (8)= | #(8, 2) 306, 2m (x). 


D'où il vient 
E£(8)—E(8)P— 
= Ef* (8) £ (0) — ÉE* (0) & (6) —EË* (8) € (8) + EË* (8)E (8) =0, 

d'où le théorème. El 

Voici quelques exemples d’application de ce théorème. Pour 
abréger on conviendra jusqu'à la fin de ce paragraphe de désigner 
simplement par stationnaires les processus stationnaires au sens 
large. 


La matrice de corrélation d’un processus stationnaire et continu 
en m. q. est représentable par (cf. $ 5, chapitre I) 


R(ty, b)= R(ti—t)= | euh} (du), (7) 
où F (-) est une mesure matricielle définie non négative (matrice 


spectrale du processus). La formule (7) est un cas particulier de la 
formule (2) dans laquelle les fonctions g (6, x) correspondent à pute 


$ 3] REPRÉSENTATIONS INTEGRALES DE FONCTIONS ALÉATOIRES 265 


6<-1t,x —u; de plus, l’ensemble de fonctions {ef"“t, —o0 << u << co} 
est complet dans Z, {m,}, où m, est une mesure quelconque bornée 
sur la droite. On est donc dans les conditions du théorème 1 et l’on 
obtient le 


THÉOREME 2. T'out processus aléatoire vectoriel stationnaire continu 
en m.gq. E (t) (—o <'t<< oc), EË (t) = 0, est représentable par 


CO 


E(t)= | eivtt (du), (8) 


—00 


où C(À) est une mesure stochastique orthogonale vectorielle sur $ 
attachée à & (t). Entre £, {&} et £a {Fo}, où Fo(-)=TrF (.) il 
existe une isométrie telle que 


a) É(t)+rettt, C(4)< ya (u); 
b) si m—-gi(u) (i=1, 2), alors 


n= | g(u)t (du) 


el 


Enné= | gs (u) 82 (@) F (u). 


La formule (8) s'appelle représentation spectrale du processus 
stationnaire, la mesure & (À) mesure spectrale stochastique du proces- 
sus. Le théorème 2 nous dit que 


Et(4)&*(4)= | F(du)=F(An). (9) 
ANA 


i. e. F (+) est fonction structurelle de la mesure stochastique vecto- 
rielle & (:) 


REMARQUE 1. Pour tout n € Z, {6} on a En = 0. En particulier, 
pour tout À € S, EË (4) = 0. 


REMARQUE 2. Si EE) —a-0, le processus Ë ({) — a est 
justiciable du théorème précédent. D'autre part, la représentation 
(8) reste valable dans le cas général pourvu que l’on ajoute à & (4) 
une mesure concentrée au point u = 0 et égale à a. 

À titre d'applications du théorème 2 on se propose d'établir la 
formule de Kotelnikov-Shannon pour un processus aléatoire unidi- 
mensionnel dont la mesure spectrale est concentrée sur un intervalle 
fini [—B, B]. Développons la fonction e* en série de Fourier sur 
l'intervalle [—B, B]. On obtient 

: D sin(Bt—nn) i-u 
etut — > De B , 


Nn= — OO 


266 TRANSFORMATIONS LINÉAIRES DE PROCESSUS ALÉATOIRES  [CH. V 


Etant uniformément convergente en u sur tout intervalle [—B", B'|, 
B' < B,.et possédant des sommes partielles, cette série est con- 
vergente dans ÆZ, {m,}. L'isomorphisme des espaces Z, {m,} et 
LL; {E} implique (au sens de la convergence en m. q.) 


O0 


= > RES). (10) 


nn = — 00 


Donc à tout instant t la valeur de la fonction aléatoire Ë (t) est donnée 
par ses valeurs aux instants équidistants sn/B, n — 0, +1, +2,... 

On pourrait énoncer un théorème complètement analogue au 
théorème 2 pour les suites vectorielles stationnaires &,, n = 0, 
+1, +2,... La seule différence cependant est que la mesure spec- 
trale de la suite est concentrée sur l'intervalle [—x, ni et non sur la 
droite réelle tout entière comme dans le cas d’un processus à temps 
continu (cf. théorème 1, $ 2). 

Des théorèmes 1 et 2 du $ 2 on déduit la généralisation suivante 
du théorème 2 de la représentation spectrale d’un champ homogène 
continu en m. q. 


THÉORÈME 3. Tout champ vectoriel homogène continu en m. 4. 
E (x), z € À", est représentable par 


E(r)=at | et (du), EE (x), 
AN 
où C est une mesure vectorielle orthogonale sur 8" attachée au champ 
E (x). Entre £, {E} et La {Fo}, Foot) = TrF(:) il existe une 


isométrie telle que 
a) CG) er; 


b) st Ni <> £i (u), ni € Le {E} C£ (u) € Lo {Fo}; L — 1, 2; alors 
m= | &(u)E(au), 


FM 


Emmi= À e1(u) UF (du). 
Re 
CoROLLAIRE. Siun champ homogène (scalaire) E (x), EË (x) = 0, 
possède un spectre borné, c’est-à-dire 
B; Bm 
R(z)= | . | ets u)F (du), 
— B: — Bm 


alors il est défini de façon unique par ses valeurs aux points du réseau 


n=0, +1, +2, a) 


{ an! nn? mnm 
—_ _——— .e.e 
Le Dit D." D 
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par la formule 


m 
sin (Bzè—nnk). {rn! nn? nanm 
E (x) = > II Brzhk—nnkh E ( B; ’ B; : SR. Em }, (11) 
ne 


næ=(ni,... 


dans laquelle la sommation est étendue à tous les vecteurs entiers n et 
la série du second membre est convergente en m. q. pour tout x. 

Considérons encore la représentation spectrale d’un champ aléa- 
toire isotrope bidimensionnel continu en m.q. La formule (10) 
du $ 5, chapitre I, montre que la fonction de corrélation du champ 
est de la forme 


Ra &)=R(p)= | Jo(up) g (du), (12) 
0 


où zx, et x, sont des points du plan, p leur distance. Si (r;, 0;) sont 
les coordonnées polaires du point x; (i = 1, 2), alors 


p=Vr?+r?—9rir, cos (0, — 0). 


La formule de sommation pour la fonction J,: 
Jo(up)= À Ja(urs) Ja (ur2) efk (61-84) 
R=—00 


nous permet d'écrire (12) sous la forme 


R(p)= | | Jo(urs)e@7, (ur2) eivèeg (du) e (dv), 


O0 —oc 


où € (dv) est une mesure concentrée aux points k — 0, +1, +2, ... 
et de plus e ({k}) = 1. Le théorème 1 nous apprend que le champ 
homogène isotrope plan continu en m.q. & (x), x = re (EË (x) — 
— 0) admet la représentation 


E(a)= D, et | J (ur) E (du), (13) 
k=— 0 


où ©, est une suite de mesures stochastiques orthogonales sur la 
section [0, of. 


$ 4. Transformations linéaires 


Imaginons-nous un système Z (un appareil ou un dispositif) des- 
tiné à transformer des signaux (fonctions) x(t) dépendant du temps t. 
La fonction à transformer est dite fonction d'entrée du système; la 
fonction transformée, fonction de sortie ou réponse à la fonction 
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d'entrée. Mathématiquement tout système est donné par une classe 7 
de fonctions « admissibles » d'entrée et une relation de la forme 


z(t) = T(zit), 


où æ = zx (s) (—oo << s < co) est une fonction d'entrée, zx (s) € 2, 
z (t) la valeur de la fonction de sortie à l'instant t. 

Le système Z est linéaire si: 

a) la classe de fonctions admissibles Z est linéaire ; 

b) l'opérateur T vérifie le principe de superposition 


T'(az;, + Br, |t) = aT (mt) + PT (11). 


Considérons la translation dans le temps S; (—oo << t< 00) 

définie par 
I () = St) =z(t+T. 

Elle est définie sur l’ensemble des fonctions de ? € J—o, œl. 
Le système Z est homogène si la classe de fonctions admissibles Z 
est invariante par la translation S,: S, D = D et 

T (dt) =T (œlt+c) ou T (S:x lt) = ST (xt), 
1.e. si la transformation 7 est permutable avec la translation S, 
(— 00 << % < oo). 

Un exemple élémentaire de transformation linéaire est la trans- 

formation 


O0 


2(b= | RE, s)z(s) ds, (1) 
pour laquelle la classe de fonctions admissibles Z dépend des pro- 
priétés de h ({, s). Supposons qu’à l’entrée du système est appliquée 
une fonction ô,-, où Ô, est la fonction de Dirac. Alors z (t) = h (#,s). 
Donc la fonction À (t, s) doit être interprétée comme la réponse du 
système à la Ô-fonction à l’instant s. Par suite h (£, s) est dite fonction 
de transfert impulsionnelle du système. Si le système Z est homogène, 
on a formellement 


h(£, a—c)=T(boelt)=T (Salt) = ST (lt) =h(t+e, a) 


ou, en remplaçant a par cet té pari — c, 
h(t—c, 0) =h(E, c). 
La fonction h (4) = h(t + c, c) est dite fonction de transfert 
impulsionnelle du système homogène. 
Dans le cas d’un système homogène, l'équation (1) s'écrit donc 
z(t)= | h(t—s)z(s) ds. (2) 


L'expression (2) est appelée produit de convolution des fonctions 
h (t) et zx (1). 
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Si la fonction de sortie diffère de la fonction d'entrée d’un fac- 
teur multiplicatif scalaire (la transformation T ne modifie pas la 
forme du signal), 


T (f1t) = Àf () (—o << 0), 


on dit que j (é) est fonction Propre et À valeur propre de la transfor- 
mation 7. Les fonctions e“t (u est un réel quelconque) sont propres 
pour les systèmes homogènes à fonction de transfert impulsionnelle 
intégrable. En effet, toutes les fonctions mesurables bornées sont 
admissibles et 


| h(4—s) etus ds — | h(s) ein (5) ds = H (iu) eivt, 
où 
H (iu) = | h(s)e-tsu ds (3) 


—00 


la transformée de Fourier de la fonction de transfert impulsionnelle, 
est valeur propre de la transformation. 

Donc le quotient de la réponse du système à la fonction harmo- 
nique simple e*t par cette fonction, soit 


; T'(eisu|t 
H (iu) = 7 
ne dépend pas du temps. La fonction H (iu) est appelée caractéristique 
fréquentielle du système ou coefficient de transfert. 

On peut donner une autre interprétation à la caractéristique 
fréquentielle du système (2) en considérant une autre classe de fonc- 
tions admissibles. Soit x (t) intégrable. Le théorème de Fubini donne 


OC O0 


| Iscrar< | RAOOIECIELE 


_ —00 —00 


= | z (s)lds | [h(t)|dh< 009 


—©œ —00 


i. e. la fonction z (é) est également intégrable. Considérons la trans- 
formée de Fourier de la fonction z (#). Le théorème de Fubini nous 
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dit que 


z(u)= | euiz (ét) dt — LE eriui-s)h (f—s)e-isx (s) ds dt — 


— H(iu) zu), où z(u)= | eitsx(s) ds. 


Donc le quotient de la transformée de Fourier de la fonction de 
sortie par la transformée de Fourier de la fonction d'entrée ne dépend 
pas de la fonction d’entrée du système et est égal à la caractéristique 
fréquentielle : 

H (iu) = 0 
z(u) 

Dans la formule (1) la réponse du système à l’instant { dépend 
des valeurs prises par la fonction d’entrée aussi bien aux instants 
S <t qu'aux instants s > t. Dans les appareils il est impossible 
d'anticiper l’avenir. Aussi a-t-on 

h (t, s) = 0 pour t <s. (4) 


La relation (4) est appelée condition de réalisabilité physique. Pour 
les systèmes vérifiant la condition (4) elle s’écrit 
t 


z (i)= | h(t, s)x(s) ds, (2) 


— C0 


et dans le cas de systèmes DARCEREe 
t 
z()= | h(t—s)x(s) ds— Ï h(s)z(é—s) ds (6) 
Si la fonction est appliquée à l’entrée Fe système à partir de l’instant 
O (x (s) = O0 pour s <0), on a 


t 
z(t)= | h(t—s) x (s) ds. (7) 
0 
La transformation de Laplace 
Z(p)= | e-vtz (+) dé (8) 


0 
se prête mieux que celle de Fourier à l’étude de tels systèmes. De la 
formule (7) il suit 


O0 


Z(p)= 4 (p)&(p), 3 (p)= | e-rte (+) dt (9) 
0 
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pour Re p > «à sous réserve que les fonctions e%h (t) et e—%x (t} 
soient absolument intégrables. 

Passons maintenant à l’objet principal de ce paragraphe: les 
transformations linéaires de processus aléatoires. On étudie essen- 
tiellement des transformations homogènes de processus stationnai- 
res. Pour les cas plus généraux on se contentera de remarques simples. 

Soit & (£) un processus hilbertien mesurable (—oo << tf << co) à 
covariance B (t, s), la fonction B (t, t) étant intégrable par rapport 
à t sur tout intervalle fini au même titre que la fonction | h (s, €) |? 
pour sfixe. Alors l'intégrale 


b 
L(= Ÿ RE, 5) E(s)ds (10) 


existe presque sûrement quels que soient a et b. Définissons l’intégrale 
impropre de —œ à oo comme la limite en m.q. des intégrales sur 
des intervalles finis : 


00 b 
Î ht, s)É(s)ds=Li.m. | ht, s)E(s)ds. 
LE nn 
Pour que cette limite existe il faut et il suffit que l’intégrale 


| | h(t, s)B(s1 &)RG, 5) dsids, 


existe comme intégrale impropre de Cauchy sur le plan. Si elle 
existe pour t € T', alors & (t) est un processus aléatoire hilbertien sur 
T de covariance 


But)= À À RH, 5), 5) RU, 82) dss des. 
Supposons maintenant que Ë (ft) est un processus stationnaire 
au sens large de mesure spectrale F (du) et EE (t) — 0. Cette hypo- 
thèse sera retenue jusqu’à la fin du présent paragraphe. L'intégrale 


O0 


n() = | h(t—s)E (s) ds (11) 
existe (au sens défini précédemment) si et seulement si existe l’inté- 
grale 

| | h(t—s1) Rs, — 52) RE — 52) ds, dss = 


OO O0 


= | | h(s1) R (52— 51) R (62) ds ds, 
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où R (t) est la fonction de corrélation du processus. Pour que ceci 
ait lieu il suffit maintenant que la fonction h (t) soit absolument 
intégrable sur ]—o, of. En utilisant alors la représentation spec- 
trale de la fonction de corrélation R (t) on obtient l’expression sui- 
vante pour la fonction de corrélation R: (£,, t,) du processus n (4): 


O0 O0 


Ra (é1, te) = | | h (ti —53) R (s1— 52) À (£2 — 52) ds4 ds, = 


OO O0 
| 
—00 


| | h (4 — S1) eiu (Ss1—5s) h (to — 52) ds, ds>F (du) ee 


a | eiti-t)u] H (iu) [2 F(du)= Rn(ti —to). 


Donc le processus n (f) est aussi un processus stationnaire au sens 
large. 


Dé£riniTion. Etant donné un processus & (t), la transformation T 
est dite filtre admissible (ou simplement filtre) si elle est définie par la 
formule (11), où h (t) est une fonction absolument intégrable sur 
]— co, oof et de carré intégrable sur tout intervalle fini ou bien est 
limite en m.q. d'une suite de telles transformations (dans £, {E}). 

La condition de convergente de la suite de transformations (11) 
Mn () = TZ, (E |t) de fonctions de transfert impulsionnelles h, (t) 
et de caractéristiques fréquentielles H, (iu) s'écrit : 


Efnn (t)—nm (OP | 1Hn(iu)—Hmiu)PF(du)+0 (12 
pour n, M —+ 00. 

Ce qui signifie que la suite ÆH, (iu) est fondamentale dans Z, {F1}. 
Ceci entraîne l’existence de A (iu) = L.i.m. A, (iu) (dans Z, {FŸ 
qui est appelée caractéristique fréquentielle du filtre limite, et si 

n (té) = Li.m. n, (6), alors 
Rr(t)= | eiut| H (iu)[2 F (du). (13) 
Inversement, toute fonction A (iu) € £, {F} est approchable 
au sens de la convergence dans Z, {F} par des fonctions qui sont 
les transformées de Fourier de fonctions absolument intégrables. 
Donc il est préférable de définir les filtres par leurs caractéristiques 

fréquentielles. 


THÉORÈME 1. Pour qu'une fonction H (iu) soit caractéristique fré- 
quentielle d'un filtre pour un processus Ë (f) de mesure spectrale F, 
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il faut et il suffit que H (iu) € £, {F}. La fonction de corrélation du 
processus à la sortie d'un filtre de caractéristique fréquentielle H (iu) 
est donnée par la formule (13). 

Dans l'optique de l’interprétation énergétique de la fonction 
spectrale, de la formule (13) il suit que | Æ (iu) |? indique de com- 
bien de fois augmente l'énergie des composantes harmoniques sim- 
ples à fréquences contenues dans l'intervalle Ju, u + dul en tra- 
versant le filtre. 


THÉORÈME 2. Si à l'entrée d'un filtre de caractéristique fréquentielle 
H (iu) un processus £ (t) admet la représentation spectrale 


E(H)= | etutt (du), (14) 
le processus n (t) délivré à la sortie du filtre est de la forme 
n()= | eut H (iu)E (du). (15) 


— O0 


En effet, si le filtre possède une fonction de transfert impulsion- 
nelle absolument intégrable, alors 


n()= | h(t—s)E(s) ds — | eiutH (iu) € (du). 


Dans le cas général le théorème se démontre par passage à la 
limite sur les suites F7, (iu) convergentes vers Æ (iu) dans £, {F}. 

Soit ns (t) un processus à la sortie d’un filtre de caractéristique 
fréquentielle A, (iu), Enx (t) = 0 (4 = 1, 2). Trouvons la fonc- 
tion de corrélation des processus n, (£) et n, (£). L’isomorphisme des 
espaces £, {&} et £, {F} implique immédiatement 


[ee] 


Re (=Em(t+s)m (6) | “Hi (iu) HG) F (du). (16) 


— 00 


Voici quelques exemples de filtres avec leurs caractéristiques 
fréquentielles. 

1. Le filtre à bandes ne laisse passer (sans les modifier) que les 
composantes harmoniques des processus de fréquences u telles que 
a <|u|<b, a 0. La caractéristique fréquentielle du filtre 
vaut À (iu) = (a, b) (U) + Yc-v, -ay (u) et le filtre est admissible 
pour tout processus. La fonction de transfert impulsionnelle est 
donnée par la formule de Fourier: 


—a b 
h(D=—— (| se j} ei du = in _ 
—b a 


18-0398 
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2, Le filtre passe-hauts supprime les fréquences basses. Sa carac- 
téristique fréquentielle est A (iu) — Xqui>a) (u). Il ne possède pas 
de fonction de transfert impulsionnelle. 

3. Etudions la dérivation en m.q. d’un processus stationnaire au 
sens large. Pour que la dérivée en m.q. d’un processus £ ({) existe 
il suffit qu'’existe R” (0) ($ 3, corollaire 1). Il revient au même d’exi- 
ger (théorème 4, $ 5, chapitre I) que 


OO 


| u?2F (du) < oo. (17) 


D'autre part, si cette condition est réalisée, alors pour À —+ 0 


. — iu (dans £,{F}) 


et dans l’expression 


= e ; iuh 
7) E (t) — Î eiut € ; 1 & (du) 

on peut passer à la limite pour k —- O0 sous le signe de l'intégrale 
stochastique. Donc 

E' (1) = | eittiut (du). (18) 
Par suite, la dérivation est réalisée par un filtre de caractéristique 
fréquentielle iu, admissible pour les processus stationnaires vérifiant 
(17). La fonction de transfert impulsionnelle n'existe pas, mais le 
filtre peut être considéré comme la limite (e —> 0) de filtres à fonctions 
de transfert impulsionnelles h, (t) — 0 pour |t | > € et h, (€) — 


=, — #7 pour |{| e auxquelles correspondent les caractéris- 
4 sin? 
tiques fréquentielles — nee 


4. La translation dans le temps. Comme 


O0 


E(t+s) — | etuteiust (du), 


— 00 


à la translation 7, Ts (E | 1) = E (t + s), est associée la caractéris- 
tique fréquentielle Æ (iu) — e*". La fonction de transfert impul- 


sionnelle n'existe pas. 
9. Equations différentielles. Soit un filtre défini par une équation 
différentielle linéaire à coefficients constants 


Ln = ME, (19) 
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dn-1 
L=a-— — US cs dtn-1 ——— + ee + dn;, 


dm-1 


Ms _ ee D er ++ Dm 


L’équation (19) a un sens si seulement le processus & (f) est m fois 
dérivable en m.q. On cherchera un processus stationnaire n (t) 
n fois dérivable en m.q. vérifiant (19). On suppose que (19) admet 
une solution stationnaire. On peut décrire 

n (é) = | eî"tH (iu) & (du). 


— O0 


En appliquant les opérations M et L respectivement aux processus 
E (4) et né) on trouve 


| eiwL (iu) H (iu) & (du) — | ei M (iu) (du), 


où 
n 


L (iu) 2 ax (iu)®#, M (iu) T2 bu), 


d’où, si L (iu) ne possède pas de racines réelles, 


M (i 
H (iu) = + nn (20) 
Inversement, si le processus 6 (ft) est m fois dérivable en m.q. 
M (iu) EL, {F}, Liu) 0 (—o <u <oæ), alors le processus 


n (#) = [ gt PEL E (du) 
est n fois dérivable en m.q. et est solution de l’équation (19). Donc, 
sous réserve que M (iu) € £, {F}, L (iu) Z 0, il existe un filtre 
unique correspondant à l'équation différentielle (19). Signalons 
toutefois que l’on peut résoudre l’équation (19) dans des cas plus 
généraux. Supposons que le polynôme ZL (ui) ne possède pas de raci- 
nes réelles. Il existe un filtre de caractéristique fréquentielle 
M (iu)/L (iu) sans la condition M (iu) € &Æ, {F}; il suffit simple- 
Miu) 
Liu) 
n > m, où nest le degré du polynôme Z. Donc pour n >m un filtre 
de caractéristique fréquentielle (20), de dénominateur non nul pour 
aucun réel u, est admissible pour un processus d’entrée quelconque, 


ment d'exiger que E La {F}, ce qui a toujours lieu pour 


18* 
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le processus de sortie étant identifié à une solution stationnaire de 
l'équation (19). 

Limitons-nous comme précédemment aux équations différentiel- 
les pour lesquelles le polynôme L (x) ne possède pas de racines ima- 
ginaires pures. Ecrivons le quotient P (x) (non nul si m > n) de la 


fraction rationnelle TL es S et décomposons le reste en fractions élé- 
mentaires. On obtient 
M n° Lt 1, 
iu 
LG) FPPr2 ù 17 TH 22 D Er nn 
ha M 


m—n 


où P(iu) — pi d,(iu)* (mœn) et Piu)=0 (m<n), Repr <0 


et Re 0. Di et p; sont les zéros du polynôme Z(x) —0. 
Comme 


O0 


1 __ ds” 1 t iut _f Le t >iut 
Gu—p} — (s—1) dpsi | FÉNSS = | En 4 
0 0 
(Re p < 0) 
et 
Â è 5-1 
Gu=pp — — | mr ee" dt (Rep>0). 


le processus n(f) à la sortie du filtre s'écrit 


= D dE (D + | E(E—T) Gin dr + | EC) Ga(—r) dr 
R=0 0 0 


où 
n’ LR cts F 
G(b= > (3 A E (> 0) 
kR=1 s= 
n” Le _ 
c S ” 
Ga(t)= — (> Ti ) Phi (4 <O). 
R=1 si 


On remarquera que si le polynôme L (x) possède des racines à 
parties positives, le filtre correspondant est physiquement irréa- 
lisable. 
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$ 5. Filtres physiquement réalisables 


Dans ce paragraphe on étudiera le problème suivant: quelles 
sont les fonctions spectrales délivrées à la sortie d’un filtre physi- 
quement réalisable ? On suppose qu’à l’entrée du filtre est appliqué 
un processus aléatoire élémentaire dans nn certain sens. 

Les processus étudiés dans ce paragrajlia sont des processus uni- 
dimensionnels stationnaires au sens large. On omettra donc de le 
spécifier. 

Commençons par les suites stationnaires. Nous n’étendrons pas 
aux suites les définitions et généralités euristiques relatives aux 
processus à temps continu, mais nous nous servirons tout de même 
de la terminologie appropriée. Imaginons-nous un système dont 
l’état à l’entrée et à la sortie est enregistré seulement à des instants 
entiers {t — 0, +4, +2, ... 

Supposons qu’à l’entrée du système est appliqué un signal uni- 
taire à l’instant { — 0. Soit a; la réponse du système à ce signal à 
l'instant té. Si le système n’anticipe pas l’avenir, alors a; = 0 pour 
t 0. Si le système est homogène en t, sa réponse au signal unitaire 
appliqué à l’instant s vaut a;_,. La réponse d’un système linéaire 
homogène et physiquement réalisable à l’instant t à une suite de 
signaux E, (—oo << n << oo) sera 


t 00 
n@= 2 ann) = 2 an (tn). (1) 


Ce processus est dit de sommation glissante. 
Soit £ (7) une suite non corrélée de variables aléatoires et 


On l’appellera suite standard. Sa densité spectrale est constante. 
Pour que la série (1) soit convergente en m.q. il faut et il suffit que 


LA 38 


| lanlè< o. (2) 


n 


Si cette condition est réalisée, le processus n (t) est aussi stationnai- 
re et 


En(=0, An(= À annan. (3) 


Quelles suites peut-on obtenir de la sorte? 


LEMME 1. Pour qu'une suite stationnaire n (n) soit réponse d'un 
filtre physiquement réalisable à une suite standard de variables aléa- 
toires, il faut et il suffit qu’elle possède une mesure spectrale absolu- 
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ment continue et que sa densité spectrale f (u) admette la représentation 


fU)= IE (NP, 69e Lier, D IP < oo (4 


Démonstration. Condition nécessaire. Supposons que la 
suite se représente par (1). Posons 


Ÿ anetun, (5) 


n = 


£g (ei*) = TE 


La formule de Parseval nous apprend que 


00 IT 
Ra(= D anvdn = | ef |g (ei*)[2 du, 
n=0 — TH 


i.e. la suite n (n) possède un spectre absolument continu de densité 


f (u) = | g (e*) F. 
Condition suffisante. Soit n (n) une suite de fonction de corré- 
lation 


T 
Ra (= | ei“tf(u) du 
se 


et f(u) — | g (e**) |?, où g (e*) est défini par (4). La suite n (n) 
admet la représentation spectrale 


TT 
ne)= | ef (du). 
TH 
Construisons la mesure stochastique 
C 1 
E(A)= | ———— #4 (u) 6 (du) 
| V'2ng (eiu) 
sur la tribu des boréliens de l’intervalle [—x, ni. On a 
TT 
EE (A)ËÉ(B) — u = u) du=— | du, 
E (4) CB) Ja Je (9) f (2) æ | 


.e. Ë (4) est une mesure orthogonale, de fonction structurelle 
[ (A NB) où / est la mesure de Lebesgue. Les lemmes 2 et 1 montrent 
que 

JT 
n (2) = Î erunt (du) — 


— IH 


eiun Zn g (eŸ*) E (du) = 


y — 
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=> Van, | eee (au) = Si asE(n—#, 
k=0 — TH kR=0 
où 
an= Var, E(n)= | ei (du) 
et 


ñ 
ES (7) E(m = | CRE Qu = On m: 


Donc Ë (n) est une suite standard. 


Le lemme démontré répond simplement à la question posée, mais 
dans le cas général cette réponse est insuffisante, car elle ne dit pas 
quand la densité spectrale admet la représentation (4). 

Trouvons les conditions de représentabilité de f (u) par (4). Soit 
, l’ensemble des fonctions f (z) analytiques dans le disque ouvert 
D = {z: |z | <1} et telles que 


T 
IFR lim | 17 (rei9)12 40 < co. 
rf1 Se 
Si f(2) = >, a,z", alors f(ret)— Ÿ a,r'eir®, j.e. a,r" sont les 


n=0 n=0 
coefficients de Fourier de la fonction f(re®). L'égalité de Parse- 
val nous montre que 


[ |f (rei9)12 d0 — 2n D la, |2r2, 
T n=0 


D'où il vient que f (z) € H, si et seulement si 
à lanl2< oo. 
n=0 


Donc pour toute fonction f (z) € H, on peut définir une série 


O0 


f(ei®)— ÿ, aneïir® convergente dans Z,(1), où L est la mesure 
n=0 


de Lebesgue sur [ — x, nf. La fonction f(z) (|z| <1) 
s'obtient à partir de la fonction f (ei) au moyen de la formule de 
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Poisson 
T 
f(re$) = x | f(e**)P(r, 6, u) du, (6) 
où 
nr Ç in(0—u 
P (r, 6, DR noue — > rlñle (6 ), 


Cette proposition est une conséquence immédiate de l'égalité de 
Parseval. 

En théorie des fonctions (cf. I. Privalov [1]) on démontre 
que si dans la formule (6) la fonction f (ef) est intégrable-Lebesgue, 
alors pour presque tous les 6 existe la 


lim f(ref) = f (@*). 
rt 


La fonction f (e*) est appelée valeur frontière de la fonction f (2) 
(1z1< 1). 
THÉ6ORÈME 1. Soit f(u) une fonction non négative intégrable- 
Lebesgue sur [—x, nl. Pour qu'une fonction g (z) € H, telle que 
fu) = 1e (e*) F (7) 
existe il est nécessaire et sujfjisant que 
ELA 
| [in f (u)| du < co. (8) 


7H 
D émonstration. Condition nécessaire. Soit g (z) — 


= -> Ra E H, et (7) a lieu. On peut admettre que g (0) Æ 0 
(dans le cas contraire au lieu de g (z) on considère z"g (z), où m 
est la multiplicité du zéro (z — 0) de la fonction g (z), et on pose 
| g (0) | = 1). Supposons que 0<r<1 et 

A={u: [g(re")| 1}, B={u: Ig(re“*)| > 1}. Alors 


| [in g (re*)] | du= | In |g (rel*)| du— | In [g (rel*)] du = 
= 2 | In |g(re*)] du — | In |[g(re")| du. 


B EL 
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De la formule de Jensen il suit que pour f (0) = 1 


T n 
1 u 
a | In |f(ref*)| du = In Il e. >0, 
— TH R=1 
où z, sont les zéros de la fonction f (z) à l’intérieur du disque | z | < 
< r. Donc 
7 
À ln g(reñ)1] du 2 À in [grey] due | 1e (reÿt)12 du < 
B 


TT B 


I CO 
< | Igtre)fedu<2x  lanf?. 
TH n=0 
Le lemme de Fatou donne 
T TI 
| lnig(e*)1}du= | lim [in [g (re*)|| du 
TT nt! 
I 00 
< lim [Infg(re“)[[du<2n © la,l?, 
TN Un n=0 


ce qui démontre la nécessité de la condition (8). 
Condition suffisante. Supposons la condition (8) réalisée. La 


fonction 
I 


U(r, 0) =—— | Inf(u)P(r, 0, u)du 


— I 


est harmonique dans D—{z: |[z] <<1}. L'’inégalité de Jensen en- 
traîne 
HA 
v(r, 8) <In = | f(u) P(r, 6, u) du}, 
7 
Soit  (z) une fonction analytique dans D, de partie réelle v (r, 6). 
Posons g (z) — et/##(@), Il vient 
ELA 
etreét)pr=ens@=en oc | f(u)P(r, 0, u) du 
Tr 
et 
LA Ta 
| 1g(rett)p2d0< | 1f(u)1 du < 00. 
TH 


— I 
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Donc 


g(z)E A; 
et 


| lim v(r, 6) 
lim fg(reit)[2=ertt  —=7j(6) 
rf1 
presque partout. 


REMARQUE 1. D'après la démonstration la fonction g (z) peut 
être prise positive et sans zéros dans D pour z = 0. 


REMARQUE 2. La fonction g(z) dont l'existence est établie 
par le théorème { n’est pas définie de façon unique. Mais si g (2) 
est telle que 

a) g() 0, zED;: 

b) g (0) => 0, 
alors elle est unique et par suite est confondue avec celle que nous 
avons trouvée. 

En effet, si g; (z) (i = 1, 2) sont deux telles fonctions, 4 (z) — 

g1(2) 

g:(2) 
sur (e frontière de D. La fonction In 4 (z) est analytique dans D 
et de partie réelle nulle sur la frontière de D. Donc In 4 (z) = ik, 
où X est réel. Comme In 1 (0) est réel, on déduit que In 1 (z) = 0. 

Le lemme 1 et le théorème 1 entraînent le 


est analytique dans D, non nulle et égale à l’unité en module 


THÉORÈME 2. Pour qu'une suite m(t) soit représentable par 


n(t) = à an6(t—n), à [an |? << oo, 
n==0 N=0 
où E (n) est une suite non corrélée, il est nécessaire et suffisant que 
n (£) possède une mesure spectrale absolument continue et une densité 
spectrale f (u) telle que 


Jinf(u)du> —0. 


Soient Ë1 (x), Ge (x), x € X deux fonctions aléatoires hilbertien- 
nes. Appelons Z,{£;} l'enveloppe linéaire fermée du système de 
variables aléatoires {£; (x), x € X} dans Z2. 


DériNITION.. Si £,of{ti} & Lolo), la fonction aléatoire Ë, (x) 
est dite adaptée à Üa (x). Si Lol} = La{Ge}, les fonctions &, (x) 
et C, (x) sont dites équivalentes. 


REMARQUE. L'’équivalence des suites & (n) et n (7) découle de la 
démonstration du lemme 1. 
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Montrons comment dans la sommation glissante on peut exprimer 
les coefficients a, en fonction de la densité spectrale f (u) de la 
suite n (f). 

La fonction  (z) envisagée dans la démonstration du théorème 1 
est une fonction analytique dans D, dont la partie réelle prend les 
valeurs frontières In f (4). Donc, en vertu de la formule de Schwarz 


EL 4 


= [in f(u) SE du. (9) 


En développant la fonction g(z)—exp {ve ()} en série entière, 


g(z)}= Ÿ b,z", on obtient les valeurs suivantes pour les coeffi- 
n=0 
cients à, : 


an =V2nb,. 


D'autre part, on peut transformer l'expression de g (z) de la 
façon suivante. Comme 


iu | —iu _ : 
€ se 2ze — 142 9 zheriru, 


eiu—_ 7 1— ze" iu 


il vient 
I OO 


E@=exp{ |Inf(u)du+ D st}, 
A kR=1 


I 
d, = | e‘*" ]n f (u) du. 
— 7 
En posant 
I 00 
P=exp ec | In f(u) du} , €XP e à due" } 7 2: Cr2*  (co=1), 
Le Es 


on obtient 


et par suite 
an V2rPe,. (10) 
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Passons aux processus à temps continu. La généralisation de la 
sommation glissante aux processus aléatoires à temps continu est 
une opération associant à un processus aléatoire Ë (t) le processus 
n (t), tE ]—oo, oo défini par 


OO 


n = | a(s) dE (ts). (11) 
0 

Un processus £ ({) à accroissements orthogonaux est par défini- 

tion standard si 
ELU =0ElIEC+n—-EUF =. 

D'après ce qui a été dit au $ 4 sur l’intégrale stochastique de 
Stieltjes, le processus Ë (f) est associé à une mesure orthogonale 
stochastique Ë (4) sur une tribu d’ensembles mesurables-Lebesgue. 
Cette mesure sera également appelée mesure stochastique standard. 
Pour que l'intégrale (11) existe il est nécessaire et suffisant que a (#) 
soit mesurable-Lebesgue et 


À la (#1? dt < oo. 
0 


À noter que le processus standard EË (f) n’est pas dérivable en m.q. 
Cependant les quotients 

Eà (é,) = RER EN) E CH), Nr 
sont orthogonaux pour tous les f, et tous les À aussi petits que l’on 
veut. Il conviendrait donc de traiter la dérivée fictive Ë’ ({) comme 
un processus dont les valeurs en deux instants quelconques sont 
orthogonales et de variance infinie. Ce processus fictif intervient 
souvent dans les raisonnements sous le nom de bruit blanc. Le bruit 
blanc est défini exactement dans le cadre de la théorie des processus 
aléatoires généralisés (I. GuelfandetN. Vilenkinelil) 
Symboliquement on peut mettre la formule (11) sous la forme 


l 
n@= | au—s)8 (s) ds 


—00 


et interpréter n (f) comme la réponse d’un filtre physiquement réali- 
sable à un bruit blanc. La fonction de transfert impulsionnelle d’un 
tel filtre est nulle pour {<< 0 et égale à a (t) pour t > 0. A signaler 
que tous les filtres physiquement réalisables admissibles pour le 
processus Ë’ (f) sont donnés par la formule (11). En effet, tout filtre 
physiquement réalisable admissible, par définition, soit est de la 
forme (11), soit est limite d’un filtre de cette forme. La condition 
de convergence en m.q. de filtres de la forme (11), de fonctions de 
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transfert impulsionnelles a, (t), s’écrit: 


\ [an (S)— an (s)|? ds — O0 pour n, n° — co. 
0 


Or, si cette condition est réalisée, L.i.m. a, (ft) = a (t) existe 
{par rapport à la mesure de Lebesgue sur J0, œl) et 


Lim. n, ()=li.m. | a, (s) dE(t—s) = | a (s) dE (t—s). 
0 0 


Par suite le passage à la limite dans les filtres tels que (11) n’élargit 
pas la classe des filtres. 
La formule (11) peut encore s’écrire : 


O0 


n(é) = | a(t—s)d&(s), a(t)=0 pour é<0. 


— 00 


Donc la fonction de corrélation du processus n(ét) s'écrit 


O0 


R (t) = | a(i+s—u)a(s—u) du, 


ou : 
R(t)= | a (ts) a(s) ds. (12) 
0 


LEMME 2. Pour qu'un processus stationnaire (au sens large) 
n (#) soit réponse d’un filtre physiquement réalisable à un bruit blanc 
attaché à n (t) il est nécessaire et suffisant qu’il possède une mesure 


spectrale absolument continue et que sa densité spectrale f (u) s'écrive 


f Qu) = Th (iu) F, (13) 
où 
h (iu) = | b(s)e- "ds, | 1[b (s)|? ds oc. (14) 
0 0 


Démonstration. Condition nécessaire. Supposons que le 
processus n ({) admette la représentation (11). Posons 


O0 


h (iu) = = a (s) ee" ds. 
0 
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L'égalité de Parseval nous dit que 
R(t)= | a(t+s)a(s)ds= | ei“ |h (iu)|? du, 
0 “0 
i.e. le spectre du processus est absolument continu et sa densité 
spectrale est de la forme (13), (14). 
Condition suffisante. Soient réalisées les conditions du lemme. 
Considérons la représentation spectrale du processus n (é) : 


n(é)= | et (du), 


et la mesure stochastique 


OO 


n(4)= | HAL r (au). (15) 


—o 


L'intégrale stochastique (15) a un sens pour tout borélien borné 


Le € L2{F}, où F est mesure spectrale du processus 


A, puisque 


F(4)= | 1h (iu)]? du. 


A 


Il est immédiat de remarquer que pu (4) est mesure orthogonale 
et que 


Eu(4)nt= | du 
A|)B 
Posons 
1 ia eiute __,—iuti 
(De | (du) (16) 


L'intégrale stochastique (16) existe visiblement. La fonction aléatoire 
d'intervalle E (A) — E (4) — E (4), A = [t,, ti est une mesure 
élémentaire associée à un processus standard. En effet, EË (A) == 0 

En appliquant ensuite l’égalité de Parseval aux intégrales de Fourier, 
on obtient 


er tute etui etuta __ ,tutz 


EË(A;)E(A)=— M ms du = 


—_ | Xau (é) xa, (#) dt = 1 (AN Az), 
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Où Ay=[éy, dl, Ao—f[ts, t[, L est la mesure de Lebesgue sur la 
droite. Le lemme 1, $ 2, et la formule (15) montrent que 


n (é) = | eh (iu) u (du). (17} 


— 00 
On remarquera maintenant que si 


OO 


h(u=—— | a(s)e"ds, où | Ja (s)[? ds << 00, 


alors 
| RGu)u(du)= | a(—s)ë(ds). (18) 


En effet, les espaces Z,{u} et Z,{E} étant isomorphes à Z,{1}, où / 
est la mesure de Lebesgue sur la droite ]—o, œlf, et la transforma- 
tion de Fourier préservant le produit scalaire dans Z,{l}, il suffit 
de vérifier la formule (18) pour des fonctions simples. Soit a (t) — 
= Y CRYA, (é), où Az est un intervalle ouvert (ou un intervalle 


semi-ouvert) la,, b4l. Alors 


Far 
es V 2x ne k 7 


est un cas particulier de (18). Nous avons donc établi la formule (18). 
De cette dernière il suit que 


l et} (iu) du = [ a(s) dE (t—s), (19) 


puisque en vertu de (16) le produit de la mesure E (:) par ef“ équi- 
vaut à une t-translation de l’argument de la fonction Ë (.). De (17} 
et (19) il vient 


n(@= | a(s) dE(t—s), où (= | h(iu)e"i"du. pm 


0 


Soit donnée la densité spectrale f (4) d’un processus n (#). Les 
questions suivantes émergent : quand la densité spectrale admet-elle 
la représentation (ou factorisation) (13), (14)? Comment calculer 
la fonction h(iu) (et partant la fonction a (t)) sachant f(u)? On ré- 
pond à ces questions en les ramenant à des questions déjà traitées 
par factorisation de fonctions sur le cercle. Soit la transformation 


-|- | | 
— associant au disque ouvert D —#{z: |z | << 1} le demi- 
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plan de droite II* ={w : Re «w >> 0}. Sur la frontière de ces domaines 
(© — iu, z—=e) cette transformation s'écrit u — cotg e Suppo- 
sons que f (4) admette la factorisation (13), (14). Posons 
à L 
g(=({+o)h(o)= x (LE), | 


F (8) = f (u) (1+u2). 


La fonction f (8) admet la factorisation |f (0) | = | g (ei) [?, où 
£ (2) est analytique dans D et intégrable sur ]—1x, xl, 


(20) 


OO 


MOTTE | f(u)du< 0, 


— © 


ie. g (z) € H,. Le théorème 1 nous dit que 
TI 00 
ee 2 


=T — 90 


d'où 


ï In jf (u) 


ju du > — 0. (21) 


supposons l'inverse. Soit f (u) non négative, intégrable et vérifiant 
(21). Définissons f (6) au moyen de (20). Alors j (8) est intégrable et 


JT 


| In (8) 40 >— 00. 
ee: 
Le théorème 1 nous montre que j (8) admet la factorisation 


F(O= 1e), g()= Xanst, À | an [2 < 00. 
Posons 
1 . 1—o \n 
A C0 le mr >) dn (5) ; 


La fonction h (w) est alors analytique dans le demi-plan de droite et 
f (u) = Th (iu) f, 


où 


: = 1—iuyn 
h(iu)= D an pre « (22) 
n=0 
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; 1 | : ; 
Vu que les fonctions = einŸ forment une suite orthonormée 
TH 


complète dans £, ]—n, x, il est immédiat de voir que la suite 

{ ({—iu)}?t ;, ; c . 
on Ua | est également sur £2 ] — ©, [| par rapport à la 
mesure de Lebesgue. Donc la série (22) est convergente en m.q. 
On notera que 


+1 

(1—iu)r _S Ah 
(1+iur#t Le (+ iu)h 

n+i 00 ue 

= } nt À etre 0 ge = | e*Bn (#) de, 

R=1 0 Q 

donc 
h (iu) = | e-iuth (4) dt, 
ë 

où 


b(t) = 2 anB} (t}. 


On rappelle que les sommes partielles de la série (22) sont les transfor- 
mées de Fourier (à un facteur multiplicatif près) de fonctions égales 
N 


à > anBn (t) pour t > 0 et nulles pour é<< 0. La transformation 
Ï 


de Fourier préservant la norme d’une fonction dans £, ]—,, œl, 
la convergence en m.q. de la série (22) implique celle de la série 
de b (t) et 

À 1 D (IE dt < oo. 

0 


Au sujet de la factorisation de la fonction f (4) on peut faire les 
mêmes remarques que pour la factorisation de fonctions sur un 
disque. L’expression de À (o) se déduit de la formule (9) par substi- 
tution de © à z et par un changement de variables approprié sous 
le signe de l'intégrale : 


_ 1 f Inf(u) i+uo 
hk(o) =exp {— | ur po du}. (23) 

THéoRëME 3. Pour qu'une fonction f (u) (—oo << u << co) non 
négative intégrable admette la factorisation (13), (14), il est nécessaire 


19—0398 
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et suffisant que 


Î MAO (24) 


Si de plus l’on admet que h (wo) == 0 (Re © > 0), hk (4) > 0, alors 
la fonction h (w) est définie de façon unique par la formule (23). 


THÉORÈME 4. Pour qu’un processus stationnaire n (t) (—0o0 < 
<Z t < co) admette la représentation (11) il est nécessaire et suffisant 
que son spectre soit absolument continu et que sa densité spectrale vérifie 
la condition (24). 


$ 6. Prédiction et filtrage des processus 
stationnaires 


En théorie des processus aléatoires il est un problème important, 
au Champ d'applications vaste, qui consiste à trouver la meilleure 
estimation d'une variable aléatoire & sur le vu d’un ensemble de 
variables aléatoires {E,,& € A}. Il s’agit donc de trouver une fonc- 
tion f (£, | &« € À) d’un ensemble de variables &,, «à € À, telle que 


Le Ë—=f(Es la A) (1) 


avec la plus petite erreur. 

Un problème de cette nature est la prédiction (extrapolation) 

d’un processus aléatoire. Il s’agit d'estimer ici la valeur d’un proces- 
sus aléatoire à un instant {* sachant les valeurs prises sur un en- 
semble d'’instants antérieurs à é*. 
_ Un autre exemple est le filtrage d’un processus aléatoire. Dans 
le cas le plus simple ce problème se pose dans les termes suivants: 
un processus E (ft) = n (é) + Ë (ft), somme d’un signal «utile» 
€ (&) et d’un « bruit » n ({), est observé à des instants &’ E T' &T; 
on demande de séparer le bruit du signal, c’est-à-dire de trouver 
pour un {* © T la meilleure estimation 


C()&el=f(Et)Ir ET") 


de 6 (t). Le problème sera entièrement posé lorsqu'on aura défini 
ce qu’on entend par « meilleure estimation ». Il va de soi que les 
critères d’optimalité dépendent de la nature du problème envisagé. 
La théorie mathématique développe essentiellement des méthodes 
de résolution basées sur l’écart quadratique moyen en tant que mesure 
de précision de l'égalité (1). 

La quantité 


R— SETF FE la € A\\/2 (9) 
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s'appelle erreur quadratique moyenne de la formule approchée (1). 
Le problème est de définir une fonction f telle que (2) prenne une 
valeur minimale. Si À est un ensemble fini, par f (&, | æ € À) on 
entend une fonction mesurable-Borel de &,, & € À. Si À par contre 
est infini, ce symbole désigne une variable aléatoire mesurable par 
rapport à la tribu % — o{£,, & € A} engendrée par l’ensemble de 
variables aléatoires {£,, « € A}. 


On admet dans ce qui suit que & et f (E, | « € À) possèdent des 
moments d'ordre deux. 
Posons 


= E (615). (3) 
Il vient 


=E{—-0P=E(— + | | 
+2Æ(—-YVG—-0D+E(G— SP 
La quantité y — & étant ÿ-mesurable, on a 
E (6 — y) (v — 9 = EE{(G — v) (v — 0 13} — 
= E (y — 0 E{(C — y) 13} = 0. 


S—E(G—Y+E (0 


Donc 
d’où suit le 


THÉORÈME 1. L'’estimation de &, variable aléatoire possédant 
un moment fini d'ordre deux, avec un écart quadratique moyen minimal, 


lei 


par €, variable aléatoire 5 — o{é,, à € A}-mesurable, est unique 
(mod P) et est définie par 


b = E{t | 9}. 
REMARQUE.  L'estimation & = y de la variable aléatoire Ë 
n'est pas biaisée, c’est-à-dire 


Ey = EE{(C 19} = Eë, 
et les quantités Ê — yet £, ne sont pas corrélées quel que soit & € À: 


E(G—Yyéa = EE{(C—-Vésl3} = El EG —Y 13} = 0. 


Malheureusement l’application du théorème 1 à l’obtention de 
formules efficaces d'estimation est une grande source de complica- 
tion. Dans le cas de processus gaussiens on peut toutefois pousser 
nos raisonnements plus loin. Auparavant on remarquera qu’on obtien- 
drait souvent des solutions achevées et analytiquement accessibles 
en recherchant l’estimation optimale non pas sur la classe de toutes 
les fonctions mesurables des variables aléatoires données, mais sur 
une classe plus étroite de fonctions linéaires. Plus exactement, soit 
{Q, &, P} l’espace probabilisé fondamental. Supposons que Ë, et 
s possèdent des moments finis d'ordre deux. Soit Z.{E,, & € A} 


19* 
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sous-espace de Z,{Q, ©, P}, espace hilbertien et enveloppe linéaire 
fermée des variables £,, &« € À, et soient des constantes. Le sous-es- 
pace Z,{E,, à E A} peut être traité comme l’ensemble de toutes les 
fonctions linéaires (non homogènes) de &£, de variance finie. La meil- 


leure estimation linéaire € de la variable aléatoire € est l'élément 
de Z,{E,, a E A} le plus proche de 6, i.e. 


GEI -{CP<EIC—-6F 
quel que soit Ê E £,{6,, « € A}. En théorie des espaces hilbertiens 
il est classique que l'élément € du sous-espace Æ7, le plus proche d’un 
élément donné Ë est unique. Plus exactement, 6 est la projection 
de & sur A,. L'élément & est solution unique du système d'équations 


(E— €, &") = 0 pour tout G"E Zo{Es, «a E A}. Dans notre cas 
ce système d'équations se ramène aux équations 


E Ga) =E (ÉEc), (4) 
et comme ÆZ2,{6, & € A} contient l'unité, 
EC = E4, 


si bien que les estimations linéaires optimales € manifestement ne 
sont pas biaisées. On peut admettre que EË, — 0 pour tout «. 
Dans la suite on se limitera donc à des sous-espaces de variables 
aléatoires de Z,{Q, ©, P} d'espérance mathématique nulle. 

L’estimation linéaire de Ë n’est certes pas toujours valable. Si 
par exemple Ë (n) — eilvr+0), où v est équi-réparti sur ]—x, xl, 
alors E{E (n) & (m)} = 0 (n =£ m) et la meilleure estimation linéaire 
de & (m) sur les valeurs de Ë (n) (n =£ m) est de la forme £ (m) = 0, 
c’est-à-dire n'utilise pas les valeurs de E (n). D'autre part, un couple 
d'observations E (k) et £ (k + 1) suffit à déterminer exactement 
toute la suite ËE (n), soit 

Pr on ON ou | 

Supposons maintenant que toutes les répartitions finidimension- 
nelles du système {6, £,, « € A} sont normales et EE, — 0, 
EË = 0. Dans ce cas les quantités Ë — & et £, sont indépen dantes, 
çar non corrélées. Donc Ëë — & ne dépend pas de la tribu % et 


EÉIBD=EL—-E+C1H=E (CE +T—C. 


THéorèmMe 2. La meilleure estimation (au sens de l'écart quadra- 
tique moyen) d'une variable & d’un système gaussien {&, &,, « € À} 
par une fonction o{E,, à € A}-mesurable est confondue avec la meil- 
leure estimation linéaire sur Æ£,{E, à € A}. 
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Dans la suite on traitera des problèmes particuliers de construc- 
tion d’estimations linéaires optimales. 
À) Les variables aléatoires £, sont en nombre fini (&œ = 1, 

.., n). Le problème admet une solution simple, classique en algèbre 
linéaire. Si l’on admet que &, sont linéairement indépendantes, on 
peut définir la projection & de € sur l’espace finidimensionnel H,, 
tendu sur Ë, (&œ — 1, ..., n) par 


(E1 61) --- (En, 81) À 


. +. + + ee ee ee ee ee e 


ES CC AE 
(6, Es)... (6, E)0 


où G = G(E,, Es, . . ., E,) est le déterminant de Gram des vecteurs 


(Œus En) «ee (En, En) 


PE ST | 
(ere 7) ee (En cu) 


t (£, n) —É (En). L’erreur quadratique moyenne ô de l’estima- 


tion € & € est égale à la longueur de la perpendiculaire abaissée 
de l'extrémité du vecteur Ë sur l’espace FH, et est définie par 


62 — Enr Ë2 + Enr 0) 
G (1; 60: #20) : 


B) Estimation d’une variable aléatoire & sur le vu d’un processus 
aléatoire continu en m.q. & (£) sur un intervalle de temps fini T — 
— [a, b]. Soit R (t, s) la fonction de corrélation du processus Ë (4). 
Le théorème 5, $ 1, nous dit que le processus Ë (£) est développable 
en la série 


E(D = D Von (9 En 


où œ}, () est une suite orthonormée de fonctions propres, À, les 
valeurs propres de la fonction de corrélation sur la, bl: 
b 
han (8) = | R (4,5) qu (s) ds, 
a 
EL, une suite normée non corrélée, 


EËËr = ôur- 
Les {E,}, k = 1, ., jorment visiblement une base dans 
Lité(t), tE la, 5h Donc 
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V Anën = 


Et)p(@)dt,n—=1,2,..., 


Cn —= ECE, — Re (£) P (£) dt, Ryg (&) = ECE (#). 


L 
| 


L'erreur quadratique moyenne à est définie par 


co b 
= 2 
&—EILI- EITI=EIcI— D | [Ru @ à 
n=0 a 
L'usage de cette méthode est rendu malaisé par la lourdeur du calcul 
des fonctions et des valeurs propres du noyau R (f, s). 

C) Méthode de Wiener. Soient E (£) et & (ét), t € T, deux fonctions 
aléatoires hilbertiennes. Supposons que le processus É (é) est observé 
sur un ensemble 7'* de valeurs de t. On demande la meilleure estima- 
tion de & (#&), to € T, sur les valeurs observées de Ë (ft), t € T*. Si 
l'on admet que l'estimation cherchée est de la forme 


E(b)= | c (9) E (9) m (@s), (5) 
T* 
où m est une mesure sur 7 * et si sont réalisées les conditions sous 
lesquelles l'intégrale a un sens, alors l'équation (4) devient 


À cs) Re (s, 2) m (ds) = Ra (to, #), #ET*, (6) 
T* 
où Res est la fonction de corrélation de Ë (t), et ÆR;: la fonction de 
corrélation de & (t) et E (t). L’équation (6) est une équation intégrale 
de Fredholm de première espèce à noyau symétrique (hermitien). 
Elle n’admet pas toujours une solution. Cependant si 


Î EE () 12m (de) < 0 

T 
elle admet une solution c (s) € Æ,{m} si et seulement si la meilleure 
estimation linéaire € (t,) de & (1) est de la forme (5). 

Si T est l’axe des réels, T* — Ja, bl, E (t) et 6 (£) des processus 
stationnaires et stationnairement liés (au sens large) et m la mesure 
de Lebesgue, l'équation (6) s'écrit 

b 
jets) Rae (s—t) ds = Ru (o—t), tE]a, bf. (7) 


a 
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i Gt) — E (#) (4 E l—o, œl) et t, > b, i.e. le problème consiste 
à estimer Ë ({,) sur les valeurs de Ë£ (i) dans le passé, ce problème 
est dit de prédiction pure. 

Penchons-nous plus en détail sur la prédiction de 6 (£ + q) sur le 
vu du processus Ë (s) avant l'instant {, { > s. On supposera que les 
processus & (£) et € ({) sont stationnaires et stationnairement liés 
(au sens large). La fonction & (t) aidant à la prédiction sera traitée 
comme une fonction de f à gq fixe. 

Posons 

t 


he J c, (s) E(s) ds. 


Il est immédiat que le processus © ({) est stationnaire. En effet, l’é- 
quation (7) s'écrit 

t 

| C! (s) Re (Ss—u) ds = Rr; (t+q—u), uKE. 


Le changement de variables £ — u — v, t — s — 6 donne 


| ce (t— 0) Rex (v— 0) d0 = Ra (g+v), v>0. (8) 
) 
On voit que la fonction c; (f — 0) ne dépend pas. du temps, i.e. 
c (80) = c; (t — 0). L’équation (8) devient 


OO 


À cs) Ra (£—s) ds = Re (g +8), 120, (9) 


© 


et l'expression (5) de la fonction de prédiction s’écrit 
4 00 
QUE J) c(t—s) E(s) ds = \ c(s)E(t—s) ds. (10) 
0 
Par suite le processus € (4) = &, (t) est stationnaire. La formule (10) 
dit que c(t) est fonction de transfert impulsionnelle d’un filtre 
physiquement réalisable transformant le processus observé en la 
meilleure estimation de & (t + q). 
Il est aisé de trouver l’ expression de l’erreur quadratique moyenne 
ô de la fonction de prédiction & (t). Comme 6° est le carré de la per- 
Ne abaissée de l’extrémité du vecteur & (t + q) sur 
La{é (s), SsLt},ona 
SE | E(E+ 9) (?— ECG) ?= 


— Rrx (0 


—\[c5 Re (é—s)c(s)dsdt. (11) 
0 
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En admettant que R+r (0) — of et en passant à la représentation 
spectrale de la fonction de corrélation R:e (4), on obtient 


8—0— | |e(iu) 12dFe; (u), (12) 


où Fr; (u) est la fonction spectrale du processus £ (£) et 
c (iu) = | c(t)e-iut dt. 
0 


Exposons brièvement une méthode de résolution de l’équation 
(9) proposée par N. Wiener. Supposons que le spectre du processus 
E (£) est absolument continu et que la densité spectrale f:: (u) admet 
la factorisation (cf. théorème 3, $ 5) 


OO 


fee (u) =] Ah (iu) [?, = | a(t)e-tt dt, Re z>0. 
0 


L'égalité de Parseval appliquée à la transformée de Fourier donne 


Ru (0 = | eiut | À (iu) [2 du = | a(t+s) a(s) ds. 
— 00 0 


Supposons encore que la fonction spectrale des processus 6 (£) et 
E (t) est absolument continue et que sa densité fe; (u) vérifie la 
condition 

fx (u) 


ny Au) € £a. (13) 


On a alors 


Rx (6) = | et fee (u) du = | eîutk (iu) h (iu) du — | b(t+s)a(s) ds, 
—oo — 00 0 


ou 
V 


—00 


b(t) — k (iu) etui du. 
L’équation (9) s’écrit maintenant 


| [o@+t+s —(c(6)a(t—6+:) 48 |a(s ds =0, t>0. (14) 
0 d 
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Pour que (14) ait lieu il suffit que la fonction c (t) soit solution de 
l'équation 


b(a+x) = | c(8)a(x—0) d, x>0. (15) 
0 


L’équation (15) est du même type que l'équation (9) à la seule diffé- 
rence essentielle que la fonction a (t) est nulle au-dessous de zéro. 
En mettant (15) sous la forme 


b(g+2) = À e (8) a (2—0) 48, z>0, (16) 


0 


on en obtient immédiatement la solution par la transformation de 
Laplace. En multipliant (16) par e-** et en intégrant entre 0 et oo, 
on trouve 

B; () = CG)h(), 


B, (2) = — | b(g+z)e- da, C'(z) — | | c(e-#tà. 
) 


V'2n à V 2n 
Par suite 
Bq (2) 1 sue Pau) 
CH=-T ARTE | eu F Gu) du, (17} 
l'expression de PB, (2), Re z > 0, étant 
1 6 … feu) du 
Bi (2) = —— d'u 
1@) V 2x je hiu) z—iu (18) 


L’énoncé des hypothèses imposées aux formules (17), (18) est. 
d’une grande lourdeur. Il est bien plus simple de vérifier immédiate- 
ment dans des problèmes concrets la validité des transformations 
qui donneraient éventuellement la solution. 

D) Méthode de Yaglom. Dans la méthode de Yaglom, contraire- 
ment à celle de Wiener, on ne cherche pas la fonction de transfert 
impulsionnelle, qui est susceptible de ne pas exister, maïs la caracté- 
ristique fréquentielle. À défaut de formules générales pour la résolu- 
tion du problème on donne une méthode de détermination de la 
fonction cherchée par tâtonnement à partir des hypothèses qu’elle 
doit remplir. Dans nombre de cas importants ce choix est simple 
à réaliser. 
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Supposons qu’un processus stationnaire à deux dimensions 
(Ë (1), G (t)) admet la représentation spectrale 


O0 OO 


E()= | eimtvi(du), L(9= | eivtv, (au) 


— 00 — OO 


et la matrice de densité spectrale 
Le (U) ec # 
fu (u) ft (u) 


On considère toujours le problème de la meilleure estimation de 
. C (€ + q) sur les valeurs du processus Ë (s), s << {. Le processus de 


prédiction & (f) est attaché à E (#). Donc 


(a (= | etulc (iu) vi (du), | | c (iu) |? fee (u) du < ©. (19) 
L’équation 5 n 
Eb(é+g)E(s)—EG (ES), s<t, 


qui détermine le processus € (t) s'écrit 


O0 


À ein {eiusfes (u) —c (iu) fa (u)}du=0, 5>0. (20) 


— © 


Outre les conditions (19) et (20), la fonction c (iu) doit être caracté- 
ristique fréquentielle d’un filtre physiquement réalisable. Ces condi- 
tions seront réunies si 

a) la fonction fe (u) est bornée : 

b) c (iu) est valeur frontière de la fonction c (z) € SE: ; 

C) Ÿ (iu) — NE — c(iu) fe(u) est valeur frontière de la 
fonction 1 (z) d 

GES (resp. ES déone l’espace des fonctions h (z) analytiques 
dans le demi-plan de droite (resp. de gauche) et telles que l’intégrale 

| | k (x + iu) |? du 


est uniformément bornée pour x > 0 (resp. x << 0). 
En effet, b) implique [ | c (iu) |? du << œ, ce qui avec a) en- 
v 


traîne la condition (19). D'autre part, de b) il suit que c (iu) est 
caractéristique fréquentielle d’un filtre physiquement réalisable. 
La condition c) dit que eftifez: (u) — c (iu) fe (u) est la transfor- 
mée de Fourier d’une fonction nulle au-dessus de zéro. 
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À remarquer qu’en ne retenant que l'hypothèse b) on élimine les 
filtres dont les caractéristiques croissent à l’infini. Ces caractéristi- 
ques fréquentielles sont associées à des opérations liées à la dériva- 
tion du processus Ë (ét) et se rencontrent souvent dans la construction 
de filtres optimaux. Il est préférable de remplacer la condition b) par 
une moins restrictive. Supposons que c (2) est une fonction analytique 
dans le demi-plan de droite et | c (z) | —o avec | z | pas plus vite 
qu’une puissance de z (par exemple, la puissance r). La fonction 


Cn @= rte re Eos 
ie) 
Comme |c, (2) |< [c(z) |, il-vient 


[ee] 


lim À [cn (u) —c(iu) |? fee (u) du =0 


sous réserve que (19) soit réalisée. Par suite, c (iu) est limite dans 
Lo{Fu} de caractéristiques fréquentielles de filtres physiquement 
réalisables, donc c (iu) est également caractéristique fréquentielle 
d’un tel filtre. D'où le 


THéorëme 3. Si la densité spectrale fx (u) d'un processus Ë (4) 
est bornée, la caractéristique fréquentielle c (iu) du filtre optimal esti- 
mant © (t + q) est définie de façon unique par les conditions: 


OO 


a) | [c(iu) |? fes (u) du < 0, 


— 00 


b) c (iu) est valeur frontière de la fonction c (z), analytique dans 
le demi-plan de droite et ne croît pas plus vite qu'une puissance de 
| z | lorsque z — oo, 

C) 1 (iu) — eîua Je (u) — c (iu) fee (u) est valeur frontière de la 
jonction 1 (2) € GE;. 

L'erreur ce moyenne Ô sur la meilleure estimation vaut 


8={Elé(G+g)l2—E]C() 1}? 


0 | 1/2 
= {ot— | |o(iu)[2fe(u) du)". (21) 
ExEMPLE 1. Soit un processus de prédiction pure E (4) (E (4) — 
— { (t)) de fonction de corrélation À (&) = o°e“ltl « > _. La 
7 ET. 
Le prolongement analytique de la fonction 1 (iu) a pour expression 
c(z)—ezs ox 


VOTE ed à 


densité spectrale se trouve sans peine: fes (u) — 
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La fonction 4 (z) admet un pôle unique z = —a« dans le demi-plan 
de gauche. Pour l’éliminer au moyen d’une fonction c (z) analytique 
dans le demi-plan de droite, il suffit de poser c (z) = const = e-“1. 
Ceci ne viole pas la condition a) du théorème 3. Ainsi 


c(iu)=e-", E(t)— | eiute—aqvy (du), 


i.e. la meilleure formule de prédiction de & ({ + q) est 
É(+ 9) & e 7% (6), 


formule qui ne dépend que de la valeur de E (£) au dernier instant 
d'observation. L'erreur quadratique moyenne de l’extrapolation 
vaut 


ô=0V Te 74, 


ExEMPLE 2. On considère toujours un problème de prédiction 
pure d’un processus Ë (4), i.e. l'estimation de Ë (4 + q) sur les valeurs 
observées Ë (s), s < t. Si le spectre du processus Ë ({) est absolument 
continu et est réalisée la condition (24), $ 5, alors la densité spectrale 
admet la factorisation : 


fes (u) = 1% (iu) |?, 

où À (z) € 5 ne possède pas de zéros dans le demi-plan de droite. 

Etudions le cas important où k (z) est une fraction rationnelle : 

__ P(:) 
k (z) re Q (2) , 

où P (z) et Q (z) sont des polynômes respectivement de degré m 
et n (m << n). Supposons que la densité spectrale f:: (u) est bornée 
et ne s’annule pas. Les zéros des polynômes P (z) et ‘0 (z) sont alors 
contenus dans le demi-plan de gauche. Soit 


PO=AÎTG-:), 028 Î 6-3), 


Posons 
(= AU G+2)%, Q@)= (1 B [ Œ 
L'expression du prolongement analytique de la __. d (iu) est : 


2e) LD. F6) 
VO) Ge ae - 
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La fonction c (z) doit être analytique sur le demi-plan de droite, 
4 (z) sur le demi-plan de gauche. Donc c (z) doit l’être sur le plan 
tout entier de la variable complexe et est susceptible de présenter 
aux zéros du polynôme P (z) des pôles de multiplicité non supérieure 
à celle du zéro correspondant. Par suite 

M (2) 

P (2) ? 

où M (z) est une fonction analytique dans le plan z ne présentant 
pas de singularités pour z fini. M (z) est un polynôme, car l’ordre de 
croissance de c (z) n’est pas supérieur à l’ordre d’une puissance de z. 
L’intégrabilité du carré du module de la fonction 

P(iu) _ M (iu) 

Q{iu)  Q(iu) 

entraîne que le degré m, du polynôme M (iu) est < n — 1. 

Par ailleurs, la façon dont nous avons conduit le choix de la 
fonction c (z) assure la réalisation des conditions a) et b) du théorè- 
me 3. Reste à prendre le polynôme M (z) tel que la fonction 

__[e72P (2) — M (2) P1 (2) 
VO 0 A6 
ou, ce qui revient au même, que la fonction 


__ €24P(z) — M (:) 
Ÿi (2) ses Q (z) 


ne possède pas de pôles dans le demi-plan de gauche. Pour cela il 
faut et il suffit que 


di M (z) __ di(ezqP (z)) 
dz) Z2=2h dzi 2=ZR 


j = 0, L; “ss bat, k=1, 7. 


La construction d’un polynôme M (z) vérifiant les conditions (22) 
est un problème classique de la théorie de l’interpolation qui possède 
toujours une solution unique sur la classe des polynômes de degré 
n — Î. La connaissance du polynôme M (z) nous donne la caracté- 
ristique fréquentielle du filtre optimal de prédiction 


; M (i 
c(iu)=— me 


C (z) — 


c (iu) 


(22) 


Voyons une autre méthode de détermination de la fonction c (2). 
Décomposons les fonctions P (z) Q-1 (z) et M (z) Q-* (z) en fractions 
élémentaires. Soit 


r Pz é By 
P (2) _ Ch M () Ue 
AS 2: 2 G—3: 7 QU) à À G— 22); 
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Pour que la fonction 4, (z) ne possède pas de pôles aux points z,, 
k — 1, ...,r, il est nécessaire et suffisant que 


] A) . 
—(—%) ACIR _ =0, j=0, 1, .., Pr — 1, 


et de plus 


Pr 
Ch j629 — 
V4 (2) — > > 


(z— 2)! 
Un calcul simple montre que 
fn 


q : 2 
V — | Cu + Cages + Chj+e Fee RAT n — sr ur | eT 


La connaissance des coefficients y;,; nous permet : écrire l’expres- 
sion de c (iu): 


c(iu) — A S SI DE: = — 


k—1 j= > 


EXEMPLE 3. Supposons qu'on observe un processus & (s) (s < t), 
mais que les résultats des mesures de & (s) sont faussés par des pertur- 
bations diverses de sorte que les valeurs observées donnent une 
fonction E (s), s < t, différente de & (s). On admettra que la valeur 
des perturbations (ou encore du bruit) n (&) — E (t) — & (t) est un 
processus stationnaire d'espérance mathématique nulle. On demande 
l'estimation de & (t + q) sur les résultats des observations du proces- 
sus E(s) — É(s) + n(s), s < t. 

Ces problèmes sont dits problèmes de filtrage ou de lissage (on dit 
que le processus & (f) doit être séparé du bruit n (é) ou encore qu’il 
doit être « lissé », i.e. il faut en soustraire le bruit irrégulier). Si 
q > 0, on a affaire à un filtrage avec prédiction, et si g 0, à un 
filtrage à retardement. 

Supposons que le bruit n (t) et le processus & (t) ne sont pas corré- 
lés et possèdent les densités spectrales fr: (u) et fnn (4). On a alors 


Reg (€) = Ron (@) + Rec (8), fes (u) = fnn (u) + fre Cu). 
Comme Re: (t) — Re (t), les processus & (f).et E (f) admettent une 
densité spectrale commune et fre (u) — fer (u). Soient 


fer (u) = Pa) , fm = M EUTE î 
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Alors 
a. C3 (u?+ y?) … _ _ca?+ cf? 
RO) etaeerps : eat Pa — 
La fonction 1 (z) a pour expression 
2 ( ezq (7? 2 + 2 ___12 
Ÿ (z) va - (22— — ee _ ï : 
Soit g > 0. La fonction 1 (2) doit être analytique dans le demi-plan 
de gauche et appartenir à 3. Pour que ceci ait lieu il faut que le 
numérateur s’annule aux points z — —œ et z — —$. Ce qui nous 
conduit aux égalités 
e_"1(a2—f?) 


C(—B)=0, c(—a= ir — (23) 
D'autre part, c (z) doit être analytique dans le demi-plan de gauche 
(et d’après l'hypothèse b) dans celui de droite) sauf au point z = —" 
où elle peut posséder un pôle simple. Donc 
_ P() 
c(z) = z+Y ’ 
où  (z) est une fonction entière. La finitude de l’intégrale 


| le (iu)12 fee (u) du 
entraîne que v (z) est une fonction linéaire, @ (z) = 4z + B. 
De (23) il suit 
__ 4 2H8 __ C1 B+HX x 
c(z)=2A HT, À — pas 
Donc la formule du lissage optimal avec prédiction s'écrit 


F (su iu+p 

Ca (é) = À | Aer V4 (du). 
Comme (iu + y)-! est caractéristique fréquentielle d’un filtre physi- 
quement réalisable de fonction de transfert impulsionnelle e”*!, 
on obtient 


t 
& C1 P+a _. \ e—v(t—s) 
6 (E)= ea LE (1) + (B— v) ii MODE (s) ds}. (24) 
La formule (24) n’est pas vraie pour g 0. Formellement cela tient 
au fait que la fonction  (z) n’est pas bornée dans le demi-plan de 
gauche. On peut la définir à partir des considérations suivantes. 
Soit 
Va (2) = —cet (22 — 7?) + cac (2) (2° — y). 
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La fonction c (z) doit être analytique dans le demi-plan de gauche 


sauf aux points z = —7y et 4, (—«æ) = , (—$B) = 0. Comme 
__ 1(G)+ 0679 (22— 2) 
en 


et c (z) est analytique dans le demi-plan de droite, il vient que 1; (2) 
est une fonction entière et 


Da (9) = — cet (y? — f*). (25) 
Posons 


V1 (2) = À (2) G + à) (z + À). 


La fonction À (z) doit être entière. De la condition a) du théorème 3 
il suit que À (z) = const — À. La valeur de À se déduit à partir 
de l’équation (25): 
Az cer _=YEP 
AP ay : 
D'où 
_. (a+ y) (u2+p?) eiug —e7(—v+$) (iu+ a) (iu+$) (26) 
(@+ y) (u? +7?) i 
La ne et le filtrage de suites stationnaires sont justi- 
ciables de méthodes analogues à celles exposées pour les processus 
à temps continu. Voyons un exemple. 


c(iu) — 


ExEMmPLE 4. Soit une suite stationnaire Ë ({) vérifiant l’équa- 
tion simple d’autorégression 


QË (D) + ME —1)+...+aËt—p)=n(, (27 
où n (t) est une suite non corrélée standard et & (t) est attaché à n (5). 


Soient 
I 


n(t)= | eité dé (u) 
x 
la représentation spectrale de la suite mn (t), 6 (u) un processus à 
accroissements non corrélés et de fonction structurelle = 2 (4 N B), 


où / est la mesure de Lebesgue. La représentation spectrale de la 
suite Ë (t) doit être de la forme 
I JT 
E(#)= | effp(u)dt(u), où | Iptu)l?du<o. (28) 
En portant es Fe (27) on obtient L 
JT 
| eu PTE) q Qu) du) = 1: fut dE (u), 


v 
—T 
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rt 


n 
où P(z)— S aux. D'où il suit 
k 


1 
o(u) = RTS (mod l). 


Supposons que la fonction P (z) ne possède pas de zéros dans le disque 
fermé |z | < 1. Dans ces conditions, si 


di Se _4 
P (2) > Dxz (=), 
k=0 
alors 
6 (2) = 2: ban (£ —n), 
i.e. nous avons obtenu la représentation de la suite Ë (t) sous forme 
de réponse d’un filtre physiquement réalisable à la suite non corrélée 
n (4). Comme 
1 
(= — Liu (1) + +aE(—p) tn) (29 


la prédiction optimale de Ë£ (#) sur les & (4 — n) (n = 1, 2, ..) 
donnés s'écrit 


ee | ” 
C(t) mn 2. [aé(t—1)+aé(t—2)+...+aË(—p)l. 
L'erreur quadratique moyenne minimale de prédiction vaut 


s(={E MONT. 2 


[ao |? = [aol * 


L'emploi réitéré de la formule (29) nous permet d'obtenir la prédic- 
tion optimale à long terme. 


20—0398 


CHAPITRE VI 


PROCESSUS À ACCROISSEMENTS INDÉPENDANTS 


Les processus à accroissements indépendants ont déjà fait l’objet 
du $ 4, chapitre I. 

Dans ce chapitre on se propose d’étudier les propriétés des réali- 
sations ainsi que diverses fonctionnelles de tels processus. Commen- 
çons par le cas le plus simple : la marche aléatoire qui est un proces- 


sus homogène à temps discret. 


$ 1. Marche aléatoire sur la droite 


Soient E,, £,, . . . une suite de variables aléatoires indépendan- 
tes équi-réparties. Appelons marche aléatoire la suite des sommes 


Co = 0, EE ET an (ne 1,23.) 


C. est l’état de la particule errante à l'instant n, &, le n-ième pas 
de la marche. On étudie parfois une marche issue d’un point x; 
dans ce cas É, = t,Ün = t + + ...+6,. Dans ce paragraphe 
on envisagera des marches issues exclusivement du point 0. On 
admettra d'autre part que les £;, sont entiers. La marche est dite 
alors à valeurs entières. 

On appelle pas du réseau de la marche le nombre entier maximal k 
tel que = E. soit également entier. Si À — 1, la promenade est dite 


non réticulée. De toute évidence. k est confondu avec le P.G.C.D. 
des k tels que P{E, = k} > 0. 

Notons œ (z) la fonction caractéristique des variables E£;. 

LEMME 1. Sizo — O0 est la plus petite racine positive de l'équa- 
tion 1 — œ (z) = 0, alors hz, = 2n, où hk est le pas du réseau de la 


marche. 
Démonstration. Posons: 


Pr = P{E = k}, ki =:,0: +1, +2, LE 
On trouve 


O—1—p(2)= D pr (t—eñr)= D pr (1 —cos kzy)= > pa2sin? +, 
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Soit N'=—{k: p, > 0}. Le nombre est alors entier pour 4€ N°. 
Si À est le P.G.C.D. des nombres de W'’, alors Fe est aussi en- 
tier, car 
h= ml +... + Mrhn, 
où m; sont des entiers, 4; € N’'. Donc 
Rz 


2n 
PAL 21, 027. 


D'autre part, 
p(+ )= > pre F = > pr=i, 
RCN’ REN' 


: À 2 ; ne 
puisque est un entier pour ÆCÇN’'. Donc — est racine positi- 


ve de l'équation 1—œ(z)=0 et <<. 
COROLLAIRE. Si la marche n'est pas réticulée, il existe a >> 0 tel 


que 
Re(—œ(z) > ax, 2 EÎ—x, nl. 


Soit p=Æ 0. Il vient 
7. 2 \2/1z\2 
Re (1—@(2))>2p sin >2p: (+) (7) 


. | Îz TT TT : 

S1 SI<+. Pour << |21< x la fonction RO est con- 
tinue (le lemme 1 dit que le numérateur n’est pas nul) et par 
suite bornée. 


IT est immédiat de voir qu'il suffit d'étudier une marche non 
réticulée, puisque telle sera la suite {> Ci Re 0 di je h où À 


est le pas du réseau de la marche. Dans la suite on supposera donc que 
la marche est non réticulée. 

Soit v, (x entier) variable aléatoire et instant de première arrivée 
de la marche aléatoire au point x: 


v. = inffn>0:Ët, = da 


(si Ên 5 à \yn, on admet que v,; = +o). La marche est récurrente 
si P{vo + co} — 1. Etudions les conditions de récurrence de la 
marche aléatoire. I] nous faudra à cet effet appliquer la transforma- 
tion de Laplace à la variable v.. 


LEMME 2 Pour |À}A | 1 
es D'MP {= k}= (D MP {En = 2) (3 AP {6 = 0})" 


(A+® est supposé nul). 
0* 
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Démonstration. Ona 
P{fr=2}=P{=7, Vk<n}= 


2 P {nr =, ere e P {En — Er =0, Vx = À}. 


Il est évident que &, — &, ne dépend pas de l'événement {v, = 4}. 
Donc 
n 


P{n=a}= 2 P{ve=k}P {6 —tù=0}= 


R==1 


= D PA) P (nr =0) 


En multipliant cette égalité par À" et en sommant sur n, on trouve 


OO O0 O0 


Li 


D'MP{h=a}= D MP {v=k}. D AP {fn = 0). 
ni k=1 n=0 
CoROLLAIRE. Pour qu'une marche soit récurrente il est nécessaire 
et”sufjisant que 


BPtu-0e + 
En effet, 


P {v <+oo}— lim >» NP {vo = k} — 
Hi 


1 1 


—1— 


—{—]im 
a41 


OO OO 
>. AMP {En = 0} D P {£n =0} 
n=0( n=0 
Formulons une condition de récurrence de la marche aléatoire 
au moyen de la fonction caractéristique d’un pas. 
THÉORÈME 1. Pour qu'une marche aléatoire non réticulée soit 
récurrente il est nécessaire et suffisant que 


É 4 
1% on + co, (1) 
Démonstration. Condition suffisante. On a 
(ee) O0 ELA JT O0 
S'UPHE,=0}= NA x | Eetitn de | D A" (2) de = 
n=0 n=0 — TH —rn=0 
{ f { { 1 { f { 
=) pu 2 27 Re 1 — 1 () dx | SE ee VTT Hd 
en ST TH 
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Le théorème de Fatou donne 
_ : if 1 
D P{=0}= im 2 P{r=0)= lim | Re ny > 
n=0 n=0 TH 
C 1 1 
Ba jeux) Ré 


La récurrence de la marche aléatoire résulte de (1) et du lemme 2. 
Condition nécessaire. On raisonnera par l’absurde. On supposera 


que la marche est récurrente, mais que 


I 
| Re —1— TG dz< oo. (2) 


Soit x =£ 0. Etudions pour 0 À << 1 l’expression 


Des 


2 PÈRE Os Vk>n}= 


— À AMP {, = 0} — 2 MP Hn=0,v,<n}= 


SUP =0)— DA D Pres Pts —2}= 


8 


_ > AP LE, = 0} — D PPhsnn > D MP{n= —2}. 


n= 


En vertu du lemme 2 cette expression s'écrit encore 


AP {G, = 0} (1 — EX VER) = 


ps 
De 


= D AMP {En = 0} (2— EVER — (1 — ES) (1 ENS). 


Comme EA"*<1, EA”<<1, il vient 


108 


AMP {En = 0, > n}< pi NP {Ga = 0} (2— EX — ER) = 


— > A I2P {£a =0}—P{n—=z)—P{r = —7}] 
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(toujours en vertu du lemme 2). Par suite 


OO OO T 


D'AMP{,=0,v,>n}< Dar | (2 — ere — pit) op (2) dz — 


n=0 n=0 


] 
af 
us 
bed 
[œ) 
© 
un 
nN 
& 
7 
=> 
SE 
N 
ne 
C 
sr 


Le corollaire du lemme 1 dit que la fonction 


1 — cos zx 
1—® (2) 
est bornée. D'autre part, la fonction Lie est bornée pour 


O<LA<1etzEl—x, x}, puisque | ® (z) | L 1; la fonction Le 
est bornée si À € [0, 1] et w varie dans le disque unitaire du plan 
complexe, car elle est continue si on la pose égale à l’unité pour À—1, 
u — 1. Donc, dans (3), on peut passer à la limite pour À f 1: 


O0 I 
{ 
> PÜr=0; Vx>n}<— | 4— COS 22) — TS ES 
n=0 , 
«lu Re! q 
Se A — COS ZT) Er TP Ze 
—T 
De (2) il suit 
I 
lim je cos zx Re — a #=0 


X —> 00 


d’après le théorème de Riemann-Lebesgue. Par ailleurs, v+ —> 00 
pour æ —> © implique 
lim P{£,—=0,v,>n}—=P{6,—0} 
Donc pour tout m 
TT 
1 
lim > PH, =0,v,>n}=— S PH =0}< + | Red 
ES On 


n=0 


et par nr 
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(sous l'hypothèse (2)), ce qui contredit la récurrence de la marche. 


Soit x > 0. Appelons +, l'instant de première entrée dans l’en- 
semble (x, “oi: 
Tx = infln: 4, > à! 
(si En Lx V x, on admet que Tt, = + ). Si +T, est fini, on pose 
Vu ZE. — x. On cherchera la répartition conjointe de t, et y. 
Soit [A] <4, zEÎ—- 1x, xl. Posons 


90 


LU. (À, z) — Er VA sr 0) ri > | eikz\MmpP {x =m, VL= k}. 
ï =l.m=— 


Soit ps = P{E = 1}. Pour m>1ona 
P {tx = M, Yx =k}= P {<< RTL, ..., He Le Ch El 
= 2 P&<z, “05 en Em—=k+x, Gilles 


= D Pete + Enr bn hte— 


= Ÿ PiP {T.i=m—i, Vr-1 = k}. 
I<x | 


De plus 
P{t.=1, Yx =} = P{hi=ktz}= pate. 
Donc 


O0 
>» ATeikzp (te = M. Vr _— k} 
m=1,Rk=1 


90 


= À Dep, + pr 2. Are EP {ri =m—A, vu =}, 


R=1 ISx m=2 
ou 


US (4, z) = \ 8x (2) + À À Pia (4, z), (4) 


Ex (2) Cr à pis 
Indiquons une méthode de résolution du système d'équations 
Ur Ext 2 PiU 1, (9) 


où uk et g, sont définis pour x>0 et bornés. Posons u;—0, 
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gx = —À Di pu, pour z<0. Le système (5) s'écrit 
ILx 


Ur = Lx + D Pix — O0 [TL CO. (6) 
Nous aurons besoin du lemme suivant. 


LEMME 3. Supposons que les c, sont déterminés à partir de 
l'égalité 


C0 O0 0 
iRz An ikz 
Soe=exp{ D À D P{=hjen), (7) 
— 00 n=1 R=—00 
1 
Alors c, =0 pour k>0, S]cx TT 
x = À 2 pin, k <<. (8) 


Démonstration. La série entière en e‘* du second mem- 
bre de (7) étant absolument convergente, en substituant u, |u| < 1, 
à e on obtiendrait le premier membre de (7) par développement 
de exp{-} en série entière et par identification des coefficients en les 
mêmes harmoniques. On constate alors que les coefficients en e*? 
pour k >> 0 sont nuls et que 


S'al< cexp{ 3 Là ), Ph=t}< 


—1 B= — 00 


<em{> LT }- ET 


on. 
5 CRer — exp { 3 hs > P{bi=k) ue X 
R=—00 R=-—00 
e LA c 1kz 
X exp { — nn. n Pie = 
n=1 
=exp{ > 4) exp { — >. D PH 
n=i n=1 R=1 


{ - Àn - ikz 
most 2% 2 Pense } 
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Donc 
(1—2 » pue) Da cxeinr = exp { — S 7 > P {, = hein}, (9) 
n=i hk=1 


On établit d’une façon analogue que le second membre se décompose 
en une série de Fourier seulement sur e**’ pour les k > 0. Par suite, 


pour # 0 
Ch — À > picr-1= 0 
(c'est le coefficient du premier membre en e*°). 
REMARQUE. De l'expression (9) il résulte que pour k > 0 
Cx— À > PiCh1 = bn, (10) 


où &, sont tirés de l'expression 


À be = exp { — >E DP&. = jen}, (11) 


1 
à l'équation (6). On a 
> Chüx-h — > ChExRT À > P: 2 CRU x-1-R 9 


ou 


> ChEx-h — > (x —2 PiCr-) Uxre 


Le [lemme 3 et la remarque subséquente entraînent que 
0 CO 
2 CRE x-h à buy. (12) 


R=—00 


On remarquera que le second membre s’annule pour x 0, donc 
le premier s’annulera également. Soit maintenant x > 0. Dans 


2 Cr£x-r il ne figure que les g à indices négatifs qui sont connus. 


k= 
En multipliant (12) par p*, où | p | 1, et en sommant sur x, on 
trouve 


O0 


p° : CRE x-Rk — > P"Dr > P°Ux. 
k=0 x=0 


x—=0 kR=——00 


Donc 
O0 


D EU, = ( 2 p“bx )” à p° à Ch£x-Rh. 
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On remarquera maintenant que la fonction 


exp { — >E > P{=4}p) 


est analytique pour || … et continue pour |[p|<1. Comme 
pour p—e" 


DT E Dee F2 P{tu=meit), 


> p*by = exp { — se 6 SP, =k}p#}. (13) 
Par suite _ : 
Zee À 2 PE not} >» D apa (40 


OO 


Tirons w, de (14). Posons à cet effet o—=0:u— N c;gx. Le 
k 


= — 00 


calcul de u, (À, z) passe par la substitution de Àg_,(z) à g_,: 


Uo (À, 2) À DE à Der 
— — 00 î= 


Soit l'opération [ ]. qui à toute série trigonométrique 2 ae"? 
À 


associe la série trigonométrique pr ane*?, On a 


Uo (à, z) — À [E. CR 2 Diet] ne } [> ehc,p (2)1. _ 
— > cher (1 nn À p (2))l,, 


puisque [D cer], —0. La relation (9) et l'égalité 
k 
Ç An 1hz 

[ep(—-D SR DPE=Her) 1], = 
n=1 R>1 


= exp { — » 7 > P{n= pen) 1 
n=1 R>1 
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donnent 
uo (., 2) = 1—exp { — >E — D'P{i=kjen), (15) 
R>1 
Trouvons la fonction Lénbetuite F To en faisant z = 0 dans (15): 


EX®=1—exp{— D PH, >0)). (16) 
n=1i 
THÉORÈME 2. Pour que la marche soit majorée, i.e. 
P{supt, <+æ}=1, (17) 
il est nécessaire et suffisant que 
Les (18) 
n=1 
Démonstration. De (16) il suit que 


P {to = +00}=1—lim EA® — 
1 +1 


= lim exp { — S TP P{Gn>0}}= exp { — S +P(>0}) 
n=i 


Ati 
n=1 
(on admet que e-® = 0). Si donc la condition (17) est réalisée, on a 
P {sup 6 <+oo}2P {to= +oo}> 0. 


Or, en vertu de la loi de tout ou rien (cf. chapitre II, $ 4, théorème 7), 
P{sup £, << + co} ne peut prendre que la valeur 0 ou 1. Par suite, 


n 
(17) est réalisée. 
Soit P{ts = + oo} = 0. Il est équivalent d’écrire 


D LP{,>0}= +00. 
n=1i 
Si P{ä > 0} = 1, alors 
P{Sup On = + co} = 1, (19) 


car à Ex = + oo presque sûrement. Supposons que P{£ <0}=>0 
et soit m<0 tel que p, 0. Pour tous les nr on a alors 
P{i=m,...,6,=m, es (Éntr —6n) < —nmMm}< 

£P {supt<0}= P {t= + o0}=0. 
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Or le premier membre vaut 


(mn) PSUpR< — rm). 


Donc P {supé, <n}=0 Vn. D'où (19). & 
R 


Utilisons maintenant la relation (14) pour déterminer la réparti- 
tion de 


C=sup Cas 
n>0 
De toute évidence, 
P{Et= m} = P{tm1 oO, Tm = + œw} — 
ne Pitis < œ} En P{t»h << co}. 
Donc 
P {+ ee m} = Uma (1, 0) — um (1, 0). 


Soit Op <1. Il vient 


O0 


2, P{'=m}p" = 2 P" [um-i (ls 0) —um (1, 0)]+P {6 =0}— 


—1—P{T<o}— : P"Um (1s 0) +p > P"Um (1, 0) — 
=1+(p—1) 2 pu (1, 0). (20) 
Pour obtenir pa o"um (1, 0) il faut poser z—0 dans le second 


membre et ensuite à la limite pour À f1. Par définition, 
les nombres g, vaudront 


Ex — À 2 DR+xe 
R=1 


Donc 
(b—1) D pus (A O=exp{ 5 À : 25 P (&,=#) p')} x 
m=0 n=1 
«3 (p°*1 — p°) S ana en{> À = 25 PÉ,= =k}p"} x 


R=—00 


x | — 5 ata+S p° D) Ch (Bx-n-1 — &x-1) |= 


k= — co R= — 00 
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=exp{Y FD PH=Hpt}x 
n=1 R=1 


[ee] 


x | —u (à, +25 ps > hPa |. 
x=1 


R=—00 
La remarque sur le lemme 3 et la formule (11) entraînent 


O0 


1 » p* > CpPxn = — > bp =1— > b..p° — 
x=1 x= 


C=—= À x=0 


R= —00 
=1—exp{—Y Fr > P {&n = jp") 
n=1 Rk=1 


(la formule (11) étant vraie pour | p | = 1, elle le sera pour | p | 1). 
Donc, eu égard à (16), on trouve 


(p—1) D p'um(a, 0) = 


m=0 


— exp{ S MS P (Ex —#) p*} [exp {— > À P {> 0}}— 
n=1 


—exp{— ED PH") |= 


n 
k=1 


—exp{ D À D P{H—H(p—1)}—1. (21) 
n=1 k=1 


TuéorëèMe 3. Si P{sup fé, oo} = 1, la répartition de &+ — 
n 


— sup £, est définie par 
n 


D p"P{=m}=exp{ D ED P{—A(pt—1)}, (22) 
m=0 n=1 R=—1 


Pour le prouver il suffit de passer à la limite pour À À 1 dans 
(21) et d'appliquer la formule (20). Le théorème 2 autorise ce 
passage à la limite. 


REMARQUE. La formule (22) est vraie pour | p | = 1, car ses 
deux membres sont définis et continus pour |[p | < 1. 
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CoRoLLAIRE. Dans les hypothèses du théorème 3 


P {sup En = 0} = 


= exp {— > 4 + P{6r >0}}[1—exp {— 3 +Pt.-0}] (23) 
En effet, 


P{up&=0}= 2 PP =D | TS P {&* = 4 eË* dz — 


R=0 — R=0 


L TOI | > P {Gn = A) (e%—1)} dz = 


—T 


= lim f ES an{> À 25 P{n=t}en) +] ax 


ni itre.s 


n=1 


En se servant des relations (9) et (7) on peut écrire 


T O0 
hu buses LE _. NL 
Pepe ins | [i-er(-3 


3 
DA 8 


X D P{n=#) en dzexp { — ce Ph 0}} . (24) 


R<O 1 


Comme 


exp{— > F2 Pt =Hp"}|_,=exp{— 3? TP P{=0}}, 


on trouve 


T 


rer{-2 ES Pennerja 


—T 


= exp {— > 7 PH). 


En portant cette expression dans (24) on obtient A 
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REMARQUE. La série 


LP{,=0} (25) 
1 


1 LA 8 


est convergente. 
Supposons que £, — E, admet une répartition réticulée de pas k; 
alors | (z) | = Ee“%1-f2 est une fonction périodique de pério- 


de - . Donc 


M T/h 
1 h | 
P{br=0}= | p" (2) << | lo (z)]" dz. 
—T —H/h 


Le corollaire du lemme 1 dit qu’il existe &«>0 tel que 
lp(z)|2<e-%* pour |] <7/k. Par suite 


? 2 2 > 
P {n = 0}< On | e dr | e dz 7 
—7/h — 00 


où C est une constante. La convergence de la série (25) résulte de cette 
majoration. 

Plus haut nous avons trouvé seulement la répartition conjointe 
de To et Yo. Pour déterminer celle de t, et y. on se servira de la 
relation récurrente suivante: 


Piti=m, Y=hk}=P{to=m, Y=2+À}+ 


5 > P {To=n, Yo=t}P{t;ks=m—n, Vs). 
0O<n<m 
0<i<x 


En multipliant cette expression par À”, e*** et en sommant sur 
m et À de À à co, on obtient 


u, (À, = à P{t=m, Yo=t+k#} Aer D 


+ 2 Ux-t (À, 2) > P{to=n, Yo—=t} À". 
0<i<x n=1 


Multiplions les deux membres par p* (10 | 4) et sommons sur x 
de 0 à oo (pour x = 0 la seconde somme du second membre disparaît). 
On trouve 


OO 


21 pux (A, z)= 2p° > P{to=m, Vo = 2 + k} AMei* 


, R=1 


+ 2 P°ux (à, 2) 2: P{w=n, Yo=t} A'p!. (26) 


320 PROCESSUS À ACCROISSEMENTS INDÉPENDANTS [CH. VI 


En vertu de (15) 


n,t=1 n=1 


S APP {To=n, Yo = t}=1—exp{ — > — > P {nr =#}p"} 
R>1 


(27) 


(cette formule étant vraie pour p = e", elle le sera pour | p | <{). 
On a ensuite 


> > P{to= mn, Vo=2z+k} Arethkor — 
À =0 m, k=1 
à ATP {To = M, Yo =t} > erk OX — 
RZ>1, x>0 
É izt _nt 
= » AP {To=Mm, V=t} = Er = — 
M, t=i 
= lent 2E ES PE, = pt} — 
R>1 


— eXp {— 2 2 À P {£n =} gt} ] 


(on s’est servi de la formule (27)). Après quelques transformations 
simples on déduit de (26): 


> p'u, (À, z)= 


X=0 


= —exp{ DE _ 5 P {6 =k4}[p" —ein]}), (28) 


N=1 R>1 


$ 2. Processus discontinu à accroissements 
indépendants. Processus général de Poisson 


Soit £ (t)(t > 0) un processus stochastiquement continu à accrois- 
sements indépendants à valeurs dans Z". On dira que ce processus 
est discontinu si pour tout t il existe un nombre fini de points 0 < 
LS LL... LSn < t, tels que Ë (s) soit constant sur les intervalles 
[0, 1, ]sy sl,...,1s,, t]. On admettra que le processus est 
continu à droite: E (s) — & (s + 0). La continuité stochastique de 
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6 (s) entraîne que la probabilité que & (s) présente un saut au point s 
est nulle Y s > 0. 


THÉORÈME 1. Pour qu'un processus stochastiquement continu sépa- 
rable à accroissements indépendants soit discontinu, il faut et il suffit 
que pour tout t > 0 


An—0 


Jim D P{E(4)—E(t»4) 0} oo, 
k=1 


0=15 <<... <t, = tt, Ân = Max (tp41 — ty). 


Démonstration. Supposons que le processus est disconti- 
nu. Notons v (ft) le nombre de sauts du processus E& (t) sur l’intervalle 
[0, ét]. 11 est évident que v (f) est également un processus stochasti- 
quement continu (puisque la probabilité que t soit point de disconti- 
nuité de v (ft) est nulle, car les points de discontinuité de Ë (£) et 
v (t) sont confondus). Par ailleurs, v ({) est un processus à accroisse- 
ments indépendants: v (& + h) — v (t), le nombre de points de 
discontinuité de Ë (s) sur [t, { + h], ne dépend pas du comportement 
de E (s) (et partant de wv (s)) sur [0, t]. On remarquera que 


P{E (x) — E (ns) 7 0} < PV (x) — v (1) Æ 0} 
(si E (tx) 5 Ë (fy_1), alors E (s) présente au moins un saut sur 


[tx-1, tn). Donc pour démontrer la condition nécessaire il suffit de 
prouver que pour tous les & > 0 


lim 21 P {v (x) —v (in) 0} < oo, 


An—0 k— 
Otto... <Lty=t, À = max (fps — tn). 
Or 


exp {— D PIv()—v()# 01} > 


| (LP) —v (4) 0}) = 


k=— 
= |] PA ()—v (4) 0)= P {+ (0 =0} 


La relation P{v (t) = 0} => 0 résulte de la continuité stochastique 
uniforme de v (s) sur [0, t] et par suite pour Ô > Oon a 


P{v (s) — v(s) = 0} > 1 — e pour | s — se | 6, 
or 


P{v()=0}= [[ P{v()—v (1) = 02 (4 — er, 


21—0398 
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où 
0=s si... <Ls,—=t et 5, —S5_1 <Ô, 
donc 


È P{v(r)—v(tr1) 0} <—InP{v(t)=0}< 00. 


D'où la condition nécessaire. 
Pour démontrer la condition suffisante on introduira l'instant 


de premier saut: T, = inf {s: & (s) =£ E (0)] (x, est susceptible de 
prendre la valeur +). Le processus ne présente pas de disconti- 
nuités de seconde espèce (cf. chapitre IV, $ 4, théorème 3), car sépa- 
rable. Par suite 


P {t um P {£ (41) = E (Lo); 6 (2) = 6 (to); RS E(th) = € (£o)}, 
O—t,<ti<... Lty=t, y = Max (fr41 — tr), 
Pé>t= lim [] (—P4{E(x)—E (4) 2 0}. 


De la continuité stochastique de E (t) il résulte que 
max P£E (fr41) — E (x) 5 0} — 0 pour À, —+0, 


donc 


[T A—P{ (41) —E (a) 0) — 


R=—1 
exp — À P{E()—E (A0 # 0} 


x (140 (max P{E (6) —8(t1) 7 0))} — 


= exp { — À PE (h)—E (6) # 0} >a>0. 


Estimons la probabilité de l’événement: £ (s) présente r sauts 
sur [0, t]. Soit p, (t) cette probabilité. On a (exactement comme pour 
la majoration de p, (t)) 


T 


Pr(t)= lim » [ P{(,)—-E(4,,)2 0 x 


x. [T  P{E(4)—E (#54) =0}, 
ki ir 


1» 


O=to<h <<... Lt =t. 
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Donc 
n 
pr(t)= lim |] P{E(4)—E (tx) =0} x 
An-0 k=1 


: 
[I PEG)—-E(R,) #0) 
1Lh<. . .<ir<n j=1 J j-1 
(on s’est servi de la relation P{E (t,) — &E (f:-1) = 0} — 1 uniformé- 
ment en *À pour À, —Ü), 


[l PE()—E (4) =0=n(=PH>D>0. 


lim 
An—0 k=— 
D'autre part, 


D IIPEG)-EG,,)#0)— 


1<i<. . LirEN j=1 


= (D PHE()—E (4) 2 0}) + 


R=1 


+ O(max P {8 (4) —E (414) 0} ( D PE (x) —E (ts) 54 0})7 4. 


R=1 


On a vu plus haut que 


pete =exp {— lim D PE (4) —E (4-07 0}. 


Si 

À (é) = —În Po (&), 
alors 

pr (1) = 6-10 
et 


S'p,.(t)= > FO 6-10 1. 


r=0 r=0 


Ceci est la probabilité que le processus & (s) admet un nombre fini 
de sauts sur [0, #]. 


DS 


CoroLLaIRE. Si É(s) est un processus discontinu à accroissements 
indépendants, alors v (t), son nombre de sauts sur [0, t], est un processus 


21* 
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poissonien stochastiquement continu à accroissements indépendants 
Ah (Et) 
P{(=n = eu, 


où À (t) = Ev (t) est une fonction continue. 
Soit t, la quantité introduite dans la démonstration du théorè- 
me 1. Soient 


D (ds, À) — P{t € ds, & (t1) — É (0) E À} 
la répartition conjointe de T, et Ë (t,;) — & (0), x (s, À) la réparti- 
tion conditionnelle de Ë (t,) — £ (0) sachant que t, = s: 


\ mn (s, A) P{T, € ds} — 


FT 2 p{u € la, BI, E (re) — E (0) € 4) = 
— P{E (u) — & (0), u La, E (rt) — E (a) € À, 7% < f}, 
où T* = infls> a: E (s) — E (x) -£ 0]. Comme 
P {tn <s} = 1 — exp{—À (s)}, 
la dernière égalité s'écrit : 


n(s, A)e-SdA(s)=e OP {E (T4) —E(a)E À, T* <}, 


P{É(T)—E(a)E À, 1 <$}— | a (s, 4) e-PST AGIR (s). 


aA<s<P 

Cette formule permet de déterminer la fonction caractéristique d’un 
processus à accroissements indépendants. On remarquera que pour 
A 1 
Eeite. 8B)-EQ) EX og + 

+ Eee EP ÉCGDE vco)= 13 + O (P VB) —v(a) > 1}). 
Or, si V(B)—v(æx)—1, on a E(B)—E(a)—E(Tt) —E(a) et T2 <$. 
Donc 

= {HE feit, GE) 1] yuocg) - 
+O(P{(B)—v(a>1)=1+ À fit 1)x(s, da) x 
a<s<P 


x eT-AGNIAR (s) + O (IX (B) — À (æ)]2) — 
—exp{ | [(t®—1)a(s, dx) di(s)+0 (18 (B)—2 (01) 


ASE 
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Par suite, pour u = to hi <<... ty = 
Eexp{i(z, E(t)—E(u))}= 


= exp { 2 | | (ee *)—{)n(s, dx) dX(s) + 
R=1 1 <t<ty 
+OÛ D IA (GR) — A (IE) à. 
k=1 
En passant à la limite pour max (f; — {,_,) —0 on a le 


THiorèME 2. Si Ë (t) est un processus discontinu à accroissements 
indépendants, son accroissement E (t) — E (u) (u << t) admet la fonction 
caractéristique : 

t 


Eexp{i(z, E(t)—E(u))}=exp { {| f( et») —1) x, (dx) da (s)}, (1) 


u Him 


où es) = P{r, > s} est la répartition de l'instant de premier saut 
et x, (A), la répartition conditionnelle du premier saut sachant qu’il 
s'est produit à l'instant s. 


REMARQUE. De ({)il suit que la fonction caractéristique & (4) — 
— £ (0) s'écrit 
exp{ | (e@.%—1)11, (d2)}, (2) 
VA 
t 
où Il, (4) — | ns (A) dà (s) est une mesure finie sur 4%”. Montrons 


Ô 
que cette condition est suffisante pour que le processus soit disconti- 
nu. En effet, si £ admet une répartition indéfiniment divisible, de 


fonction caractéristique 


en (#9 exp {TI «x | cé D Qu) } = 


I (447) 


: In (am dim _. 
= D AT en 2 ( (2ÿ°, 
n=0 


1 . 
PC) = | PT) 


V 
elle admettra la même répartition que >, n,, où n, sont indépendants 
fn 


et de fonction caractéristique œ (z), et v possède une répartition de 
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Poisson de paramètre II (Z”). Donc 


P{HEZÆO0 LP {vs 0<1—e-n (A7), 
Donc si & (t) — E (0) possède la fonction caractéristique (2), alors 


P {E (x) —E (n1) Æ OP 
<1—exp{—IU, (4) + (2) KI, (2) I, (A). 


D'où la condition du théorème 1. 

Soit maintenant E ({) processus discontinu homogène (cf. cha- 
pitre I, $ 3). Le processus v (t) sera visiblement homogène. Donc la 
fonction À (£) est de la forme Àt, où À est une constante. De (1) il 
résulte que 


Eexp{i(z, E(t+h)—E(t))} = 


t+h 
— py 12; %).2 : — 
exp {2 | (e 1) x, (dx) ds} 
= OXp { | (ei G x) — 1) x,44 (dx) ds} 
0 am 


et la dernière expression ne doit pas dépendre de {. D'où il suit que 
xs (À) ne dépend pas de s. Par suite & (t,) — E (0) et +, sont indé- 
pendants. 


THéORÈME 3. Si E(t) (E (0) — 0) est un processus homogène 
discontinu à accroissements indépendants, le processus ËE, (t) — 
= E (t + 1) — E (t,) est aussi un processus homogène à accroissements 
indépendants ne dépendant pas de 7, et n1 = & (ti). 

Démonstration. Soit Os  ... Sp, Z9s 21, - +. 

..…, ZE BT. On a 


Ee-inti Gonoexp {à J'(2, E(s;+n)—E(m))} = 
k 
= lim E exp{ — ri) Hi(z, NP) HIS (z,, E (s5-+ T0) —E (r0)) }, 
h— j=1 
(3) 


où TU —nh si E(Zh)—0 pour Z—=1,..., n—1, E(nh) 0. 
D'autre part 


k 
E exp{ — ATH 5 (20, nf) + à à (z,, E (554700) —E (r0)) } — 


— à E exp { — Anh +i(z, E (nh)) + 


$ 2] PROCESSUS DISCONTINU À ACCROISSEMENTS INDÉPENDANTS 327 


R 


+i à (25, E(s5+nh)—E£(nh)) } Xe =nh) = 
R 00 
—Eexp{i Da E(s5))} D Eexp{— Anh + 
+ i(20, É(mh))} Xiti nny = 


— Ee-M0)+i (20 E (RhDE exp {:> 21 (sr E(s;)) : 


Donc, en passant à la limite dans le second membre Fi dé on trouve 


k 
Ee "ti Go m1) exp {i à (z;, E(s;+ Ta) —E(t))} = 


Rk 
Le Fe-Atiti (2o, n)E exp { l > (z;, Ë (s;)) } . EN 
j=1 


COROLLAIRE. Soient n1, M2, . . . les sauts consécutifs du processus 
E (£), Ts To, - . . les intervalles séparant les instants de ces sauts; 
toutes ces variables aléatoires sont indépendantes dans leur ensemble. 
En effet, no, M3; - + +, Tos T3, - . . étant entièrement déterminés 


par le processus E, (t), les variables n, et t, ne dépendent pas d’eux 
et de plus sont mutuellement indépendantes. 

Comme Ë, (t) s'exprime de façon analogue en fonction de ", 
M3 +. Toy Ts, - . ., les variables n, et T, sont indépendantes et 
ne dépendent pas de Na, Se de . En envisageant de proche en 
proche les processus 6, (£) — +. (t Se Tn) — En-1 (Tr), on s'assure 
que les n variables n, et T, sont indépendantes et ne dépendent pas 
de Mn+1 Tn+is - - 

Soit v ({) le nombre de sauts du processus Ë (s) sur l'intervalle 
[0, él. Comme 


m m+i 0 
v)=m si Ditmu<t< À T2 —=0), 

1 1 1 
le processus v (f) s'exprime en fonction de t,, # = 1, ..., et par 
suite ne dépend pas de ny, À = 1, ... 

Donc 
v (t) 

Ê (t) = à M2 ; (4) 

OÙ N1, + - +, 4 est une suite de variables indépendantes équi-réparties 


et v (t) un processus poissonien homogène ne dépendant pas d'elles. 
Le processus (4) est dit processus poissonien général. 

Etudions la répartition de certaines caractéristiques d’un tel 
processus dans Z!. Soient a paramètre d’un processus poissonien, 
®D (x) fonction de répartition des variables n,. Trouvons la fonction 
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de répartition du maximum du processus sur un intervalle fini. Soit 
Q(t, x)=P {sup E(s) < x}. 
L'indépendance de 7,, n.et du processus &, ({) nous permet d'écrire 
pour æ > 0 
QU 2)=P{u> + {sup E( <a, <= 


_P{u>9+ Ptit mer, ep h()<e—n)= 


O<s<t—T; 


t x 
=e-at+ | | P{tiEdu, mn Edy}P{ sup E(s)<rz—y}— 
o O<s<t—u 


— CO 


x 


t 
= et + | eau qu | dD(y)Q({—u, z—y). 
0 


— 00 


Pour z<0 Q(t, x) —0. Donc en posant 


le-MQ(s, x) dt=q(à, 2), 
0 
on trouve 
1 a 
a, = + | aG 21) 4 (y) (5) 


(g (À, x) = O0 pour x < 0). La relation (5) est vraie pour tous les 
x >> 0. Donc si l’on pose 


1 pour zx > 0, 
E (x) = 
O0 pour x<0, 
on peut mettre (5) sous la forme 
= (as) | a, 2—pale(w)— 0 (|. (6) 
Nous allons montrer comment on peut résoudre l’équation 
g(a)=e(a) | anale 0), (7) 


g(x)=0, x<O, 


où g (x) est une fonction bornée, g (x) — 0 pour x < 0. Soit v, (t) 
une fonction à variation bornée telle que v, (t) = v, (0) pour t> 0. 
De (7) il suit 


\ g(xz—t) dv; (t) = 
= fe(e—0 | ate—t-y) ae) D (| de (t). 
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Six > 0, on peut substituer & (x) à & (x — t) dans le second membre, 
puisque l’intégration est effectuée sur les seuls { négatifs. Donc: 


e (æ) | 8(z—0 di (D = 
=e(r) | fat-t-na[eu)- 6 (6 ] (0 
=e (2) | av) du), 
où la fonction à variation bornée v, (y) est définie par 


(= | n@—-nd[e(- 5 (|. (8) 
Soit maintenant v,(y) tel que v,(y)—0 pour y<0. On a 


(a) À a (av) de (n)= | a (z—y) des (y), 


puisque pour æ<0 


O0 


Late y) do (= | a(e— 1) dos (y) = 0. 
() 


Donc, dans le cas où existent des fonctions v, (x) et v, (x) possédant. 
les propriétés indiquées, on déduit de (7) 


(a) À g(a—y)d(y)= | a(x—y) dy. (9) 


La dernière équation en q est une équation de convolution soluble: 
par la transformation de Fourier. La méthode de résolution de l’équa- 
tion (7) (appelée équation de convolution sur le demi-axe) proposée 
ici est due à N. Wiener. 

Voyons comment on trouve des fonctions v, (x) et v, (x) possédant 


les propriétés requises. Posons 
Ua (2) = | eizx du, (x), Œ(z) — | ei? dO (x). 
En appliquant la transformation de Fourier à (8), on obtient 
Pa (2) = 0 (2) [1-5 PC) |. (10) 
Mais 


1 p(z)=exp {in (1——o())}= 
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On a p” (2) — je d®, (x), où ®, (x) est fonction de répartition de 


oo +0 
m)=exp{) (5) | dx db,(n}, (49) 
n=1 — 00 
D @=exp {3 + (5) ) | ex d®, (x)}. (12) 
n=i +0 


La relation (10) est réalisée. Soit 


Alors 


vi(2)=1 LS |] eizx dH_ (| = 
h=1 


8 


. | eizx d | & (x) +Y — HÈ (x) | | 


où HV (z)=H_(x), HŸ (x) = | H%-0 (x—y)dH_(y). Il est ma- 
nifeste que la fonction 


a (84 T % AT (a) 


est à variation bornée et que v, (x) = v, (0) pour x > 0. De façon 
analogue on s’assure que 


A = [eafe(r)+ > CLHP (| 
k=1 


0, z<0, 
TUE 1 {a \r ; 


où 


> (25) @4@-0,0], +>0 
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HD (o)=Hi(x, HP (a)= | HËV (x— y) dH, (y). 


e 


La fonction 


00 -. 
v(a)=e()+ D HP (à) 
k=1 
est également à variation bornée et v, (x) = 0 pour x < 0. 
Déterminons maintenant la fonction q (4, x). De (6), (7) et (9) 
il résulte que 


(2) | du (= | a@, 2 y) æ (y. (13) 


Le premier membre étant confondu avec . Le pour æ>>0, (13) 


équivaut à 
0 
er 0 = LIU t— y) dus (y). 
La transformation de Fourier donne 


0 — : 
Eu: 5, (2) | eizx da (À, &). 


Comme v, (0) = v4 (+ 00) =v: (0), 


on trouve s 
jee, 90e (5 À (er) 
00 +0 O0 
= exp p) _ =) CS d®, (x) »E eizx dD, (x) —1 |} : 


Et en définitive 


| 1 S 1 nf, 
feidg(, s)=pexp{S (5) D—140, (2). (12) 
n=1 0 
La représentation (4) nous permet d'écrire 


P {é (4) < z}=e(x) + > CO e-a@p, (x). (15) 
n= 1 
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On remarquera maintenant que 


O0 


{ a n ne ee 
(x) = eat dt. 
0 


Donc, en notant F,(x) = P{E(t)<zx}, on aura (puisque 


— > | eh PE gui À (eiz* — 1) d®,, (x) dt — 
0 0 


n=1 
_ S _ En ) [ (eizx — 1) dD, (x). 
n=1 0 


On peut donc exprimer le second membre de (14) directement en 
fonction de la répartition de Ë (4). 


THéorëme 4. Soit E (t) un processus poissonien général, F;, (x) — 
— P{E (f) zx}. La fonction 


a, 2)= | | e-hi+izx gP {sup E(s) < x} dt 
Ô s<i 


admet alors la représentation 


ht 2. 


q (A, 2) =—+ exp EE | (ei —1)4r, (x) dt}. (16) 
0 


COROLLAIRE. Pour que 
P {sup E(t)<+oo}i=—1, 
1>0 


il est nécessaire et suffisant que 


ST 8 


TL P{E (4) > 0} dé < 00. (47) 


$ 2] PROCESSUS DISCONTINU À ACCROISSEMENTS INDÉPENDANTS 333 


Si cette condition est réalisée, la répartition de la variable E, — 
— sup  E (t) est définie par la fonction caractéristique : 


t>0 
Eeiit = exp {| _ | (eirs—1)dF, (x). (18) 
0 
En effet, | 


P{SupE()<+oœ)=P {sup D m= +0}. 
t>0 n  k=1 


Le théorème 2, $ 1, dit que la dernière probabilité est égale à 1 si 
et seulement si 


OO 


D —(1—®D, (0)) < ce. 
n=1 
La relation (15) nous montre que 


OO 


DE, (0)) — tr (0)) dé. 
n=1 


0 


La formule (18) se déduit de (16) par un passage à la limite dont la 
légitimité résulte de la finitude de la mesure 


(4 | dF(x) dt 
0 A 


sur [0, œf, laquelle découle de (17). 
Soit x > 0. Posons 


T'=inffi: Ex], v;—E(t" +0) —E(x*); 


1" est l'instant de premier saut du niveau x, y, la valeur du premier 


saut du niveau x. Si sup ËE(s) < x, on pose T° — + wo: dans 
S< 00 
ce cas y, n’est pas défini. 


Cherchons la répartition conjointe de t* et y,. Désignons 
NE, y, z)=P{<E Zu}. 


_ toute évidence, si M > x, T° = Ti, Va = M1 — 2. Si M  L&, 
alors 


x __©x—Er _ 
TT + Ti, Yx — Vx-E1) 


où t?, y, sont respectivement l'instant et la valeur du saut du pro- 
cessus 6, (1) — Ë (4 + t,) — E (t,). Le processus E, ({) étant indé- 
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pendant de t, et n,, on obtient l'équation suivante: 
N'y, x)=P{u <t}P{m2z+uy)+ 
t x 
+ | | ae SN(t—s, y, x—u)dD(u) ds. (19) 
O0 —o 
Soit 


n (À, y; x) = | eh diN (#, UE T). 
0 


En appliquant la transformation de Laplace à (19) on trouve 


X 


n (A, y, =D (c++ | RO y, zu) d® (u) 


Etudions cette équation pour y fixe. On admettra que n (À, y, x) = 
— 0 pour x 0. Cette équation s'écrit alors 


O0 


= £ (x) | n(À, y, z—u)d|e(u) 


— 00 


Ê (21) 


C’est une équation de la forme (7). Donc elle est justiciable de la 
relation (9): 
e(æ) [e D (æ—u + y)] ds (u)= 

— | n(À, y, z—u) du, (u). 


En multipliant par e"#* et en intégrant sur x de O0 à œ, on trouve 


E (x — UT [1—D(z—u+y)]le-b* du, (u) dx = 


D 8 


= e-uu dv, (u) | n(À, y, t)e-W* dr. 
0 () 


De (12) il résulte que 


[eu dv, (u) = exp {— > _ (= 
0 n=i 


) [ e-uu do, (u)} | 
0 
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Donc 


OO 


| n(À, y, t)e-W* dx —=exp [5 _ = )” [ e-w a®, (u)} X 
0 n=1 0 


OO OO 


x | eux | D (au +y)] dus (u) dr. 
0 0 
Le fait que la transformée de Laplace du produit de convolution de 
deux fonctions est égale au produit des transformées de Laplace, 
et l'égalité 


OO 


exp {2 + + | | (e-uu 1) do, (u)} = À | eva (à, &), 


qui découle de (14), donnent 
n(À, y, æ)—=À\exp (> — (=) d®, (u)} X 


x [| ut-D(—r—u+ y) (u) da, 3. (22) 


Supposons que g_(À, x) se tire de l’équation 


0 
| ei dg- (à, à) 2) = Len(3 À 5) | (e*—1) D, (x)}. (23) 


On s’assure néliaianent en envisageant le processus —Ë ({) que 
g- (À, z)= | e-MP {inf E(s) << x} dt. (24) 
0 s<t 


En vertu de (11) la fonction g_ (À, x) s'exprime en fonction de v, (x) 
comme suit : 


œo 0 
A, a=pexp{— D +(5)" [ab (a)}o (a). 
n=1 — 00 


En portant dans (22) l’expression de v, (x) en fonction de q-_ (4, x) 
et compte tenu de 


ap(S 2 (8) } en (in (1 8} 2 
n=1 pes 


on trouve finalement 


n (A, y, &)= ha | [1—D(x+y—u—2)]dg- (à, 2) dg(, u). (25) 
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Inversons (25) en utilisant encore le fait que le produit de trans- 
formées de Laplace est la transformée de Laplace d'un produit de 
convolution. À remarquer que 


= — | Q- (t, æ)de-M— 
0 


— Q_(0, x) +| Q_(t, zhe-Mdt—e(x) + | e-Md;Q_(t, x), 
0 0 


où 


Q_(t, x)=P {inf E(s) < x}. 


Donc | hg- (À, z—u)dq(}, u) est la transformée de Laplace de la 
fonction 


1 
Q(£,z) + | | Q_(t—s, z—u)d,d,Q(s, u). 
0 


Par suite 


Ney, a=alt—-D(x+y-2)d0Q(E, 2+ 


a | (1—D(z+y—21d, | | Q-(G—5,2—u)dudO(s, u). (26) 


0 


$ 3. Processus continus. Processus wienérien 


Dans ce paragraphe on se propose d’étudier un processus continu 
à accroissements indépendants E ({), défini sur un intervalle [0, 7] 
et à valeurs dans #”. On montrera que les accroissements du pro- 
cessus admettent des répartitions gaussiennes. Appelons £4 (4%) 
l’ensemble des opérateurs symétriques linéaires non négatifs de .%". 


THéorÈME 1. Îl existe des fonctions continues a (t) et B (1) 
à valeurs dans "et £, (BR) respectivement (B (t) ne décroît pas, 
B(t)—-B,(t)E£.: (7) pour t, <t,) telles que la fonction 
caractéristique de l'accroissement E (t,) — E (1,) (t, tt.) est de la 
forme 


Eexp{i(z, E(ée) —E(t:))} — 
— EXP {i (z, a(t>)—a ())——+ (LB (42) — B (t:)] z, z)}. (1) 


Démonstration. Pour établir (1) il suffit de prouver 
que Ë (t,) — E (t,) admet une répartition normale. On suppose que 
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E (0) = 0, t, = O et que le processus prend ses valeurs dans .Z! 
(au lieu de E ({) on peut considérer le processus (£ (4), z)). Prenons 
une suite de subdivisions 0 = t,9 <<... <tyn = t telle que 
Max ({ng — {n.k_-1) —> 0. La continuité du processus implique 

k 


lim 2 P{IE (Ex) —E(nns)l > €} = 0 (2) 


(cf. théorème 4, chapitre IV, $ 5). De (2) il découle qu’existe une 
suite Een | O telle que 


us 2 P {IE (énn)— En r-1)I> En} = 0. (3) 
Posons 
E rss si É(énn)—E(tn nl Len 
0 si JÉ(£n)— Elu na)l > En 
Alors 


P{EH AD En) < D PU (nn) —8 (nn) > En} 


n 
et par suite D E,, converge stochastiquement vers É (t). 
= 1 


Le théorème limite central dit que 
n ñn n 
A NT / NT 
( > Enr —E 2) Enx)/ Var > Cu 
R—1 R=1 R=1 
admet une répartition normale limite non dégénérée pourvu que 


lim Var > Enn > 0. Alors 
ARE R=1 


(E (t) —E > Enx)/Var > ee 
R=1 RkR=1 


admettra une répartition normale limite non dégénérée, ce qui n’est 
possible que si £ (t) possède une répartition normale. Si pour une 
suite 71, 


nr 


lim Var D En — 0, 


T — 00 kR= 


alors 


> En, —E à En, —> 0 
RkR=1 k=1 


22—0398 
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stochastiquement, et 


Rp 


E()—E 2 En k — 0 


=1 

stochastiquement, ce qui n’a lieu que si & (ft) est presque sûrement 
constant. Æ 

Si € ({) est un processus continu homogène, il existe a € 4 
et BEL, (47) tels que les fonctions a (t) et B (t) de la formule 
(1) sont de la forme 

| a (t) = ta, B(t) = tB. 
Un processus homogène w (t) tel que a = 0, B — I (I est l’opérateur 
unitaire) est dit wienérien. Si Bl/? désigne la racine carrée (non 
négative) de l’opérateur non négatif B, alors le processus 
E(t)= ta + B'*w (+), 


où w (t) est un processus wienérien, sera processus gaussien homogène 
à accroissements indépendants et tel que 


Eexp{i(z, &(t))}=exp {: (z, a)—— t (Bz, z)} 


Si la fonction PB (t) est dérivable, on peut exprimer un processus 
de fonction caractéristique (1) au moyen d’un processus wienérien. 
Pour cela nous aurons besoin d’intégrales stochastiques par rapport 
au processus wienérien de la forme 


T 
| ZE) dv, (4) 
0 


où Z (t) est une fonction opérationnelle (non aléatoire). Choisissons 
dans Z” une base orthonormée {e,, ..., e,}. Posons w, (t) — 
— (e,, w (t)). Comme 


E exp {i S Mur (9 }=E exp {i ( S Mer, w(#))}= 
R=1 k=1 


— exp {—+5 ( Ze. > Men ) } = exp { +2 13} 


les processus w, (t) sont des processus wienériens à une dimension 
mutuellement indépendants. Chacun d’eux est visiblement à accrois- 
sements orthogonaux : pour é, to t3 
E (wx (ts) — w4 (é2)) (we (te) — we (t)) = 

= E (wx (ts) — wn (t2)) E (we (te) — wx (t1)) = 0, 
et de plus 

E law, (t) — w, (4) P = te — ti. 
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Les intégrales 
T 


À À (5) dun (s) 
0 


sont définies pour tous les f € Z, [0, TI] (cf. chapitre V, $ 3). 
L'intégrale (4) se détermine au moyen de l’expression 


| Z() du ( dw (t => (> | ee ej» ex) duo (t)) ex. (5) 


0 k=1 Jj=1 


Cette intégrale est définie pour toutes les fonctions opérationnelles 
mesurables Z (t) telles que 


T 
| Trz(@2* () dt < ©, 
0 


Z* est le conjugué de Z, Tr ZZ* la trace de l’opérateur ZZ*. 
L'indépendance des processus w; ({) et (5) montrent que 
T 
E | Z (t)dw(t)=0, 


0 


Le SES ne ne em” 


T T (6) 
E (| Zi (t) dw (t), Za (+) du (t)) = [Tr ZA (6) Z# (0) de, 
0 0 0 
E([ Zi d0(e, 2 = { CAOPACEEE 0 
0 0 


A noter que l'intégrale (5) possède une répartition gaussienne (puis- 
que elle est limite d'’intégrales de fonctions simples s'exprimant 
linéairement en fonction des accroissements d’un processus wienérien 
et admettant donc une répartition gaussienne). 


Soit maintenant C'(é) — TB &)" . Le processus 


EG) =a (+ | C(s) dw(s) 
0 


est gaussien ; en vertu de (6) et (7) on a 


E E(t) = a (6), 
EE(&—a(, =E (| C(dw(s, :) = 
0 


22% 
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=[((hr0)" (80) 2)a= 
0 


t 
| (2 B (s)2, z)=(B(t)z, 2) —(B(0)z, 2). 
0 


Donc l’accroissement du processus Ë (t) possède la fonction caracté- 
ristique (1). 

À noter qu'il est toujours possible d’exhiber une fonction À (f) 
strictement croissante telle que B (ft) soit absolument continue 
en À (é). Pour une telle fonction on peut par exemple prendre À (t) — 
= {+ Tr {B (t) — B (0)]. Comme l'opérateur non négatif B est 
tel que || B || < Tr B, pour t, Lt, on a 


I B (2) — BG) < TriB (6) — BG) < À (é:) — 2 (ü). (8) 


Si à présent la fonction œ ({) est l’inverse de À (£): À (œ (t)) = t, 
alors la fonction caractéristique de l’accroissement du processus 


Ë (4) = E (p (0) est: 
Eexp{i(z, 6 (t)—£Ë(t))}— 

— EXP {i (z, a(t)—a (t;)) + ((B (4) — B (41) z, 2)} 
où at) = a(p{t)), B (t) — B ((t)), et de plus en vertu de (8) 


LB (2) — À (LA (p (fa) — À (p (41)) = #2 — ta, 


i.e. B (t) est absolument continu. Comme E (4) — Ë (à (t)), on peut 
affirmer que tout processus continu à accroissements indépendants 
est susceptible d’être déduit à partir de la somme d’une fonction 
continue non aléatoire et d’une intégrale stochastique de la forme (5) 
par un changement de temps continu monotone (non aléatoire). 

Le processus wienérien s'appelle également processus du mouve- 
ment brownien. Ceci pour la raison suivante. Etudions le mouvement 
d'une particule assez petite dans un liquide, sous l'influence des 
chocs avec les molécules du liquide en agitation thermique. En physi- 
que ce phénomène porte le nom de « mouvement brownien ». 

On conviendra dans l’étude probabiliste de ce phénomène que 
les vitesses des molécules heurtées par la particule sont aléatoires 
et que dans un liquide homogène la répartition de la vitesse ne dépend 
pas de la position de la molécule (mais seulement de la température 
qui, elle, est partout la même). Si l’on admet ensuite que les vitesses 
des molécules sont indépendantes entre elles et que l’on néglige 
l’inertie de la particule, le déplacement de la particule d’un point 
à un autre, pendant un certain intervalle de temps, ne dépendra pas 
de la position de la particule et de son mouvement passé. Donc le 
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2 


processus Ë (t) qui décrit la position de la particule dans .Z* à 
l'instant { sera un processus à accroissements indépendants. D'autre 
part, des considérations d'ordre physique font ressortir manifestement 
que ce processus sera continu et homogène dans le temps si l’état 
physique du liquide ne varie pas. Or tout processus homogène conti- 
nu à accroissements indépendants est gaussien. On supposera qu’à 
l'instant initial la particule se trouve à l’origine des coordonnées, 
i.e. Eë (0) — 0. Soient EË (it) = a (t), Var (£ (#), z) = (Bz, 2), a (t) 
vecteur de .% %, 7 opérateur symétrique dans 4 *. Dans le cas d’un 
liquide homogène au repos, le processus doit être isotrope (car la 
répartition des projections de la vitesse des molécules du liquide 
sur une direction quelconque ne dépend pas de cette direction), 
i.e. (a, z) et (Bz, z) ne doivent pas dépendre de z pour |z | = 1, 
Ceci n’est possible que si (a, z) — 0, (Bz, z) = c (z, z). Ainsi les 
considérations les plus générales nous ont conduits au processus du 
mouvement brownien défini plus haut. 
Etudions en détail le processus wienérien à une dimension. 


Soit a=Æ0 un nombre. Appelons 7T, un instant tel que 
> (t) : 
AU <1 pour {<T, et sup AU >1 Vô=—0. Si AU) <1 
a TT, +6 5 
pour tous les ?{, on admettra que t, = + oo. L'instant t, sera dit 


instant de première intersection du niveau a par le processus w (t). 


Soit maintenant Tt, un instant tel que 20 <1 pour L<T To, 


w (ta) — a. L’instant T sera appelé instant de premier accès du 
processus w(t) au niveau a. De toute évidence T,<T,. On a le 


LENME 1. P{tr = T,}= 1. 

Démonstration. Le processus w ({) étant symétrique 
(car —w (t) a les mêmes répartitions), on admet que a >> 0. L’événe- 
ment {T% << T,} implique l’un au moins des événements 


{max: D(S)=ah TT, 24 m2) sas Fm. 
<< 


Donc la démonstration du lemme passe par celle de 


P {max w(s)—=a}—0 


0<s<t 
pour a>0 et Vi; il est immédiat que pour {,<<t 
P{ max w(s)—a}<P {max w(s)=a}+ 


0<Ls<t 0<s<t; 


+ | P {w (t:1)E dx} OA x}. 


342 PROCESSUS À ACCROISSEMENTS INDÉPENDANTS [CH. VI 


Or P{ max w(s)—w(t;) 2} est non nul pour un nombre au plus 
LS 
dénombrable de z, i.e. P{ max w(s)—w(t;)—a—x}=0 pour pres- 
h Est 


que tous les x (pär rapport à la mesure de Lebesgue). Par suite 


a 


| P{w(t;)E dx} P{ max w(s)—w(t;)—a—x}=— 
— 00 SL 

= — En 

V 2rt L 1, <s<t , 


puisque la fonction à intégrer est nulle presque partout. Donc 


P{ max w(s)—=a}<P { max w(s)—a}, 
0Ss<t 0Ss<t; 


i.e. P{ max w(s)—a} ne décroît pas pour {| 0 et en même temps 
0Ls<t 


la continuité de w(t) entraîne que P{ max w(s)>e} 0 avec # 


0Ls<t 


pour e>>0. Donc 
P { max w(s)—a}<lim P { max w(s) >+}=0. E 
t140 


0Ss<t 0Ss<t 
Ce lemme nous permettra dans la suite de ne pas faire de distinc- 
tion entre l’instant de premier accès et l'instant de première inter- 
section du niveau a. Nous noterons %, ces deux instants. 
Pour étudier certaines caractéristiques du processus w ({) nous 
aurons besoin du lemme suivant. 


LEMME 2. Soient w (t) un processus du mouvement brownien, 
a = 0, T, l'instant de première intersection du niveau a par w (t), 
w, (t) un processus tel que w, (t) = w (t) pour t< 7, et w, (t) = 
— 2a — w (t) pour t > —,. Le processus w, (t) est également wienérien. 
Démonstration. Posons 


Co ho 
war = w (=) w ( n ke 


um) (= D Wne, 


R<nt 
E 
ur) (£) = D (—1)  wmn, 
RAR 
où €,# est égal à O ou 1 selon que sup ——— est < 1 ou 


J<k—1 
> 1. On remarquera que les quantités (—1})£r* w,, sont indépendantes 
et équiréparties pour # = 1, 2, ... et que leurs répartitions sont 
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confondues avec celles des w,2, Car w,r et —w,, sont équiréparties 
et les u»x, ne dépendent pas de E&px, Wnys + « «+, Wn, r-1. Donc 
whn (—1)°rk admettent une répartition normale d'espérance mathé- 
matique nulle et de variance 1/n. Par suite, les répartitions finidi- 
mensionnelles des processus w° (f) et w‘° (t) sont confondues. La 
démonstration de ce lemme résulte de ce que uw (£) —w (ft), 
w® (£) — w, (t) presque sûrement, puisque le processus du mouve- 
ment brownien est continu. 

Appliquons le lemme démontré à la recherche des caractéris- 
tiques suivantes du processus: max w(f), min w(t), max [w(t)|. 

0SIST OST OSIET 


TH6ORÈME 2. Pour a > 0 


P{ max w()>a, w(T)Elc, d]} = 


LIST 


; d\,a x2 (2a—-c)\Va x2 
= — TT dx + —— e ?T dx (9) 
7 À 
Y 2aT ave V 2aT Dee 


où a \ b=max{a, D]. 
Démonstration. Utilisons la relation 


P{maxw(4)>a, w(T)Elc, dj}=P{w(T)elce, djN la, œ[}+ 


O<I<T 


+P{ max w(t)>a, w(T)Elc, dJfA]—o, a]} 

0 LIST 
(qui est vraie puisque l'événement {w(T)Elc, d\f\la, of} impli- 
que l'événement { max w(t)> a}). Maintenant nous allons chercher 


ai 


la probabilité 
P{ max w(t)>a, w(T)Elc, d\A]l—o, a]} 
0SIET 


Soit w,(i) un processus défini comme celui du lemme 2. L'’événe- 


ment { max w(t)>a, w(T)E[c, dJA]—o, a]} coïncide avec l’é- 
0LIST 
vénement { max wi(t)>a, w(T)E[2a—d, 2a—c]fN[a, œ[}. Or, 
<t<T 
l'événement {w, (T)E[2a—d, 2a—c]Nfa, œ[} implique l’événe- 
ment { max w,(t)=>a}, donc 


<Ii<T 


{ max w,(t)Za, w,(T)E[Z2a—d, 2a—c]ANfa, œ[}= 
OLIET 
—={w,(T)E[2a—d, 2a—c]f[a, œf}. 


Par suite, en vertu du lemme 2 
P{max w(t)>a, w(T)Elc, d\f]l—, a]} — 
OSIST 
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Â — 
— 2T 
= e dx. (10) 
(2a-d)\Va 
D'autre part, 
d\a x +2 
P{w(T)Elce, difla, œ[}= : 7° Ts. (11) 


(10) et (11) achèvent la démonstration du théorème. 


COROLLAIRE. Pour a >0 


Ne de 2T 
Var e dx. 
Ceci découle du théorème (2) si [c, dJ—]—o, œf. 
THÉOREÈME 3. Soient a, LO< a, et [c, dJ = [a, a]. Alors 
P{ min w(tf)> a, a DURS w(T)Elfc, d]} = 
0< 


OST 
à > re r + % (aa) — 


ie 2k (a2—a)}°} | dx. (12) 


Démonstration. Appelons Yf” l'événement: le proces- 
sus w (t) coupe le niveau a; avant le niveau a; (j = à, i, j — 1, 2) 
sur l'intervalle [0, 7] et puis au moins k fois l’intervalle [a,, al 
(on admet que la fonction x (ft) coupe k fois l’intervalle [a,, a.) si la 
fonction sgn (x (ft) — a,) + sgn (x (ft) — a,) change k fois de signe) 
et w(T)E lc, dl. La probabilité cherchée se note: 


P{w(T)Elc, dj —P}—-P{A}- 
Pour calculer P {%{(} il faut connaître 


PAUL }+ P{AP1}= PLUS UURR}) (si, à, j=1, 2). 


Il est aisé de voir que l'événement YA | AK: traduit le fait 


qu'avant l'instant 7 le processus w (t) coupe le niveau a; (pas forcé- 
ment avant de couper a;), ensuite l’intervalle [a,, a,] au moins k 
fois et tombe dans l'intervalle [c, d}] pour t{ — T. Soient tv, l'instant 
de première intersection du niveau a;, t, l’instant de première inter- 
section de a; après l'instant T,, 7, l’instant de première intersection 
de a; après T., etc. Posons 


w (t) pour É<TT:, 
res 2w(ti)—w(t) pour 1>T4, 


P{ max w(t) > a}= 
0SIST 
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Wu (t) pour É<TT, 
ve (D= | 2w(t)—uwi(t) pour 1>%, 
Wo (t) pour É<T3, 
73 o={ 2Wo (T3) — Wa (t) pour 273, etc. 


On remarquera que les processus w, (t) seront de mouvement brow- 
nien, car 1, est l’instant de première intersection du niveau 


a; + (ll — 1) (a; — a;j) 
par le processus w_, (t). Si l'événement YA | YŸ)1 a lieu, le 
processus Wz+1 (t) (t-<L T) coupe successivement les niveaux 
dj, A; + (a; — ai), . .., a; + k (a; — a;) 
à l’instant 7 tombe dans l'intervalle [c,, d;], où 
c=c+(k+1)(a;—a;), 
di = d+(k+1)(a;—a;) 
Cr = 24; —d+k(a;—a;), 
dy = 24; —c+k(a; —a;) 
Si d'autre part w,+, (t) vérifie les conditions énumérées, l’événe- 


ment AL 19, a lieu. Comme w,, (t) est un processus continu 
nul pour & — 0, pour qu’il tombe dans l'intervalle [c;, d;] il suffit 
qu’il coupe successivement les niveaux a; + L (a; — a;j), L = 0, 

, k. Donc 


P {ak U AK? 4 = P {wr1(T)Elcr, dl} = P{w(T)Elc:, dal}. 
Le processus w (t) étant continu, il coupera presque sûrement 


l'intervalle [a,, a,l un nombre fini de fois et par suite P{afr — 0 
pour # — co. En passant à la limite pour nr — © dans 


P{N0}+ PAU = (— 1 IP {Anti} + P (Unt1}l + 


l pour À impair; 


| pour k pair. 


+ CP PP + P ÉD + PQ), 


on trouve 
co 2 
PAS} + PAU }= D (— 1} D (PLAT) + P {AE :1)) — 
k=0 i=1 
00 2a1—c+2k(a2o—a1) ; 
“A 
=D |  exp(—-5)a+ 
k=—0 2ai—-d—+2k(a2—a1) 
: d—2(R+1)a2—a1) 5 
TL TL 
+ exp{—-7}dr— | exp{— 7} dr — 


2a2—-d+2k(a2—ai1) c—2(R+1)(a2—a1) 
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d+2(R+1)(a2—a1) à 
71 
et | EXp4 — +) dx | 
c+2(R+1Y ao —a1) 
La probabilité cherchée vaut donc 


00 d+2k(as—a1) 
À L] 


Var 2 [ | exp{—r}dr- 


c+2k(a>—a1) 


2ao—c+2k(as—a1) 
; r? d 
— | exp{—7} |. 
2a2—d+2k(as2—a1) 
La substitution x — 2k (a, — a;) = u dans la première intégrale 


et 2k (a, — a;) + 2a, — x = u dans la seconde donnent la formu- 
le (12). 


COROLLAIRE 1. La répartition conjointe de max w(t) et de 


0SIET 
min w(t) pour a << 0, a; > 0 est définie par 
OSIST 
P{min w(t)>a;, max w(t) <aæ}=— 
OLIST OSIST 
1 À 1 
= ( — — — >, CRE 
= 2 | Lexp {7 (x +2 (a —a))} 


1 
— exp { — 57 (x — 24, + 2k (a—a))} | dx. (13) 
CoRoOLLAIRE 2. Pour a > 0, [c, d\] &l—a, al, on a 
P { max |w(t)| La, w(T)Efc, d]} — 
LIST 


d 00 
5 7x ) D, (—1exp{—-7 (x—2kaP} az. (14 


$ 4. Construction de processus généraux 
à accroissements indépendants 


Soit £ ({) processus stochastiquement continu séparable à accrois- 
sements indépendants, défini pour t € [0, T] et à valeurs dans X, 
espace euclidien finidimensionnel. [Il présente donc presque sûre- 
ment des discontinuités de seconde espèce en vertu du $ 4, chapitre IV. 

Pour tout & >> 0 il n’existe presque sûrement qu’un nombre fini 
de points f tels que [E (+0) — Et —0)|> 8. 

Soient X, ={x: [x |>=e}, S., la tribu des boréliens de X.. 
De ce qui précède il suit que pour tout À € Ÿ, le nombre de points 
t E[0, T] tels que E (4 + 0) — E (4 — 0) € À est fini presque sûre- 
ment. Appelons v (f, À) le nombre de points s € [0, #l tels que 
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E (s + 0) — ËÉ(s — 0) E À. Le processus v (f, À) est à accroisse- 
ments indépendants, puisque v (é, À) — v(é,, À) (4 <t) est 
entièrement défini par les accroissements Ë (s) — E (£,) pour s€ 
€ [,, t,), et par suite les accroissements de v ({, À) sur des interval- 
les disjoints s'expriment en fonction des accroissements de Ë (é) 
sur des intervalles disjoints. D'autre part, v ({, À) sera un processus 
stochastiquement continu (si v (#’, A) — v(é, À) ne tendait pas 
presque sûrement vers zéro pour £{’—+t—0, la probabilité 
P{IE(G)—E(GI>E) 0, ce qui est impossible en vertu de la 
continuité stochastique de E (t)). 

Comme v (f, À) est un processus discontinu stochastiquement 
continu, tous les sauts sont égaux à l’unité (et partant v (f, À) est 
le nombre de sauts sur l’intervalle [0, #]) et v (t, À) admet que répar- 
tition poissonienne d’après le corollaire du théorème 1, $ 2 

Posons IT (é, À) = Ev (é, À). La fonction d’ ensembles Il (t, À) 
(à t fixe) est une mesure sur #.. 


En effet, si A— |) 4, et À, sont deux à deux disjoints, 
k=4 


O0 


vit, A)= D v(é, À;) et 


Ev(é, 4) > Ev(t, 4:) 


puisque 
0< 2 v(é, 4)<wv(t, À). 
k= 


L'étude des propriétés de v ({, À) passe par celle du processus 
E (1, À) défini par 


E (4, 4)= 2 LÉ (s+0)—E (s—0)] x4 (6 (5 +0) —E (s—0)), 


où A (x) est l'indicateur de l’ensemble À. Autrement dit, E ({, À) 
est la somme des sauts du processus Ë ({) qui ont eu lieu avant l’ins- 
tant { et sont tombés dans l’ensemble À. Si À € $,, ces sauts sont 
presque sûrement en nombre fini si bien que Ë (f, À) a un sens. 
La continuité stochastique de wv (é, À) implique celle de E (té, À). 
De plus, £ ({, À) est un processus à accroissements indépendants. 
L'indépendance des processus Ë (4, À;), ..., E(t, A;), où 4À,, 
A, -.., A, sont des événements deux à deux disjoints, qui est 
une propriété importante, découle du 


THÉORÈME 1. Les processus Ë (t, À) et Et) — É(t, À), AE€ 
EŸ., sont des processus indépendants à accroissements indépendants. 
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Démonstration. La continuité stochastique du processus 

E (4) — Ë (t, À) résulte de celle des processus Ë (t) et £ (, A). Comme 
pour le processus v ({, À), on peut affirmer que le processus [LE (4, A); 
Et) —E(t, A) EX X X est également processus à accroissements 
indépendants. Pour démontrer l’indépendance des processus Ë (4, À) 
et E () — E (t, À) il suffit donc d'établir que pour z,, z2 € X,s<t, 
on a 
E exp{i (21: Ë (£, À) ra Ë (s, À)) an 

+ à (2, E (4) — E (4, A) — E(s) + & (s, A))} — 

= E exp{i (a, 6 (6, A) —E(s, 4))} x 
x E exp{i (a, E(D—E(, 4A)—E()+E(s, A))}. 


En effet, l'indépendance des accroissements du processus 
[E (4, À); E (ét) — E (6, A)] entraîne 


Eexp {à D (a, Eu, 4)—E (és 4))+ 
+ (09, E (6) —# (tn, 4) —E (bn) HE (ns A1} = 


—Eexp {à > (29), Eir, A) —E (tr, 4) } » 


xE exp{i 2 (2P), (42) —E(ên, À) —6 (ns) +6 (na 4))} 


quels que soient 0<Lt...<t, = T, 29, z® € X, or cela signi- 
fie que les processus £ ({, À) et È (£) — Ë (, A) sont indépendants. 
Prouvons la relation (1) d’abord pour le cas où IL (7, l'4) = 0, 
F, étant la frontière de l’ensemble À. À remarquer que dans ce cas 
le processus E£ (£) ne présente pas presque sûrement de sauts sur l,. 
D OIL St li Dee hs = 1e 


lim ne (n, kH1—ÜnR) = ui 


n — 00 


Si %A (x) est l’indicateur de l’ensemble À, on a presque sûrement 


6(4, A)—EË(s, À)=— on 2 LA (6 (Enr) —E (ln, n1)) LE (nr) —6 (En, a-1)]- 
(2) 
Posons 
Bo — XA (£ (£nx) —.. (tn, k-1)) [É (Énx) ES ë (En, »-1)]; 
na — Ë (Énx) EE 6 (En, h-1) Eu Bone 
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Pour prouver (1) il suffit, eu égard à (2), de montrer que 


lim E exp{i D (ar En) Et D (x Mnx)}— 
n — 00 kR=1 R=1 


—E exp (i 2 (z1; Enx)} E exp GS (22; Mnx)} | = 0. 


L'indépendance des couples (E,2, Mk) et l'inégalité (pour | a | < 1, 
lb | < 1) 


n 


| [T an— Î] ba] < > [ax — bn | 


k 


nous montrent que 
[E exp {i où (24, En) + D (22 nnx))}— 
—Eexp {i D (as En) }Eexp {i À (, mn) }l= 
=] Î Eexp (E(Z15 Enr) +È (22 Mne)} — 
— ÎLE expti(as, EuD}E exp{i (és, mun)}l < 
L 


D [E exp {i (Z1; Enx) +1 (2, Nnk)} — 


R=— 


[ES 


—E exp {i (21; Énx)} E exp {i (22 Nna)}l - 
Comme (z,, Enr) (22, Mn») = O (i.e. ces deux quantités ne peuvent 
être simultanément distinctes de zéro), il vient 


(215 En) +2 Non) (È (21: na) His ne) 
e n nh — À + > LE HÉENNEELE — 
m=1 


=1+Y | Cine + Cana | — gite En) D QiG2 Max) 24, 
JE exp {i (21, Énx) + i (22, Nnx)} —E exp {i (21, Énx)} E exp { (22, na)}| = 


—|Eexp{i(z:, Énr)} —1] [IE exp {i (2, Mnx)} — 1]. 
Or 


JE Sn AI LE Jef Êr# — 1] 2P {[Enxl > 0} = 
= 2P {a (E (Enr) — E (En, n4)) > 0} 
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et Vo=0 
Een —1]< sup [1 — ei@2 9] + 2P {ml > p}, 


lx1<P 


et par suite 


fm [Eexp {é(a, D Eu)+6(2, D mua)}— 


—Eexp{i ( Z1, 2 > &)}E exp {i ( 22; À nm)}l< 


< lim (sup Jeitz 9— 1] +2 SUP P {Mnel > p}) X 


no [x|<p 


De lim 2 p P {XA (£ (fnr) — E (En, h-1)) > 0}=— 


— 2 lim (sup |eitz 9—11+2sup P {Innzl > p}) X 


no {x|<p 
x lim E p LA (6 (Enr) —E (En, r-1)). 
TN — 00 — 


Comme pour p<e(AESB.) 08 
P{nnal > PI PE (nr) — 8 (nr) > p}, 


la continuité stochastique uniforme de Ë£(f) entraîne que 
lim P{Imnal > p}= 0. 
Comme 
lim D; Ja (E (Ex) — E (En, a) = v (6, 4)—v(s, 4) 


presque sûrement, exactement comme dans la démonstration du 
théorème 1, $ 2, on trouve 


lim E 2 44 (6 (Eux) —E (En, 4) < 
<—InP{v(t, A)—vi(s, A) —=0}=C< 0. 


Donc 


lim LE exp {i (za, : En) +i (22, 2 nx)} — 


AN — 00 


—E exp i (4 > Ÿ Eua)} E exp {i (2, D = 1 nnx) } [< 
<2C'sup Jeitz )—11]. 


Ix|<p 
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En passant à la limite pour p — 0, on obtient (1), ce qui démontre 
le théorème pour le cas II (T, T4) = 0. 

Avant de généraliser on remarquera que la famille des ensembles 
de X, pour lesquels le théorème est vrai, forme une classe monotone 
(cf. Halmos [1], chapitre 1, $ 6), car pour toute suite d’ensembles 
A, ES, on a presque sûrement 


EG, U An)=lim E (8, Ü 4), 


E(é, NA)=limE(, ( À) 
n n +00 kR=1 


et le passage à la limite ne viole pas l’indépendance des variables 
aléatoires. On constate aussi que si & >> 0 est tel que IT (T, lx,) — 


— 0, les ensembles À € S, tels que II (T, T,) — 0 forment une 
algèbre d’ensembles. Or, toute algèbre monotone est une tribu (cf. 
Halmos [1], chapitre 1,86), donc Y est une tribu. On remarque- 
ra enfin que ŸÀ contient les boules centrées en chaque point de X 
de rayons aussi petits que l’on veut (puisque les sphères S, (x) de 
même centre x et de rayons p différents ne possèdent pas de points 
communs mais Î (7, Ls,«w) > 0 pour un nombre au plus dénom- 


brable de valeurs de p). Donc A contient tous les ensembles ouverts 
de S, et A >= S.. EH 


COROLLAIRE 1. Si À,, À,, ..., A, EB. pour e>0 et sont deux 
à deux disjoints, les processus E(t, A), E(é, A), ..., E(t, À;,) et 
k 


E(t)— > E(t, À;) sont indépendants. 
1 


En effet, le processus 
k k 
E()— DEC, AD=E()—E(, U 45 
- 


k 
ne dépend pas du processus &(t, [J À;). Les PT E(£, À;j) 
j=1 


sont complètement définis par le processus E(r, U 45): donc 


dans leur ensemble ils ne dépendent pas du ce E (4) — 
k 


2 E (é, ” De façon analogue l’ensemble des processus Ë (é, À;), 


j=1 
ji, TE) E(t, À;) est complètement défini par le processus 
E(t) —E (4, A) Qui ne dépend pas de Ë(é, À;), puisque cet ensemble 
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n'en dépend pas non plus. Donc parmi les processus 
k 
E(£, À), j=1, 2, seu E()— 2 EE, À ;) 
F1 


aucun ne dépend de l’ensemble des autres. D'où le 


CoROLLAIRE 2. Les processus v (t, A;), ..., v (t, A;), où À,;, 
A3», -.., A, sont des ensembles de Ÿ, deux à deux disjoints, sont 
indépendants. 

Ceci résulte de la proposition précédente puisque le processus 
v (t, À) est complètement défini par le processus Ë (£, À). 

Soit B* borélien de [0, T] X X,. Appelons v* (B*) l’ensemble 
des £ tels que le couple (t; £ (£ + 0) — E (t — 0)) appartienne à B*. 
Il est aisé de s’assurer que v* est une mesure aléatoire sur $Ë, tribu 
des boréliens de [0, 7] X X,. Posons II* (B*) — Ev* (B*); [II*(B*) 
est une mesure finie sur $é. Entre les mesures v (ét, À) et v* on a la 
relation évidente 


v* (LE, &] X A) = v (te, À) — v (4, À). 
De façon analogue 
IIS ([é,, él X À) = IT (4, À) — IT (4, À). 


COoROLLAIRE 3. La mesure v* est une mesure aléatoire poissonienne 
à valeurs indépendantes; la fonction caractéristique de v* (B*) est 
définie par 
Eeinv*(B*) — exp {(eik — 1) IT* (B*)}. 


En effet, soit %, l’algèbre des ensembles engendrée par les 
ensembles de la forme [é,, &,] X À, [é,, to] CIO, TT], À ES. 
Si A, ..., À sont des ensembles disjoints de Y,, on peut exhiber 
des ensembles disjoints AŸ = [#ti), #45] x À4;, i — 1, ..., N, tels 
que A* soient des sommes de A*. Les ensembles A peuvent être 
choisis tels que pour divers à les intervalles [#i), #0] comme les 
ensembles À; soit n'ont pas de points communs, soit sont confondus. 
Dans ce cas l’indépendance des v* (A*) découle de celle des accrois- 
sements de v ({, À;) pour divers À; et de celle de v (t, A;). L’indé- 
pendance des v* (A*) entraîne celle des v* (4°). Ces quantités ad- 
mettent une répartition de Poisson comme sommes de variables 
poissoniennes indépendantes. Pour achever la démonstration il 
suffit de remarquer que 6 (A,) — Yé. 

Soit E, (t) le processus déduit de Ë ({) par élimination des sauts 
supérieurs à € en valeur absolue: Ë, (4) = E ({) — Et, X.). Le 
processus &, ({) sera un processus stochastiquement continu à accrois- 
sements indépendants et de sauts < €. Tout laisse à croire que Ë, (£) 
convergera vers un processus continu à accroissements indépendants 
pour € 0. En fait, ceci est vrai si l’on soustrait de Ë, ({) des 
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fonctions continues non aléatoires spécialement choisies. Pour le 
prouver on aura besoin du 


LEMME. Soit Ë, (0) = 0; alors E | Ë, (t) [<< oo. 
Démonstration. Soit 0 = tp9 tm <<... <Ltyn =t 
et lim max (énr — {ns h-1) = 0. Posons 


Eux = Ve (Ëe (lux) — Ée (a, 1) 


x pour [x] La 
pour [x| > «&. 
Il est aisé de voir que presque sûrement 


ñn 
E(t)=lim D, Eux. (3) 

noo R=1 
On remarquera que tous les termes de cette somme sont <2e en 
valeur absolue. Soit {x,, ...,x,} une base orthonormée de X. 


1 2 Var (Ënx, t;) était non bornée pour un i, on pourrait exhi- 
=1 


ñn 
ber une suite d'indices n telle que >, Var(Ë,», z;)— oo. Dans 
k=1 
ce Cas 


(Enr — EËnk; ___ (Œnk—EËnn, ti) 


VE ve »0 NY Var(Enj, ti) 


rempliraient les conditions du théorème limite central. La somme 
ñn 


à "x admettrait une répartition limite, de sorte que Vaæ 


un 1P{S (ÈS: ut: >», Var(Ëé Gnks +3 (Eênx) t)}= 


R=1 R=1 


__ À 
Va 


| e—u?/2 du, 
(9 4 


lim P{> (Enr Li) < —@ V ÿ Var (Ënr; ti) + 2 (Eênx; s)}= 
k—1 


n — 00 


—œ 
— — | e—u?/2 du. 


— © 


23-0298 
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La dernière relation contredit le fait, résultant de (3), que 

ñn ñn 

D (Enr, z;) est stochastiquement bornée. Donc Y Var(E,,, x;) 
k=1 


est bornée pour tous les à. 
L'inégalité de Tchébychev nous dit par ailleurs que 


Var È | En, Ti) 


P{[3 En 3 E Enr 2) [> L)<—_— 


Ceci et le fait que ÿ (Ënks t;) est stochastiquement bornée en- 
R=1 


ñn 
traînent que E ©, (Ë»», x;) est bornée. Comme 
k=1 


E] D Eux (= E D (> (Enx x)" = 
k=1 i=1 Àk=1 
Tr ñn n 
= 2, [Var 2 (En, a) +(E 2 (rx, &))T, 
E | > El est bornée et partant EI|E.(t)|? puisque 
k=! 


EIE (12< im E| à ul 


Soit €, suite convergente de façon monotone vers zéro. Appelons 
A l’ensemble des zx tels que ex | x | <'Enus # = 2, 3, ..., À, 
l’ensemble des x tels que | x | >> €. On remarquera que 


be (9= D E(E, A1) + Een (D 


et les termes du second mémbre sont indépendants d’après le corol- 
laire 4 du théorème 1. Donc pour tout x 


À Var (E(t, An), 2) <Var (Ee (9, 2). 


O0 


et par suite la série 2 Var(Ë(é, A;), x), Vzx, est convergente. 
=2 


Choisissons une suite (1 —2) telle que 


5 Var (E(T, A), a) pour i=1, 2, ...,r. 


J=n 2 
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La suite 
nRk 


À, LE (é, A) —EË (£, A;)] (4) 


sera alors presque sûrement uniformément convergente pour # —- co. 
En effet, 


Nh+ 
P{su, BI (É(é, A;)—EE(, An1— 
TR 
— DE, A)—EE(, AN|>+})< 
j=2 
=: 
<> P{s sup 1,2 AC A)—EË(, A), &)[> PE hé 
<S TP { sup % (G(L, 4)-e8 (2 4). &)1> 
ii m —+ 00 ISmMT j=np+i 


NR+a 


>< > lim ME | >, (E(T, A) —EE(T, A;), mn) < <T 
ni 00 jens+i 


(on a utilisé l’inégalité de Kolmogorov, chapitre III, $ 1, et la re- 
marque du théorème 5). 


OO 


2 
La série D — étant convergente, le théorème de Borel-Can- 


k=i 
telli nous dit que les termes de la série 


TR+ 


> 2: , ŒG, As) EE (, À;)) 


R=1 J=np+ 


% 


sont majorés presque sûrement à partir d’un certain rang par 
O0 


Le { SE 
ceux de la série convergente Ÿ Tr. D'où résulte la convergence 


dmmns 


k=1 
uniiorme presque sûre de la suite (4). Il existe donc un processus 
E(t), limite uniforme de la suite 


SI 


Êes (£) nu à, lE (é, À ;) où EE (#, A )]- 


23* 
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Comme EËE(£, A;) est un processus stochastiquement continu 
et ElE(, A)PF<LEIE(T, A;) << ©, le théorème du passage 
à la limite sous le signe de l’intégrale nous dit que 


lin EË(#, A) =EEË(s, A)) 


et par suite EË (f, A;) est continue en f. Donc le processus 
ñn 
k 


Eur (4) — >, [É(t, A;) —EË(, A;)] 


j=2 
ne présente presque sûrement. pas de sauts Z En, en valeur absolue 


et 6o (t) (la limite uniforme de ces processus) est presque sûrement 
continu. On remarquera que la série 


D, IE(, A)—EE (6 A] 
2= 
est convergente en vertu du théorème de Kolmogorov (chapitre 


JII, $ 2, corollaire 2 du théorème 1}, car >, Var(E(£, A;), x) est 
j=2 


convergente pour tout z. La somme de la série D [E(é, A) — 
= 2 


—EË(#, A;)] est confondue (modP) avec celle de la série 
oo lp] 


> EG, A)—EË(E, A;)], Vé. D'où le 
+ 


k=1 j=np 


THéorëME 2. Pour tout processus stochastiquement continu sépa- 
rable à accroissements indépendants il existe un processus continu E, (t) 
tel que 


E() = bo (HE, AD >. EC, A)—EË(, Al. 


REMARQUE. Le processus EQ(t) comme limite des processus 
n 


Et) — D [E(t, A) — EË(é, A;)] ne dépend d'aucun processus 


2= 
E(t, Aj), j—1, 2,...,n. Comme 


0 +>, (EG, A)—EE (+, A) = Eu (0 


et EE. () [<< oo et les termes du second membre sont indépen- 

dants, on a E | £o (t) P << oo. | 
Considérons les intégrales stochastiques par rapport à la mesure 

v (4, A). On a vu déjà que v (f, À) est une fonction d'ensemble À 
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sur $. dénombrablement additive non négative. Soit @ (x) fonction 
mesurable bornée sur tout compact de l’espace X, nulle pour | x | < 


£e(e > 0). L'intégrale \o (x) v(t, dx) se définit comme d'’ordi- 
naire. Ceci résulte de la finitude de la mesure v (f, À) sur $, et 
aussi du fait que v(t, X,) = 0, où X, est l’ensemble des x tels 
que [zx | > p, et 
p— max [é(s+0)—E(s—0)|, 
0<s<t 
de sorte qu’en réalité l’intégrale est envisagée seulement par rapport 


à l’ensemble {e << | x | < p} sur lequel la fonction œ (x) est bornée. 
Montrons que 


E (4, 4)= | zv(t, dx). (5) 


A 


En effet, si À — ï B,, où B, sont des ensembles deux à deux 
disjoints dont les diamètres sont <ô, et x, E B,, alors 
|E (6, A)— 2: zx (#, Ba) < > |E (é, By) —xv (é, B3)| << 


<6 > vi, B,) <Lôv(t, À) 


(£ (4, Bz) est la somme des vw ({, B;,) sauts appartenant à B, et par 
conséquent distincts de x, au plus de ô). D'où l’on déduit (5). 
Comme 


EIE(E, 4)— 2 œuv(, B:)] <8Er (+, 4), 
EIÉ(G, 4)— 2 avé, B)/2<BE [v(e, A), 


il vient 
EË(#, 4)=limE À æv(s, B)= | zll (4, dr), 
k A 
Var(E(t, À), 3)= | (z, x)2I1 (4, dx) 
A 
pour tout ensemble borné À situé à une distance positive de l’origine 


de l’espace X. 
Soit la fonction aléatoire d'ensemble 


v(G, A)=v(t, A)—I(, À). 
Cette fonction possède les propriétés suivantes : 
Ev(i, A)=0, 
E(v(, A)v(é, B)=Ev(t, ANB)=H(4, ANB). (6) 
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Les égalités (6) permettent d'utiliser la construction générale de 
l'intégrale stochastique par rapport à une mesure orthogonale pour 
définir l’intégrale 


{ F()V(, dx) 
f (x) étant des fonctions mesurables telles que 


[IG de) < 00 


(cf. chapitre V, $ 3). Au paragraphe précédent on a vu que 


2 Var (£ (£, Az), z) < ©. 
Comme 
Var (E(é, Au), = | (x, 2211(E, de), 
Af 
pour tout zEX 


lim | (x, z)2Il{t, dx) < oo. 
e0 e<|xi<et 


Donc 


lim | [zI211(, dx) << © 


. e<{x|<est 
et par suite existe 
| xv(é, dx). 
O<Ix<e1 


À noter d'autre part que 


D ŒG, A)—EE(, A)= | av(t, do), 
kR=2 


en+1<|x|<et 
donc la série >, (E(é, Ax)—EË (ft, Ax)) est stochastiquement con- 
Re2 


vergente vers zv (é, dx). L'égalité 
0<fx)<e1 
EG, A= | æv(, do), 
1x >e1 


le théorème 2 et la remarque subséquente entraînent le théorème 
suivant (pour fixer les idées on posera &, = 1). 
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THÉORÈME 3. Si E (t) est un processus stochastiquement continu 
séparable à accroissements indépendants, il existe presque sûrement un 


« 


processus Eo(t) continu à accroissements gaussiens indépendants ne 
dépendant pas de la mesure v (t, À), tel que 


E(H= (+ | avé, dr)+ À av(s, da). (7) 
Ix|>1 bic 


Trouvons la fonction caractéristique de Ë (4). Les termes du second 
membre de (7) étant indépendants les uns des autres, il suifit de 
trouver la fonction caractéristique de chacun d'eux. Celle de Ë, (t) 
est définie par la formule (1), $ 3. Soit À ensemble borné de S.. 
On a 


Eexp{i(z, É(t, A)}=limEexp{i(s, Dæv(t, B:))}, 


où ÀA— Ù By; Br étant des ensembles deux à deux disjoints 


de diamètres LA, 1€ B3. Les quantités v(i, B,) sont mutuelle- 
ment indépendantes et admettent une répartition poissonienne 
de paramètres Il({, B;) respectivement. Donc 


Eexp {: (z, > zaV (6, B:))} si Eexp{i(z, z)v(£, B;)}= 


n 


— | exp{(e*%)—1)II(4, B;)}—=exp À Seite RTE, B)} | 


En passant à la limite pour À —-0, on s’assure que 


Eexp{i(s, El, A)}=exp{[ (ee#—1)11(, 4}. (8) 
A 


La formule (8) est vraie pour des ensembles infinis de $., puisqu'on 
peut les représenter par une somme monotone croissante de suites 
d’ensembles bornés À, vérifiant (8) et passer à la limite sur n. 
De (8) il résulte 


E exp{i (Z, E(é, À)— EË (é, A))}= 

=exp{| (ei 9—1—5(z, z))H(s, da)}, 
1.0. ‘ 
E exp {i (z, | TV (#, dx) ) } = 


=exp{| GiG 91 —5ÿ(z, 2) N(, dr)). 


A 
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En passant une fois de plus à la limite sur À on s'assure que (9) 
est vraie pour tous les ensembles À qui en vérifient le second membre. 
En ütilisant maintenant les formules (1), $ 3, (8) et (9), on peut écrire 
la fonction caractéristique de Ë (é): 


Eeic, EG) = ei, KO) exp {i (a (i), z)—+(B (£)2, z) + 


+ [| (ie9_11(, d)+ 


0<x]>i 


d | (ie ®—1—;(z, 2))1(4 da}. (10) 
0<|x|<1 


Cette formule permet de déterminer la répartition de Ë (4) — Ë (4) 
et partant toutes les répartitions finidimensionnelles du processus 
E (6. 

Puisque les processus stochastiquement équivalents admettent 
des répartitions finidimensionnelles égales et que tout processus est 
stochastiquement équivalent à un processus séparable (théorème 2, 
$ 2, chapitre IV), on a le 


THÉORÈME 4. La fonction caractéristique d'un processus stochas- 
tiquement continu à accroissements indépendants est de la forme (10), où 
1) IT (4, À) est une fonction continue monotone non décroissante 
en t pour tout À € |) N. et telle que 
€ 


lim | IxI21T(4, dx) < 00 ; 
0 cixI<! 

2) a (t) est une fonction continue à valeurs dans X ; 

3) B (t) est une fonction continue dont les valeurs sont des opéra- 
teurs linéaires symétriques non négatifs de X et de plus B (t,) — B (t;) 
sont aussi non négatifs pour t, < to. 


$ 9. Propriétés des réalisations 


Dans ce paragraphe nous allons étudier quelques propriétés des 
réalisations de processus stochastiquement continus à accroisse- 
ments indépendants. A noter qu’au $ 2 on a trouvé les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que les réalisations d’un processus 
soient en escalier et, au $ 3, soient continues. 

Soit £ ({) processus à valeurs numériques, c’est-à-dire X est la 
droite numérique. Etudions les conditions que doivent satisfaire les 
réalisations du processus Ë (£) pour être presque sûrement des fonc- 
tions monotones. 


_THéorRÈME 1. Pour que les réalisations de £ (t), processus stochas- 
tiquement continu, séparable, numérique, à accroissements indépen- 
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dants, soient presque sûrement non décroissantes il faut et il suffit que: 
la fonction caractéristique de E (t) soit représentable par 


Eeñ&o = Eeñt(o) exp {ay (4) + | Geis—1)II(s, dæ)}, (1) 
0 


1 


où la mesure II est telle que ( xl (é, dx) << ©, et y (t) est une fonc- 
0 
lion non décroissante. 

Démonstration. Condition nécessaire. Si 6 (t) est une. 
fonction non décroissante, le processus & ({) ne présente que des 
sauts positifs et par suite II (4, À) = 0 pour tout ensemble 4 & 
€ ]—o, O[. On notera que le processus Ë (£) — E (&, X,) sera aussi 
non décroissant (l’effacement des sauts ne viole pas la monotonie). 
Le processus E (4, X,) — E(t, X,), 0  e 1, qui est somme de. 
sauts non négatifs et de plus 


O<KE(G, Xe) —E(, À1) < E (4) — Ë (0) — E (, À), 
sera aussi un processus monotone. Le lemme 1, $ 4, indique que. 


E [£ (#)— E (0) — E(, X)1< oo et 
1 
EIE(, X)—E(, Xo]= | all(é, da) GENE (DE (0)—E(, XD): 


€ 
en passant à la limite pour 8 —+ 0, on vérifie que 
1 
| xl (é, dx) 
0 


est finie. On remarquera par ailleurs que les Ë (#) — E (4, X,) décrois- 

sent pour € — 0 (puisque de nouveaux sauts positifs sont effacés. 

lorsque & diminue). Donc lim [E (4) — E (4, X:)] = Ë, (#) existe: 
e>0 


presque sûrement, le processus Ë, (£) étant presque sûrement continu. 
On a montré au $ 3 que les accroissements du processus &, (t) admet- 
taient des répartitions gaussiennes; or le processus &, (t) comme: 
limite de processus non décroissants sera lui-même non décroissant, 
donc P{E, (t) — E, (0) > 0} = 1. D'où il suit que Var [E, (t) — 
— E, (0)] = Ô (la variable & de répartition normale ne peut être 
presque sûrement non négative que pour Var £ = 0). Par suite. 


Eo (6) = Eo (0) + Y(), où y(f) —E [60 (8) — Eo (0)], 
et par conséquent Ë, (t) ne décroît pas. La formule (1) peut être dédui-- 
te de la relation 
ei = Jim Eeñtétp et Le) 


8 — co 
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si l’on tient compte de la forme du processus Ë, (£) et de la formu- 
le (8), $ 4. Ceci achève la démonstration de la condition nécessaire. 

Condition suffisante. Prouvons que P{E (t,) — E (4) > 0} = 1. 
Il suffit de montrer pour cela que la variable aléatoire Ë de fonction 
caractéristique 


Eeiñs = exp { | (ei —1) dG (x)}, (2) 
0 
où G (x) est une fonction monotone bornée, est presque sûrement >0. 
Ceci découle du fait que la répartition de E (4,) — E (,) est la limite 
des répartitions de variables de fonction caractéristique 


O0 


exp {5 (y (#2) —v (60))+ À (et*—1)11(6, da)} 
pour € | 0. Posons | 
F (x) =ciG(x) —G(+0)}, c = [G (+o) — G (+0), 
Alors 


OO 


Een Y _ ee | ex dF(x) ) : 

k=0 0 
de sorte que la fonction caractéristique de la variable Ë est confondue 
avec celle de S,, où S, = 0, Sy, = EE +...+E,; E,, £2, ... est 
une suite de variables non négatives indépendantes de même fonction 
de répartition F (x), v une variable aléatoire poissonienne ne dépen- 
dant pas de Ë,, Ë., . .. Par suite £ > (. 


Donc 
P{E (4) > E ()} — 1 pour à, < te. 


D'où il résulte que l'événement : {E (1,) < Ë (£&) pour tous les couples 
de points rationnels tels que £, << #,} a lieu presque sûrement. Si de 
plus l’on tient compte de ce que Ë (f) ne présente presque sûrement 
pas de discontinuités de seconde espèce et est confondu presque sûre- 
ment soit avec Ë (£ — 0), soit avec E (t + 0) (car le processus Ë (6) 
‘est séparable), on obtient Ë ({,) < £E ({,) presque sûrement pour tous 
les couples é,, &,, tels que t, < 1,. 


Etudions les conditions que doivent remplir les réalisations du 
processus Ë ({) pour être presque sûrement à variation bornée. 
__ On rappelle que la variation sur [a, b] d’une fonction x (t) définie 
sur [a, b]l et à valeurs dans X est la quantité 
n—1 


var x (£) = sup > | x (ti) —Z(t;+1) |, 
[a, b] 4=0 


le suprémum étant pris sur toutes les partitions de l'intervalle 
fa, bl'a=tb<th<...<ty = b. 
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TH£ORÈME 2. Pour que les réalisations de Ë (t), processus stochas- 
tiquement continu séparable à accroissements indépendants défini sur 
[0, T], soient presque sûrement à variation bornée sur [0, T], il faut 
et il suffit que la fonction caractéristique de £ (t) soit donnée par la 
formule (10), $ 4, où var a(t) < oo, B(t) = 0 et la mesure 

a, b] 


IT (4, À) est telle que 


|æ|IT(£, dr) << co. 


0<|x|<1 


Démonstration. On commencera par la condition suffi- 


sante. Le processus défini par &(é, X,) — | xv (é, dx) étant 
fx 1>1 

presque sûrement constant par morceaux, sa variation qui coïncide 

avec la somme des valeurs absolues des sauts sera finie. Par hypothèse 

la fonction a (f) est à variation bornée. Donc, pour prouver que 


E (6) l'est aussi, il suffit de prouver que l'intégrale | zv(t, dx) 


O<Ix|<1 
le sera comme fonction de # (cf. formule (7), $ 4). Soit le processus 


Es) = xv (t, dx). 
e<|x|<1 


Il est immédiat de calculer 


var É® (4) = var | zv(t, dx) + var | xIl (é, dx). 
[o, 7] (0, T] (0, T] 


e<|x|<1 e<|x|<1, 
Donc 
var E® (< | lx|v(T, dr) + 
{0, TJ e<|x|<i 


+sup D À 1x1 (M, dr) —N(éru, da) = 


k=1 e<|x|<1 


— [x|v(T, dx) + | Iz[II(T, dx) < 


e<1x|<1 e<]x|[<1 


lim | xl v(T, dx)+ | Ix|II(T, da). 
Ee<|x 11 0<]xI<1 
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L'existence de lim \ [z|v(T, dx) est une conséquence de 


et e<|x|<1 
ce que |Iz|v(T, dx) dépend de façon monotone de € et 
e<|x|<1 
E [| 1elv(,dm< | Ix1N(T, da) <o. 
e<|x|<1 0<]x|<1 


On peut choisir une suite €, convergente vers zéro pour n —+ œ 
telle que la suite de processus £®”? (4) soit presque sûrement con- 


vergente vers le processus xv(t, dx). On a donc presque 
0O<1x|<1 
sûrement 
var | av (t, dx) < | Iz|v(T, dx) + | |x|IT(T, dx). 
[0, T] 0<]xI<1 0O<|xI<1 0<}x1<1 


(11 est aisé de voir que si z,(t)—zx(t) pour tout é, alors 
m—i m—i er 
D It(trm)—c(t)|=lim 2 [an (tres) —2n (6x) | lim var x, (t), 
RkR=0 n—00o k=0 n—00 [0, T] 
et par suite var z(t) <lim var Zh(t).) Donc | zv (é, dx) est. 
à | os RUE 0<Ix1<1 
à variation bornée. 

Prouvons maintenant la condition nécessaire. Supposons que 
ë (é) est à variation bornée sur [0, 7]. Cette variation sera alors fi- 
nie sur tout intervalle partiel de [0, 7]. Soit le processus 


C(é)= var Ë(s). 
[O, #] 


Ce processus sera aussi à accroissements indépendants. Son accroisse- 
ment & (te) — 6 (ti), t << to, n’est autre que sa variation sur [f,, f.} 
et ne dépend donc que des accroissements de Ë (é) sur [£,, £&]. 6 (t) 
est stochastiquement continu, car var x (s) ne présente des discon- 


0, 4 
tinuités qu'aux points de discontinuité de x (s) et le processus Ë (+) 
ne possède pas de discontinuités fixes du fait de sa continuité sto- 
chastique. I] est évident enfin que & (t) est une fonction non décrois- 
sante. De ce qui précède il suit que 

CG+0)—C(G—-0)=I1E(C+0)—E(G—O)I. 
Donc si &(e) (f) est la somme de tous les sauts de & (t) supérieurs à € 
qui ont lieu sur [0, él, alors 


Ce (4) = | |z|v(é, dx). 


lx|>e 


$ 5] PROPRIÉTÉS DES RÉALISATIONS 365 


Le processus C(£f) étant monotone, il vient 


(= (+ lime ()=y(+lim | 1zlv(E, dr) 
e—0 E—+0 Ix1>e 
{puisque & (0) = 0), où y (é) est la variation de la composante conti- 
nue du processus Ë ({). D'autre part 
À IelII(E, du) = (6 (#0 —E® (D1< 00. 
Ix1<1 

A noter enfin que si &, (ét) est la composante continue du processus 
E (t), alors 


| Éo (£) — Ëo (0) [<< var 6o(t) = 7 (6) 
[0, T] 
€ 


| (6o (#) — 60 (0), 2) 1 <<Y() 121. 
Or toute variable normalement répartie, de variance positive ne 
peut être presque sûrement bornée par aucune constante (indépen- 
dante du hasard). Donc pour tout z 


Var (2, Eo (€) — É0 (0)) = 0, i.e. B (t) = 0. 

Par suite y (t) est la variation de la fonction 
a (t) = | xl (f, dx). 
0<Ix1<1 

Comme 

var | all(é, d)< | IxINI(T, dx) 

LE Tocixist 0<Ix1<1 
est finie, il résulte que var a(t) oo. 

[0, T] 


REMARQUE. De la démonstration de la condition nécessaire 

il suit la proposition: si un processus € (t) est défini par 

É(D=E(O0)+a (+ | ave, dx), 

[x|>0 
alors 
C(t)= var E(s)— var a, (s) + | |æ|v(é, dx) 

[0, #] [O, #] Fee 

et la fonction caractéristique de € (t) est donnée par 


EeiAët) — exp {ir var dy (s)+- | (eixlxl— 1) II (E, dz)} . 
[O, t] 1x1>0 


Etudions maintenant un processus homogène à valeurs dans Z!. 
On s’intéressera au comportement de Ë (4) pour # | O et £ — oo. 
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Toute fonction g ({) continue et monotone croissante pour { > 0 
sera dite à croissance régulière si existent des fonctions k, (À) et 
ka (À) telles que k, (À) — oo avec À et k, (1) — 1 avec À et 


ki (À) g () < g (À) < ke (À) g (). 


Une fonction à croissance régulière g (£) est dite fonction supé- 
rieure d’un processus Ë ({) pour ff oo (resp. # | 0) si 


TO] Le EG) _ 
P{imeé >1}=1 (resp. P lin 75 >1}=1), 


et fonction inférieure pour {fo (resp. #}{ 0) si 


£G) 6 (4) 
P lim er TC <1}=1 (resp. P (limite AS <1}=1). 

Etudions tout d’abord les fonctions supérieures et inférieures de 
processus homogènes symétriques à accroissements indépendants et 
ensuite celles de | & (t) |, où Ë (t) n’est pas forcément un processus 
symétrique. 

On rappelle qu’un processus Ë (t) est symétrique s'il a les mêmes 
répartitions finidimensionnelles que —E (t). On aura besoin du 


LEMME 1. Si ÉE(t) est un processus stochastiquement continu 
séparable symétrique à accroissements indépendants, alors 


Pt sup 66) >c<2PE (Ze. (5) 


Démonstration. Soient E,, E&, ..., &, des variables 
Ru M et symétriquement réparties, Sy = E + 


+ Ex. 
P {sup Sr >c}<2P{S, > c}. (4) 
En effet, 
2P{S, — Sr >0}>1 
entraîne 


P{supS;>c}= > P(sup S<c,S,>c}< 
k É=1  i<h—1 
<D P{sup Sie S,>e)2P(S,—5,>0)= 


—2 » P{sup S,<c,S,>c,S,—8S3>0}. 
1 


k=1 ik 
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Les événements { sup S;<c, S,>c, S,—5S,>0} sont incompa- 
<h—1 


tibles et chacun d eux implique l’événement {S,>>c}. Donc 
n 
2P {Sn >c}2>2 2 P { E EC S ZC, Sn —Sr>0}> 
= i<Rh— 
Z P {sup Sr >c}. 


La formule (4) est établie. Appliquons-la maintenant à 


B=r(iT)-E( ST). =e(s). 


On trouve 


P{ sup (+ —)>c}<2P{E(T) > c}. 


1£<ALN 


En passant à la limite pour n — oo et comme Ë (f) ne présente presque 
sûrement pas de discontinuités de seconde espèce de sorte que 


P {lim sup (+ )= sup EG} =1, 


No 1ASR<LN 


on obtient (3). E 


THéORÈME 3. Si E (t) est un processus stochastiquement continu 
symétrique homogène séparable et à accroissements indépendants, g (t} 
une fonction à croissance régulière telle que 


[se 


[PEU ZE) dt< o, 


alors pour tout À >> 1 la fonction Àg (t) sera fonction supérieure pour 
le processus Ë (t) pour t — oo. 

Démonstration. Soit a 1. Appelons 4, l'événement 
{ sup É(t) > g(a**t)}. Le lemme (1) nous dit que 


0<t<a 


P {Ar} <2P {6 (a*) > g (a**t)}. 
Or pour 4€ [a*, a**!] on aura 
g(t)<g(a“*t), 2P{E (4) —E (a) >0}>1, 


donc 


P {4:}<4P {E (a*) > g (#)} P {E (0) —E6 (a) 20}<4P EG) > 8 ()}. 
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Par suite 
arti ati 
| + P {Ar} dt <4 | LP{(D>£(t)}dt 
ak a 
et 
2 P{4}< + [+ P{E()>g(t)}dt. 
R=1 1 


Le lemme de Borel-Cantelli nous apprend que seul un nombre fini 
d'événements À, a presque sûrement lieu, c’est-à-dire à partir d’un 
certain rang (en général aléatoire) les événements À, n’ont pas lieu. 
Donc 


P {Tim —— FT , sup EG< 1}=1. 


ho 8 (4 lCtLaÀ 


Pour t€[a*1,a*] on a 


E (1) 3 1 1 
Fe (a) 8 (0) D Ka (A EEE Po G)< gCañtt) 1 D. (6): 
Par suite Ag (£) sera fonction supérieure pour & (t) quels que soient 
a>œ1et1>k, (a). 4 


Le théorème est visiblement vrai pour un processus Ë (f) non 
homogène, puisque cette propriété n’est pas intervenue dans la dé- 
monstration. 

THÉéORÈME 4. Si E (t) est un processus homogène symétrique à 
accroissements indépendants et g (t) une jonction à croissance régulière 


telle que la série 
2 PE (> (a)} 


diverge pour tout a >> À, alors Àg (t) sera fonction inférieure pour le 
processus & (t), VA € ]0, 1[ pour t —+ co. 
Démonstration. On distinguera deux cas. 
1) 
lim P{IE(G)I<g(t)}=0. 


t— 00 
11 existe alors une suite {, — co telle que 
P{IE (x) 8 (6)} < 274. 
Donc, en vertu du lemme de Borel-Cantelli 


|E(tr)| … 
“ (in  >1}=1 
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Et pour tout À€]J0, {[ 
JE(@)I 
P in Ag (1) >1}=1. (5) 
2) 
limP{|É()<g()}>8>0. 


1—00 


Pour t assez grand on a alors 


P{IE GC I< £ (6)} > 6. 


Soient les événements indépendants 


By = {8 (at) — E (a) > g (a**?) — g (a*)}, 
où a > {. Il vient 


g (a) 
P(N)Z | PE(“t)—-2> 8 (at) —g(at)}P{E (a) cd > 
—8 (a*) 
g (a}) 
ZP{E (a) > g(aiti)} À P{E (a) dar) — 
—g (ah) 


=PE(G*)> ge (a")} P{IE (I <e (a)}> P {E (a) > g (a**1)} 8 


pour k assez grand. 


OO 


Donc la série © P{B:} est divergente et en vertu du lemme 


k=—1 
de Borel-Cantelli une infinité d'événements BP; seront presque sûre- 
ment réalisés. À noter que l’événement B, implique l’un des événe- 
ments 


{—£ (a) > g(a)}, (a) > g (at) —2g (a*)}. 
Par suite une infinité d'événements 
{HE (a) g (a*)—2g (a*-1)} 
ont presque sûrement lieu. En choisissant a tel que 


R\ h-4) an [4 28 #7) 
g (a) —2g (a) =g (a) [1-2 ]> 


> g (a) 1-2) > hg (ar) O<i<1) 


(ce choix est possible, car g (f) est à croissance régulière), on s’assure 
que (5) est réalisée. 
Soient les événements 


CE EG —E (+) 
SE ETC) >1}, D= (im e (&) >1}. 


24—0398 
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De (5) il résulte que P (CU D) = 1. La symétrie du processus 
E (t) donne P (C) = P (D). Enfin, la loi de tout ou rien (théorè- 
me 7, $ 4, chapitre 2) nous apprend que P (C) et P(D) sont égales 
soit à l’unité, soit à zéro. Donc P(C) = P(D) = 1, sinon on aurait 
P (©) = 0 et partant P (CU D) = 0, ce qui contredit (5). 


REMARQUE 1. Si l’on prend a << 1, sans rien changer à la 
démonstration des théorèmes 3 et 4, on s’assure de la validité des 
propositions suivantes: 

soit op (£) une fonction à croissance régulière; 

a) si E(£) est un processus slochastiquement continu symétrique 


« 


séparable homogène à accroissements indépendants, 
1 
1 
[+ P{()>op(t)}dt< oo, 
Ô 


alors pour À >> 1 la fonction À® (t) sera supérieure pour Ë (t) pour 
t|O, ce. 


ë ( 
P Him 106 <i}=1; 


b) si Ë(t) est un processus symétrique homogène à accroissements 
indépendants tel que la série à P {E (a*)> q(a")} diverge Va < 1, 


alors pour A <1 la fonction À (t) sera inférieure pour Ë (t) pour 
t4 0,16: 
Tr 50) _ 
. EE Tro) Xp (t) >1}= 1: 
Appliquons les résultats obtenus au processus du mouvement 


brownien. Ce processus est symétrique. 
Les majorations 


OO 


| 2 1 C 2 cs 1 2 
jevrau< (era -e## (0) 


V 2x : : 
are 2+1 ! 
e-w/2du > e-u/2du>———e-t+1}/2(3>0 
= | = TL 7 y2n Ge) 
entraînent 


22 


rat) <Peozae rer 
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Montrons que les fonctions (14e) V2#1nin# et (1—e) V2tInlné 
seront respectivement supérieure et inférieure Ve € ]0, 1[. En effet, 


P{w(t)>(1+e)V2tInlmt}< 


1 


L V2a({+e)2Inlnt 


exp { _ CE —O((Int)-4+e), 


et l'intégrale | est convergente pour c > 1. D'autre part, 


C 


dt 
t (In #1) +)? 
P{w(a*)>(1—e) V 2a* Inn a*}> 


1 1  — : 
LT: exp {—5((4—e) V2 In Mmar+1y}= 


TE exp{—(1—e)?In Ina*—(1—e)} 2in In «}> 
IT 


-1/2 
= [Inaty 4 
I 


sn 
‘V2 Ke? 


où c, est une constante, pourvu que 
7 CD 
a>>(1—e)}2+(1—e) V2. 


Il est évident que l’on peut prendre &« << 1 pour k assez grand. Donc 
la série >, P{w (a) > (4 — €) J/ 2af In In a*} est divergente. Ainsi 
on a démontré le 


THÉORÈME 5. Si w (f) est un processus du mouvement brownien 
séparable, alors 


SERRE w (t) _ _ 
P ne V2tInlnt =1}=1. 


En utilisant la remarque 1 on établit le 


THÉORÈME 6. Si w (ft) est un processus du mouvement brownien 


séparable, alors 
Tim — 2%) 4) 1 
P t+0 PRE ED ° 
V2 In In Fa 


Les théorèmes 5 et 6 s’appellent loi du logarithme itéré. 
Les propositions auxiliaires suivantes nous seront utiles pour 
étudier les fonctions supérieure et inférieure pour | E (£) |, où & (4) 


s 


est un processus à accroissements indépendants. 
24* 
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LemME 2. Soient E,, ..., &, des variables aléatoires indé- 
pendantes, Sy = E+ ...+ EL et 
P{IS,—S:|>c}<a, k=1, 2, ...,n, 
pour certains à < 4 et c>0. Alors pour a > 0 
Péup|S|>a+e< D P{ISl> 4} 


Démonstration. Ona 
P (U KsuplSi1<a+e} N {IS 1>a+c) 1 IS — 81 <o))< 
<P{/Sr1> a} 
Donc 
2 P(Gup[Sil<a+e} N {SZ a +) PES —Sil<e}< 
<P{ISal> a}, 
LE P Gup|S1<e+e) 1 {18122 +0) (1 —a)< P{IS, 1 >}. 


Entre crochets on reconnaît P{sup|S,;,|=>a<+c}. E 
k 


LEemME 3. Si E(t) est un processus stochastiquement continu 
séparable à accroissements indépendants pour lequel existe à << 1 tel que 
P{IECT)—E(D1>c}<a 

pour 0<s< T, alors 
1 
P{sup [EG c+2)< x PUECDI> x}, Vz>—0. (6) 


LS 
Démonstration. Le lemme 2 entraîne 


P{ sup E(ÈT)>2+e})< = P{ET) > 


1LR<LAN 


En passant à la limite pour r — co on obtient ce qu'on voulait. El 


TasorëMEe 7. Si E (t) est un processus stochastiquement continu 
séparable homogène à accroissements continus et g(t) une fonction 
à croissance régulière, telle que pour tout £ > 


Him P{IE (1e (0) <1 


et 


O0 


Î EPIEDI>E(0}d< 00, 
1 
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alors pour À >> 1 la fonction Àg (t) sera fonction supérieure pour 
[ÉG) |, ie. 
P{ImÉQl<1}=1. 


t— co 
Démonstration. Soient a€]1, 2[ et e>0. Appelons À, 


l'événement (sup JEG)I>(1+2e) g(a*!)}. D'après les conditions 
tar 


du théorème il existe c > 0 et T, tels que P{[E()|> eg (#)}<1—c 
pour #t>>T,. Donc pour k assez grand et t<<a* on a 
P{IE(@)—-E(GI> ee (}= PIE (G—-1> eg (a*)}< 
un P{IE(S)I> eg (s)} 
Co 
sup P{IÉ(91> eg (a**)} 
ST 
et en vertü du lemme 3 
P{A}< + P{IE (a) > (1+e) 8 (at). 
Pour #E[a*, a*“*!] on a 
t—a<£L(a--1) at <a 
et 
P{IEG)—E (a) | eg (a*)} <1—c, 
et par suite pour £ assez grand 
{ 
P{A)< LH P{IE (a) [> (14e) g (a*1)} x 


x P{IE()—E(at)|<eg (a 1)}< 5 P PRE 


 P{HÉGDI>e0} 


de sorte que 
ati 


Pape ED | EPEGI>e@}dr, 
Li 


a 


D P{A}<(nayte2 | 2 PIE ]>Ee(}dt. 


Donc, seul un nombre fini d'événements À, a presque sûrement 
lieu. En reprenant les raisonnements du théorème 4, on s'assure que 
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À (1 + 2e) k, (a?) g (t) pour À > 1 sera fonction supérieure pour 
l Ë (&) |. Le théorème résulte de ce que k, (a) — 1 pour a — 1 et du 
fait que a — 1 et e >> 0 peuvent être rendus arbitrairement petits. 


En analysant la démonstration du théorème 4 on déduit sans 
peine le 


THéorRÈME 8. Si E (ft) est un processus homogène à accroissements 


indépendants et g (t) une fonction à croissance régulière telle que pour 
a > 1 la série 


>, P{IEG@)|>g (a) 
k=1 
est divergente, alors la fonction Àg (t) sera fonction injférieure pour 
| £ (8) | VA € JO, 1[, ce. 
p fr IEOI _ 
ETC >1}=1. 
Les théorèmes 7 et 8 peuvent être énoncés pour le cas où & +0, 
comme nous l’avons fait pour la remarque 1. 


CHAPITRE VII 


PROCESSUS MARKOVIENS DISCONTINUS 


$ 1. Définition générale du processus markovien 


Les processus markoviens au sens large ont été étudiés au $ 4, 
chapitre I. On rappelle qu’on y à introduit la probabilité P(s, x, t, À) 
que le processus se retrouve à l’instant { dans un ensemble d'états À 
sachant qu’à l'instant s il était dans l’état x. Les probabilités de 
passage permettent grâce au théorème de Kolmogorov (chapitre III, 
$ 2) de construire toute une famille de mesures probabilistes sur 
l’espace des fonctions P,,, définies sur les ensembles cylindriques 
de l’espace Fr, de toutes les fonctions données sur Îs, col par 


Psrtr():x(ts)E A1, ..., x(t)E Ar}= 


—. | P (s, T, li, dx) ED | P (t-1, Th_1, lhs dty) (1) 
À: AR 

pour st, <...<<t,. Les mesures P,,, seront traitées naturelle- 
ment comme les répartitions conditionnelles d’un processus marko- 
vien étudié sur l'intervalle [s, of sachant qu’à l'instant s il se 
trouvait dans l’état x. Contrairement donc à la définition du proces- 
sus aléatoire ordinaire, qui ne fait intervenir qu’un espace probabili- 
sé, on fera l'étude des processus markoviens en se basant sur une 
famille d'espaces probabilisés différant par leurs tribus et leurs 
mesures. 

Au chapitre [IV on a montré que dans de nombreux cas il était 
possible de construire une mesure adaptée aux répartitions finidi- 
mensionnelles du processus sur un espace fonctionnel plus étroit 
que celui de toutes les fonctions. Les processus dont les réalisations 
possèdent certaines propriétés de régularité constituent une riche 
matière d'étude et sont très importants dans les applications. Aussi 
supposerons-nous que les réalisations d’un processus assujetti à 
démarrer à l'instant s, appartiennent à un espace fonctionnel F, 
(s > 0). Les espaces fonctionnels F, sont adaptés de la manière 
suivante : la restriction de toute fonction x (-) EF, à lu, of (u > 5) 
appartient à #,. 

A noter enfin que la notion de « passé » est essentielle dans 
l'étude des processus markoviens. Si un processus débute à l'instant 
s, son « passé » à l'instant ft est défini par les événements observables 
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sur l'intervalle Î[s, {]. Appelons ©; l’ensemble de ces événements. 
On supposera naturellement que @; est une tribu, (GTA c G;, pour 
t, < t, et que la valeur du processus à l'instant ft est mesurable par 
rapport à ©? (autrement dit, la valeur du processus est observable 
à cet instant). 

Récapitulons. Un processus markovien sera donc défini par la 
donnée des éléments suivants: 

a) {X, W}, espace probabilisable et espace des phases du pro- 
CeSSUS ; 

b) F, (s > 0), famille d'espaces de. fonctions à valeurs dans X 
vérifiant la “condition de compatibilité : la restriction de toute 
fonction de F, à [u, col appartient à F, pour u = s:; 

c) {Q, GS}, espace probabilisable et ensemble des tribus 
GS; < € définies pour 0 < s <L {<< © telles que Gi <EË pour 
[s,, 4] Gls, él; 

d) une famille de mesures P,, ,, s € [0, of, x € X, définie sur 
les tribus ©° = |) G}; 

l 

e) x, (t, w), fonction définie sur [s, œl et telle que: 

1) xs, ©&)E€ F, pour & € Q; 

2) x, (t, w) est mesurable par rapport à ©; vu € [s, tl; 

3) Ps,x ({0 : Ts (s; @) — t}) = À; 

4) Psx (0: 2 (6, ©) € B} | Su) = 

—— Puxtu,o) ({o : Ly (£, &) € B}) (mod P,x) (2) 
pour BEY, su<i. 

Appelons {x (ft, w), @i,P, .«} le processus markovien défini 
avec les éléments énumérés ; x, (+, w) ses réalisations; ©? la tribu 
des observables sur Î[s, t]; P,, la répartition des probabilités du 
processus issu de x à l’instant s; (2) définit la propriété fondamentale 
d’être markovien, c’est-à-dire l’indépendance par rapport au passé, 
le présent étant donné. 

Les probabilités de passage se définissent maintenant par 

P (52,1, B) = Pix ({o: a (f &) € B)). (3) 

On admettra qu'est toujours réalisée la condition 

9) la probabilité de passage est mesurable en x par rapport à #. 

De (2) on déduit aussitôt l’équation de Kolmogorov-Chapman : 
Pts, x, ti, B)=P,,({o:x,(t, w)€B}) = 

= Es, Ps,x ({o: Ts (£, &) € B} | (SG = 
= Es, Pu, xs (u, o) ((O: ru (6, ©) € B}) — 
= E;,.P (u, Ts (u, @), l, B) — 


= | P (5, TZ, U, dy) P (u, y; l, B) 
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pour S<u<Tt. Ici et dans la suite Esx désignera l'espérance 
SL par rapport à la mesure P,.. d’une variable aléatoire 
E (o) G°-mesurable 


Esaé (0)= | E(&) P.. (do). (4) 


L'expression (2) peut être transcrite en termes d’espérance mathéma- 
tique : 


Es (g (ts ( (#, &)) | Su) = Eu, xs (u, &)£ (Tu (£, @)) (mod Ps, ce) (9) 


S<Tu<t, pour toute fonction g B-mesurable bornée. En effet, si 
g (x) = 2 (x), où y3 est l’indicateur de B, (2) découle de (5). Par 
ailleurs, (2) entraîne (5) pour les indicateurs d’ensembles mesurables, 
et partant pour les fonctions simples, combinaisons linéaires d’indica- 
teurs. Reste à noter que toute fonction mesurable bornée est limite 
uniforme de fonctions simples. On remarquera d’autre part que 
Es.«£ (xs (, &w)) est une fonction $-mesurable en x pour toutes les 
g ŸS-mesurables non négatives. Ceci découle de la mesurabilité de 
EsxXr (&s (, w©)) et partant de la mesurabilité de l’expression 
indiquée pour les g simples et les g limites de fonctions simples. 

Soient Sul... ty, Lys Los + + +» En es fonctions. 
B-mesurables bornées. On a 


Esx 1] 8x (a (tx, ))] Gi) = 


= Eu, xs (u, eo) Î] £n (Zu(tr, &))(mod P;,,). (6) 


En effet, en utilisant les espérances mathématiques conditionnelles 
itérées on obtient 


Ex (IT g(a(r, o))1Gi)= 


= Es, x (E., x QI] gn (ts (tr, ©)) | Gi, Su) 


n—1 
= Es, (I gs @u (no) Et st o8n (mi, (Em S)1Gu) - 


Sous le signe de l’espérance mathématique on a maintenant un 
produit de n—1 fonctions si l’on admet la dernière égale à 


Zn-1 (X) se. x£n (C2 (ns ®)). 
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Donc en raisonnant par récurrence on trouve 


Es, + ( [ en (x, o))1Gi) — 
n E:, x (g1 (Zs (£i &)) Es, x (1; o)8 2 (tt, (lo; @)) X 
X Ets, x (2, 083 (tte (63, ©)... Er x nn o)8n (tt, (ns @))Gu)= 
= Eu, x(u, 0181 (Lu (1, ©)) En, x (1, 082 (Zu (xs @)) X +. 
À Ét.. th _oUn-1 0)En (CS (fn: @)) (mod Ps, x). (7) 


En faisant s — uv on obtient 


E, x QI] 8h (Lu (£, o))) = Eu, x81 (zu (é, &)) X 


X En, act, 82 (fi (2, @)) +. Et x nn 08 (tt, (ns ©). (6) 


Si dans (8) on substitue x, (4, ©) à x, on trouve l'expression du 
second membre de (6). Comme elle est confondue avec celle de (7), 
la formule (6) est démontrée. 

Soient %? les tribus d'événements engendrées par x, ({', &), 
us, t' Es, t]. HN? est une tribu d'événements engendrée par un 
observable Î[s, tl. On a MN € Gi, puisque zx, ({’, w) est Gi-mesu- 
rable pour u < s< 1’ L t d’après la condition e 2). Les tribus Jt? 
satisfont toutes les conditions imposées aux tribus ©? de la déïini- 
tion du processus markovien (conditions b}), e 2) et e 4)). Seule la 
condition e #) est à vérifier. La formule des espérances mathémati- 
ques conditionnelles itérées donne 


Es r(eg(rs(é, o)IR) = Es (Es r(g(r(é, JG) = 


= = Ex. x (CU, ©)£ (Tu (£, &))| Nu) Ts Ex, AU 0)8 (Tu G, &)) 

(mod P, x), Sub, 

puisque À} c ©r et x,s(u, ©) est N?-mesurable et la fonction 

Eu. +8 (y (, ©)) est S-mesurable. On a prouvé que (5) a lieu si 
l’on remplace . par 4. 

Donc si {x, (s, ri Si, P;.x} est un processus markovien, 


+ {4 (s, ©), Nf, Ps x}, où P:, + est la restriction de P,, » 
U R, l’est aussi. De toute évidence Ji est la famille des 


=1 


ee Delites tribus par rapport auxquelles x, (s, w) est markovien. 

Voici enfin une relation généralisant (6) et exprimant la propriété 
d’être markovien dans sa forme la plus générale. Soit Ë (wo) variable 
aléatoire N'-mesurable bornée. Pour s<u<t 


Es, x (£ (w)| Su) Fe Eu, x (Us )E (wo) (mod Ps x). (9) 
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(9) résulte de (6) puisque toute variable N'-mesurable bornée est 
limite stochastique (par rapport à P, ;) de sommes de la forme 


>» IL on (Ts ue, &)). 


Soit, d'autre part, n (&) variable @i-mesurable. De (9) il résulte 
É Ée (o) Es, x (n (o)|R!) _. E; x" (co) ë (o) => 
ee EPA ou (@) Ex, xs(t, o)6 (w) +. É:; x (Ex, xs(t, 6)E (@)) Es, x (nolX4) ee 
— Es: se (w) Ës, x (n (w)|%+), 
donc 
Es. x (n (o)[R!) = É;. x (n (w)| F4). 
En vertu de (9), Es. (É(@)IND=Es, «(E(@)|N). Par suite Vg(x) 
fonction mesurable bornée, on a 
É;. xn (w) £ (ts (é, &)) Ë (o) 7 
= E.an(o)g (xs (t 0))Es, (6 (@)IR) = 
= Es, sg (2 (6, @)) Es, x (6(0)19) Es, + (n(o)1%). 
D'où suit l'égalité 
Es.r(n(o)E(o)N)=Es,:(n(0)M)Es, x (E(@)IN) (10) 
qui exprime l'indépendance du passé par rapport au futur, le présent 


étant donné. 
Nous allons indiquer maintenant quelques extensions utiles des 


tribus ? conservant la propriété d’être markovien. Appelons %; * 
la complétion de la tribu St? par rapport à la mesure P, ,, P, » 
la complétion de la mesure, 


Ji — AN} *. 


Alors {x; (s, ©), Hé, P.. +} (on notera la restriction de la mesure 
à la plus petite tribu par le même symbole si aucune confusion n’est 
à craindre) est aussi processus markovien. Pour le prouver il suffit 
de vérifier que (o) est réalisée si l’on substitue Ji, à ©. Soit E (uw) 
fonction ÿt5-mesurable bornée. Elle est K° *-mesurable. Donc existe 
E, (w) mesurable par rapport à %? telle que 


P,,.«{E (0) = E (o)}=1. 


Par suite, pour s<< u << t (E désigne l'intégrale par rapport à P), 
on aura 


Es.xg (ts (é, ©) É(0)= Es, «8 (& (6, ©)) bi (o) — 
= Es x Et (w) Es, x (g (xs (£, &))] Œu) — 
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= Ë; x E1 (o) Eu, xs(u, 0)£ (Tu (£, &)) . 


nu Es, +6 (o) Eu, xs(u, &)E (Zu (£, &)). 
D'où résulte (5). 
Soient maintenant À espace métrique, $ tribu contenant toutes 
les boules. Posons 
= N Je. 
u>t 
THÉORÈME 1. Supposons que la tribu 8 est engendrée par un 
ensemble de fonctions continues et que la probabilité de passage 
P (s, x, t, B) d'un processus markovien {x, (t, ©), M$, P,. ,} conti- 
nu à droite est telle que: quels que soient s, t et g (x) fonction $B-mesu- 
rable continue bornée, la fonction 


&s, (x) — E;, 28 (te CE, @)) 
est continue en x et telle que 

lim | gs+x (7) — gs+n (y) | = 0. 

h40 


VX 
Le processus {x, (t, ©), N£+, Ps, .} est aussi markovien. 
Démonstration. Il suitit de vérifier (5) si ©? = N$+ 


pour les fonctions continues g (x). Soit & (w) fonction Kf,;-mesurable 
bornée. Pour tout k > 0 elle est K5,,,-mesurable. Donc 


Es, xE (o) 8 (æs (£, &)) =. EE 6 (w) É;; æ (g (xs (£, &)) | Ruth) — 
= E,, 26 (0) Eur, xstu+n, o)£ (Œu+n (, @)) = 
= Es, 26 (©) gurn (te(u+h, p)). (11) 


On remarquera que la fonction gy (x, (u, w)) est une martingale 
bornée, car pour u, < u 


És x [Eu (Ts (u, @)) Nu] = Es, x [TE, x£ (Ts (#, @)) | Raul Na] 7. 
—E,,.[g (xs (ti, w)) Nu] = fui (Te (Us, G@)). 
Par suite, existe presque sûrement (cf. $ 6, chapitre IV) 
su Zu+n (Ts (u +, w)). 

D'autre part, 

lim Eu+h (Ze (u + k, &)) = lim Eu+h (ze (u, &)), 

h40 hy0 
puisque 


. [gu+n (TS (u+h, @))—gurn (rs (u, w))]=0, 


par hypothèse et d’après la continuité presque sûre à droite du pro- 
cessus. Soit n la valeur commune de ces limites. n est confondue 
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avec une variable J#-mesurable comme limite de telles variables 
et par suite est de la forme À (x, (u, œ)), où À (y) est une fonction 
$-mesurable. Dans (11), en passant à la limite pour À ÿ 0, on 
trouve 


Es,«6(o) g(xs(t, w))= Es, 6 (0) À (x, (u, o)). (12) 
Si & (w) est N£-mesurable, le second membre de (12) est confondu 
avec l'expression 


Es, x6 (0) Eu, xstu, o)£ (Ts (£, @)). 
Donc 
Es, *È (@) Eu, xs(u, ©)Z (ts (#, @)) = Es = (wo) À (Ts (u, &)) 


pour toutes les variables € (wo) J£-mesurables bornées et par suite 


À (Ze (u, @)) — Eu, xs(u, ©)£ (Te (ê, &)). 


En portant l'expression de À dans (12) on s’assure que (5) et vraie 
pour ©f — Je$4. 

REMARQUE. En utilisant la propriété d’être markovien du 
processus {xs (t, @), K?+, Ps.+}, on établit une égalité analogue 
à (10) si n (wo) est NR$:-mesurable. Soit B € NE.. y» est N?:-mesu- 
rable et R-mesurable. Par suite 


Ps, x (B | Re?) —. Es. x (XBX8 | Ji) = 
=E,, x Ce | Jt5) E: ACAÈUE . x (B| M). 


Donc, dans les hypothèses du théorème 1, P.,, (BI Ni) est égale ou à 
0 ou à 1 pour B € NE.,. Cette assertion porte le nom de loi de tout ou 
rien pour les processus markoviens. 

On utilisera dans la suite la notion d'équivalence stochastique 
de processus os Soient donnés S processus markoviens 
{x. (t, ©), , Ps.) et {x (ft, ©), Gi, P., x} ayant le même 
espace des A (X, 8) et le même espace d'événements élémen- 
taires {Q, ©}. On dit qu'ils sont stochastiquement équivalents 


si existe un processus markovien {x, (#, w), Si, P., x} tel que 

a) Gi Gi, Ge Ci 

b) les mesures P.. xs Ps,x et P;,xsont confondues sur €; 

C) Ps,xirs(t, o)= x, (f, o)}=1, Ps,xr{rs(t, ©) x, (f, o)}= 1 
pour tous les £{. Les processus stochastiquement équivalents possè- 
dent visiblement les mêmes probabilités de passage. 


Soit {x, (ft, w), ©?, P.,;} processus markovien. Une variable 
aléatoire non négative t est par définition instant markovien pour 
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ce processus si l’événement {t >} € ©; pour {> 0, i.e. si en 
observant le processus sur l’intervalle [0, é| on peut dire si l’instant t 
a eu lieu ou non. D'une façon générale, on envisagera des instants 
susceptibles de prendre la valeur +. Outre les instants markoviens 
on étudiera des instants s-markoviens (s > 0); dans ce cas T > s 
et l'événement {t > ft} € ©? pour t > s. Les instants 0-markoviens 
sont simplement markoviens. Soit t instant s-markovien. Appelons 
€? l’ensemble des événements de @° tels que 


ANfr<t}eGi. 
De toute évidence, ©? est une tribu. t est visiblement mesurable 
par rapport à ©. 
LEMME 1. Si X est un espace métrique, Ÿ une tribu engendrée 
par une classe de fonctions continues et x, (t, w) continue à droite, 
alors x, (T, w) est aussi ©-mesurable pour tout instant T% s-marko- 


vien. 
Démonstration. Pour toute fonction g (x) mesurable 
continue on à 
on 
: k 
gtx (rt o)rnen=lim 2 8 (ze (tr a) — LE FA 


Lite k=1 


Donc gts (T, &)) Ym<n est ©i-mesurable. Par suite, ceci est 
valable pour toute fonction mesurable g et en particulier pour les 
B $-mesurables : 
Xe (rs (T, ©)) Xi 
est Gi-mesurable et {x,(t, H)E B}N{T<1}E GE, {xs(t, “)EB\C CG. Æ 
Les exemples les plus intéressants d’instants markoviens sont 
les instants de première atteinte (resp. de sortie) d’un ensemble. 
Soient À espace métrique et x, ({, w) continue à droite, G ensem- 
ble ouvert. Alors la quantité t = sup lé: x,(u, w)£G,u< til 
appelée instant de première atteinte de G sera instant s-markovien. 
En effet, 


>= 1 {o 12 (bn 6) ÉG)N{o 12, (6, &) 6 6}, 


où {t;,} est un ensemble partout dense dans {s, #] et les ensembles 
figurant dans le second membre appartiennent à @f. Si %, À t'et 
t, Sont des instants s-markoviens, alors t le sera également : 


{T>t}= U{T: > t}. 
n 
Donc pour tout ensemble F# = f} G,, où G, est une suite monotone 
n 


décroissante d’ouverts, 
tT=supli:z,(u, o)éF,u<t 
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sera aussi s-markovien, puisque 


T—SUPT,, 
nn 


où T7, est l'instant de première atteinte de l’ensemble G,. En particu- 
lier, l’instant de première atteinte d'un fermé est aussi s-marko- 
vien. 

Les processus markoviens qui le restent aux instants markoviens 
forment une classe très importante. On les appelle processus marko- 
viens forts. Donnons la définition exacte de cette notion. 


DériINITION. Un processus {x, (t, w), ©, P. .} est markovien 
fort si 
I. x, (Tt, ©) est ©°-mesurable pour tout instant % s-markovien. 


IT. 

Es, x (g (Zs (T+é, &)) | €) — 
— Er, xs(T, &) 8 (Z+ (T +, @)) (mod Ras) (13) 

g (x) étant S-mesurable, t > 0. 

Le second membre de (13) est Le résultat de la substitution u — t—, 
z = +, (t, ©) dans la fonction E, ,g (x, (u + t, w)). Pour que le 
résultat de cette substitution soit variable aléatoire il faut que: 

IIT. Pour toute fonction mesurable bornée g la fonction 
Eu. g (x, (u + t, &w)) soit mesurable en l’ensemble des variables u, x 


par rapport au produit des tribus A X $, où À est la tribu des boré- 
liens de [0, of. 


LEemME 2. La relation (13) est réalisée pour tout instant s-mar- 
kovien prenant un nombre dénombrable de valeurs. 
Démonstration. Soient £,, fo, ..., fn, . .. l’ensemble 


de toutes les valeurs prises par t. On a {T=#,}€ @:,. Soit AC @:. 
Il vient AN{t=12}€ ©, et 


Es,xkag (ts (T+t, @))= 2 Es, xXAX(T=1,)8 (xs (T+t, ©)) = 
— 2 É;; xKAK(T=1,)8 (Ts (ér —+ É, @)) E 
— 2 É.. xX=NAES, x (g (xs (êr + d, @)) | Gt,) — 


= 2 Es, sk) AE, «62, w)8 (tr, (x + ê, ©)) = 
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s 2 Es, xKAKT=,) Ex, x (T, @)£ (t.(T+t, ©)) = 
— E:YaEx x (T, 0)E (Tr (T+i, o)), 


d’où découle (13). 5 
Voici une autre condition suffisante d'être markovien fort. 


THÉORÈME 2. Soient X espace métrique, $ la tribu engendrée 
par une classe de fonctions continues et {x, (1, w), @ÿ, P,, .} processus 
markovien tel que: 

1) x; (é, ©) est continue à droite en t; 

2) pour toute fonction f (x) continue bornée mesurable, la fonction 


O0 


Rf(s, a)= | e-ù À P(s, x, s+4, dy) j (y) (14) 


0 
est telle que 
rs R\f(s+h, y)= Rif(s, x). 


VX 


Alors le processus {x, (t, w), ©?, P,, .} est markovien fort. 
Démonstration. Soit + instant s-markovien. Posons 


k+1 ki 


n n ‘ 


si LL 


n 


De toute évidence, t,>T et 


n 


een (eh) (rc) eue € 


([x] est la partie entière de x). Donc 7, est aussi s-markovien. Par 
suite, en vertu du lemme 2, 


Es x (g (ts (tnt, &))| Gi,)= 
= Ex,,xtcs 08 (tr, (tn +t, &)) (modP, x). (15) 
Le premier membre de (15) est confondu avec 
Eu,x8 (tu (u+t, &)) (16) 
si l’on pose u = 1,, x = x, (t,», ©). L'expression (16) est continue 


à droite et par conséquent intégrable, puisque xy (u + t, w) est 
continue à droite en & pour g continues. Donc les fonctions de(15) 
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sont intégrables par rapport à £{ et par suite 


Î eME, à (8 (ts (tn +t, ©)) | Sin) dt = 


É 
= | eMErn, asttn, o)8 (Zrn (Tn+é, @)) dé) (mod P,,:). (17) 
0 


Soit AES:. On a 


Ant AN dr ST 2 4 n{r<) ces. 


Donc A€Gr,. En multipliant (17) par %4 et en prenant E,., 
on trouve 


O0 


| VEs x£ (xs (Ta + l, O)) XA di = E;; xR1g (Ts Ts (Tao @)) XA- 
0 


En passant à la limite pour n — œ et eu égard à T, > T, T% —7T, 
ze, (Th + té, ©) — x, (t + é, ©) et à la condition 2) du théorème, 
on trouve 

le-ME, Lg (x (T+é, &)) xa dt= Es x Rag (r, 2 (t, ©) %a = 


0 


=E,. + | e”MEz, xs(t, o)£ (Ar (T +é, ©)) XA dt = 
0 


O0 


— Î CHE, Ex, xott, 0)8 (tx (T +, @)) %A dt. 
0 
On sait que deux fonctions continues à droite dont les transformées 
de Laplace sont identiques sont confondues. Donc 


Ex. xB (Ts (T + é, @)) 4A— Es, xEr, xs(t, 0) (Tr (T + Î, &)) XA (18) 
pour tout À € @%. Par suite, (13) est réalisée pour toutes les fonc 
tions g mesurables continues bornées et par voie de conséquence 


pour toutes les fonctions g mesurables bornées. La @°-mesurabilité 
de x, (T, w) résulte du lemme 1. 


La relation (13) se généralise de la façon suivante pour les proces- 
sus markoviens forts. 

Soient {, 't», £1 (x) et ge (x) deux fonctions mesurables bor- 
nées, T instant s-markovien. Alors t + {, est aussi s-markovien: 
pou ui, +s 


(T+h<u}={(r<u—t4}e Our, € Gi. 


25—-0398 
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On s'assure immédiatement que ©x:1, > @r. Ecrivons la relation 
(13) pour la fonction g, et l'instant T+1,: 
Es, x (go (ts (T + io, ©)) |Sr+1,) = Ev4t,, sortes, o)82 (Art, (T +, @)). 


En multipliant cette égalité par g, (x, (T + f,, w)) et en prenant 
l'espérance mathématique conditionnelle par rapport à €%, on 
trouve 


Es, x (ga (ts (T + fs, ©)) g2 (xs (T +, ©)) | Ex) — 
= E,, x (ga (ts (T + 4, ©)) Ex, xsctr+ts, w)L2 (Trt, (T +2, ©)) | Si). 


Utilisons maintenant l'égalité suivante: si f (x, s) est fonction 
Y X J-mesurable bornée, Tt instant s-markovien, alors 


Est (xs (T+é, w), T) | Sr) = 
7 Ex, XS(T, w)f (Te (T “el, &), T) (mod Pa x) (18) 


(le second membre de (18’) est le résultat de la substitution u — 
=T, x = 2%, (Tv, ©) dans la fonction E, .f(x, (u + {, ©), u)). L'égalité 
(18') est évidente, si f (x, u) = f, (x) g, (u), en vertu de la @?-mesu- 
rabilité de t et de (13). On peut utiliser maintenant le fait que la 
fonction f (x, u) est limite par rapport à une mesure quelconque 
d'une # X J-suite de fonctions de la forme 


2: fa (x) gx (u). 
En se servant de (18) on obtient 
E (g1(rs (T +1, ©)) Ex+1,, x (T+1,, ©) Ba (Cr+i, (T+ 5, &)) | Ex) = 
= Ex, 6e, 081 (tx (T +4, @)) Er4s, xcret,, og (tr+r, (T +, @)). 
Donc 
Es, x (81 (2 (T +4, ©)) ge (xs (T +, ©)) | Gr) = 
= Ex, x (T, w)81 (tx (T + 1, ©)) X 


X Ex+:, x (T+t, o)82 (Gret, (T + Lo; &)) (mod Ps. x). 


On établit de façon analogue la formule suivante: pour 0 < é, < 
ts LL... ty, 8 (x), - -., gr (x), fonctions mesurables bor- 
nées, et T, instant s-markovien, on a 


k 
Es (Il gta tr +5, œ)1@)- 
= Er, x (T, ©)8'1 (Tr (T + di, @)) Ex+:., x (T+É,, o)£ 2 (Tr+r, (T + 2, @)) -.. 
.. Ex+r, XT+tp _o (T +1, ©) ge (tr+r,. (T+i», @)) 


(mod P, x). (19) 
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De (19) et compte tenu de (8) et (6) on obtient la formule suivante: 


R 
Es + (IT gstas tr +45, 0) 15) = 
R 
= Era o [85 ((T+46, 0) (mod P,:). (20) 


$ 2. Processus markoviens discontinus généraux 


Soit {X, S} espace probabilisable, $ est une tribu contenant 
tous les ensembles à un point. Un processus markovien 
{rs (t, ©), Gi, P,, .} est en escalier si 


us Ps s({o:r (fé, w)=x, sLI<LS+6})  —1 (1) 
y 0 


pour tous les s et x. Si la condition (1) est réunie, alors pour tous les s 
est définie une variable aléatoire positive 


T = sup lé: z,(u, ©) = x, (s, ©), sL<u<t]l 


appelée instant de première sortie de l’état initial. Cette quantité 
est visiblement instant s-markovien. 

On remarquera que w, l’ensemble figurant sous le signe de la 
probabilité dans (1), n’est pas forcé d’être événement, puisqu'il 
est intersection d’un continuum d'événements. Pour qu'il soit évé- 
nement, on Considérera uniquement les processus dont les réalisa- 
tions sont séparables au sens suivant: si x, (£, ©) — x pour {€ 
€ la, BI NA À, où À est un ensemble dénombrable partout dense dans 
[0, of, alors x, (6, ©) — x pour tous les # El, Bl. 

La condition (1) entraîne en particulier 


limP, ,({o:zx,(t, o)=2x})=limpP (s, x, #, {x}) —1. (2) 
t}s trs 


Les processus dont les probabilités de passage vérifient la condi- 
tion (2) Vs, Vzx, sont dits stochastiquement continus. 


LEMME À. Un processus stochastiquement continu est stochasti- 
quement équivalent à un processus séparable. 


Démonstration. Construisons un processus x, (ft, w&) de 
la façon suivante: 


ee {° si 16 >> 0 tel que x,(u, w)=x pour uE]t, t+ô[N A: 
FARO}S z,;(t, w) dans les autres cas. 

Appelons Y, l'événement {x.(f;, ©) = z,(t;, @)}, ti, t,€ 
€ be, t + 2 [ , A ={ty, t2, ...}. Choisissons une suite in, € À telle que 


25* 
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tt, tt. Alors 
{x.(t, 0), (é, o) U A 8 - 
Donc 


Pi,a({rs (6, ©) 2, (4, o))< lim Ps, x ({te (6, ©) 


Æ Le (é, @)} N Ar) << < im PP x ({Ts (En O) EX, (é, @)} N Un) < 
<Hm Pe, x (Ts UT )Æ x, (£, @)) — 


= lim Es, «Et, xt, XL {2 (8, ©) ze(in,, @)}=— 
= lim | P(s, x, t, dy)P (4, y, ins X —{y}) = 0, 


puisque #,,}t et P (6, Y, Înys À —{y}) — 0 pour tous les y. 

De toute évidence, t,(t, ©) sera mesurable par rapport à la 

tribu cie S;- événements, engendrée par les événements de ©: 

et NA ui” où NN. 1 est engendrée par l'ensemble %,, f| At, 
m 


m 
t es - . 
Me Jr, tx Elt, t+ô[. Comme Co G:, la mesure P,, , est défi- 


nie sur @+;. Montrons que {x,(t, w), Gi, P:,-} est aussi proces- 
sus markovien. 
Soit £ variable aléatoire @;-mesurable bornée. ©; étant con- 


tenue dans la complétion de ©; par rapport à la mesure P,, 
il existe €, variable aléatoire @;-mesurable, telle que P, ,{£=— 
= £}— 1. Par suite, pour u>t 


Es, xEXB (Ts (u, @)) — Ê: EX (xs (u, &)) — 
SE Es. LEE, x (E, o)XB (Z: (u, &)) — 
— É. 2GE:+, x (ts o)XB 67 (u, &)) . 
D'où suit l'égalité 
Ps, x (frs (u, ©) € B}] Gi) = Pa, as, w) (fre (u, ©) € B}) 


Or, en utilisant l'égalité P, , {x (u, ©) — %s (u, w)} = 1, on 
s'assure que la Le relation est réalisée si l’on remplace 


z,(-, +) par æ (+, +). 0 
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On supposera dans la suite que tous les processus sont stochasti- 
quement continus et séparables. Trouvons la condition de réalisa- 
tion de (1). 


THÉORÈME 1. Pour qu'un processus markovien séparable d'espace 
des phases (X, ®) soit en escalier, il faut et il suffit que pour tout 
SE[0, ol, re X 
lim lim > PE, x, 18%, X —{x}) = 0, (3) 

Ÿ max 4), 0 s<if" = af ) +06 


quelle que soit s=Û$" <<... <1%=s+6, suite de partitions telle 
que max (47 —10),) + 0. 


Démons ‘ ration. Condition nécessaire. Soit réalisée la 
condition (1). On a 


x ({o:zx(t, @)=r, s<LI<Ss+86}) — 


= lim Pire (He O)= TX, R=1, n} = 
max(s)_ 0), )0 
ñn 
= lim [] PGÉ, x, 4, {xh) = 
max(4 100, 3,0 * Ti 
n 
= lim [T A— PE, x, 47, X—{2))< 
max(# 300), 0 ee 
n 
<Lexp{— lim à P (£a, x, 189, X —{x})}. 
max (47) (0) 1)-0 Éd 
Donc 
n 
lim 2 P GE, æ, 19), X {2h < 
k=1 
max(4) _4 ei 1)+0 


<—InP,,({o:x,(é, w)=x, s<LI<s+06)). 


En passant à la limite pour 6 { 0, de (1) on déduit (3). 
Condition suffisante. Soit réalisée (3). Choisissons une suite de 


partitions s= 414$" << 19 << ... <1%—5s+6, telle que les ensem- 
bles A,—4{1#%",....1%,) soient monotones croissants avec n et 


U A,=Añt(s, s+86). Il vient 
Par (frs (ét @)=x, s<i<s+6})— 


—=P,,,({rs (té, o)=x, tE AN(S, s+6)}) — 
= limP, ,({rs(f, ©)=x, tEA,)} — 


n—roo k=— 


n—1 
= lim I Pi, x, th, {x} = 


n—1 


=lim [[ A—P(L,, x, 4, X —{x})) — 


N—oo k—1 


n—1 
= lim exp { D In(1—P(:, 2, 47, X—{2})}. (4) 
RTE R=1 


ñn — 00 


Si Ô est choisi tel que 


n 
lim > PR, x, 9), X —{x}) <e, 
———— k=i 


alors 
lim sup P G, x, 7), X —{x}) <e 
et 
n—1 
lim D») In(i—P (2, x, 4, X—{x}))> 
co 4=1 


n 


ZU+0(e)lim À P(, 2, 4, X —{x)). 


NN — 00 


Donc, compte tenu de (3), on déduit (1) de (4). 


Soit dans X une topologie discrète dans laquelle {x} est le plus 
petit voisinage du point x. Toute fonction définie sur À sera alors 
continue. Les relations 


Ps, x, t+h, 4)= | P(s, x, t, dy)P(t,y,t+h, À) 
et 


limP(i,y,t+h, A)=%a(y), 
Ry0 
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P(s, x, s+h, {x})P(S+h, x, t, A) + 


+ | P(s, x, sk, dy)P(s+h, y, t, A)=P(s, x, t, À) 
X—{x} 
entraînent la continuité à droite en s et en £ de P (s, x, f, À) pour 
tout processus stochastiquement continu. Donc la fonction 


O0 


| CE | P(s, x, {+5, dy) g (y) dt 

0 
est continue à droite en s. Le processus étant en escalier, il s’ensuit 
qu'il prend chacune de ses valeurs sur un intervalle que l’on peut 
supposer être fermé à gauche (tel est le processus construit dans le 
lemme 1). Cependant ceci n’en garantit pas la continuité à droite 
comme le montre l'exemple 


xz(t)=k pour HE, x (0) = 0. 


Dans une topologie discrète, les processus continus à droite seront 
nécessairement en escalier. Ils forment une classe plus étroite que 
les processus en escalier. Nous les nommerons processus discontinus. 
Le théorème 2, $ 1, nous dit que tout processus discontinu est mar- 
kovien fort. 

Considérons les instants markoviens Tt, correspondant au saut de 
rang k du processus x, ({, w). Ils se définissent par récurrence de la 
manière suivante : Tt, est l'instant de sortie de l’état initial, on l’a 
défini plus haut. Le processus étant markovien fort, la quantité 
x, (T. ©) est connue. La discontinuité entraîne l'existence d’un 
intervalle Ît;, t, + ô[ tel que x, (fé, ©) — x, (T,, ©) pour t€ 
E It,, wi + ô. Soit t, — sup [t: x, (u, ©) = x, (t, o), U Lu < 
<< t]. On vérifie immédiatement que Tt, est aussi s-markovien. De 
toute évidence t, << 7,:. Si l'instant T;,_, est défini, l'instant +}; 
est donné par 


T, = Sup lt: x, (u, ©) = x, (Try, ©), Toy Lu € él. 
Il peut s’avérer que T7, — + pour un certain 4. Les t; ne seront pas 


alors définis pour j > 4 de même que x, (t,, w). Pour construire le 
processus (ses réalisations) sur l'intervalle Îs, sup 7,]l il suffit de 
k 


connaître la suite de couples {(7:, x, (tr, ©)), k = 1, 2, . . .}. 


THÉOREME 2. La suite {%,, x, (Tr, @)}, k = 1, 2, ..., forme 
généralement une chaîne de Markov homogène tronquée dans l’espace 
des phases ([0, co [X X, X X S), où À est la tribu des boréliens de 
[0, cf, dont la probabilité de passage en une transition est définie par 
P (tm <<, zx, (Tm» O) EB|Tm-1, Ts (Tm=1 @)) — 

= Put, auftu @)EB)lue,  » ts BES. (5) 


X=X (Typ_yr ©) 
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Démonstration. Pour démontrer le théorème il suffit 
de prouver que le second membre de (5) est confondu avec 
Fe: x ({Tr € À, Ts as ©) € B} | Sr, .)- 
Or, le processus étant discontinu, on a 


R—1 7 
{Tm < t; Ts (Ts w)EB}=— Ù U LA Ts (tm +57 o) — 


k 
Tmitsn<t 


= La (T1 @)} | N {x (rm, a) EB\ {ts (Tm-1 o)}}. 


En vertu de (18), $ 1, pour toute variable £ bornée ©, ,-mesu- 


rable on a 
k—1 


Es, x > I[ x {Te (ms +5 : o)= 
Emit or La 
= Ts (Tm-1» &)} x {x (tm: + k o) EBNX {ts (Tm-1 &)}} — 


kR—1 


= E,, 26Ex,, & (Tm-1( 0) 2! Il X {on (Tm+ + F . o) : 


kR i=1 
Tmitn <t 


k 
2 {tns 0} x {ar (mate, ©)EB {re (tmer 0)}}. (6) 
En passant à la limite pour #7 — co à gauche, on trouve 
E: REX {Tmn ee d, Ls (Tim &) € B}. 
Si l’on remarque que 
k—1 
lim Eux D) ]l%x (zu (u+, o) =:) X 


k i=1 
Won 


k 
xi{ru(u+sr, ©) EB\{}}= 
= Eu, xX {T1 l, Ly (Ti, &) cB}= P, x (TU < l, Lu (Ti, &) € B}, 
on obtient en définitive 


Es, xÉX {Tm <t, Ts (Tm, ©) EB}= 
ES Es, x$ [Pu, x {Ti <È, Ly (Ta &) € Bjuet_ . 


X=X (T1, @) 
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Un processus discontinu est dit régulier si sup T7; = + avec 
la probabilité P, ; — 1 quels que soient s et x. Voici une condi- 
tion suffisante de régularité. 

LEMME 2. Si existe Ô > 0 tel que 

Psrxtu>s+ô) 6, Vs, Vx, 


alors le processus est régulier. 
Démonstration. Le théorème 2 nous dit que pour tous 


les n 
P{tn— Ta > 0] Sr, }= Pu, {> u +6} lunr,. >œ>ô. (7) 


XX (Tn_1 @) 
Posons 6, —7Tt,—71,-1. De (7) il résulte que 
P {bn — Ô | Ca “+239 Én-1} Z 6, P {En SÔ | C1 ASS En-1} (1 — 6). 


ration 
P (Ai 3) &U — 6)". 
Ensuite, l'événement {6,+...+€,<kô} implique l’un des évé- 
nements {4:,, Le 1<Li<...<i,-x<Ln}. Donc 
Pit... + En HE} <Cn (1 — 8) * —+ 0 


pour n — oo quel que soit 4. Par suite P, ,{t,<t} — 0 pour 
n —+ 00. 


Déduisons une équation intégrale pour les probabilités de pas- 
sage d’un processus discontinu. Notons n(s, x, À, B)=P, ,x 
X (t:1E€ 4, x; (ti, ©) EB) la fonction de répartition conjointe de 7; 
et x; (ts, ©). [Il vient 
P (s, zx, À, B) + FE: x (frs (é, @) É B}) — 

= Ps, (rs (6, o)EB} N {T<t}) + Ps, (rs (t, w)EB};N 
N >) = Xe (x) Es, sXtc>t) + Es, ares (2 (d, ©)) = 
= 8 (2) Es, xXr>t + Es, xXenEs, x (X8 (ts (é, &)) | Gr) = 
= Xp (7) Es, xkt>t + Es, aire Er, x, (t, 0)X8 (&s (é, ©))= 
= XB (x) Es, xKAT>t) + Es, xXt<t}P (T, Te (T, ©), Î, B). 
Par suite, 
P(s,x,t, B)=yn(x)n(s, à, [t, of, À) + 


t 
+. fat x, du, dy)P(u,y,t, B). (8) 
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Nous allons étudier maintenant un processus discontinu homo- 
gène. La probabilité de passage P (s, x, it, B) d’un tel processus 
ne dépend que de la différence t — s: on la désignera par 
P ({ —s, x, B). La condition de continuité stochastique devient 
maintenant 


lim P (4, x, {x})—1. (9) 
t40 


Le théorème 1 nous apprend qu’une condition nécessaire et 
suffisante pour qu’un processus homogène séparable soit en escalier 
est que 


Li ee 60: (10) 
h+0 
Si cette condition est réalisée, alors T,, s-instant de sortie de l’état 


initial du processus x, (t, w), admet une répartition exponentielle, 
c'est-à-dire existe À (x) tel que 


PE x {U > t+s}=exp{—AÀ(x) t}. 


La condition nécessaire (10) est une conséquence de ce que 


lim > P GE, x, 9, X X {xl = 
ô … 1—P(h, zéx)) 
= lim{i—-P{—,x, X X{x}}]})=6 1im———- 
pour si LL... <= s+6, h= #7 —1f"), = 6/n. A par- 
tir de cette expression on peut établir la condition suffisan- 


te (10), puisque pour ensemble de séparabilité on peut prendre 
l'ensemble des nombres binaires. Ensuite 


k 


Ps, s tr <its}=1{—Îlim (P (+, 2. {))) R 


1m (1+[P(X, 2, (9) 11)" 


nn —00 


—1—exp {lim (PP eo mm, MÂa})—1)}=1 — exp{— ta (x)}, 


À (x) = lim 


Re h 
RY0 


k, =1[12"—1] +1, 


{-] est la partie entière d’un nombre. 
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Supposons maintenant que le processus x, (4, w) est discontinu. 
Il vient 


Ps, x {Ta <é+s, ts (T1, ©) E B}= lim > Bi. à {x (s+, o)= 


kR<t2" 


x i=1,...,k—1,x, (+, o) EBX{a}}= 


in (PCR e)f er (er) 


—]im P ee z, BX 2) 


Si l’on désigne cette limite par x (x, B), on obtient 
Ps, (tn <i+s, (mu, &)EB}=n(x, B)(1—e-#®). (11) 
Donc 7, et x; (T3, ©) sont indépendants l’un de l’autre. 


1 L 
On remarquera que es = Es, x [T, — s] est la durée moyenne 


de séjour dans l'état x. Si À (x) — 0, P, k {nu >t+5s} = 1 pour 
tous les s, c’est-à-dire le processus ne quittera jamais cet état 
pourvu qu'il y soit à l’instant considéré. Un tel état est dit 
absorbant. 

Etudions la quantité {t,, x, (t,, w)} dans le cas homogène. 
La formule (11) permet grâce au théorème 2 d'obtenir une propo- 


sition plus forte que le théorème 2 en question. 


THéorëèME 3. Si un processus ne présente pas d'états absorbants, 
la suite {x, (o) = x, (tr, ©), n = 1, 2, . ..} forme une chaîne de 
Markov homogène de probabilité de passage n (x, B): 


P {Th (@) € B [Tn-1 (@)} PEL (Zn=1 (o), B), 


les quantités & — T1 — 5, Co — Te — Ty, . . . sont conditionnellement 
indépendantes si sont donnés {x, (w), n = 1, 2, ...} et ont une 
répartition exponentielle : 


Pt] (o)}= exp {— #4 (xx (o))}. 
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Démonstration. Le théorème 2 et la formule (11) don- 
nent 


Pix tr >t, 2 (0) EBT[, ..., Én-1, di (@), ..., T1 (@)} = 
—. Pu, x (TU Hi+U, Lu (Ts (@)) € B} ur, 


X=Xp _1(©) 
= 1 (zx (0), B)exp{—t#À (xx: (@))}. 
Donc la répartition conjointe de 6, ...,6r, æ(&), ..., x, (@) 
est définie par 


Ps: tu bo > ta ce GRR zi(w)E BA, .….., 2 (Q)EPr})= 


k 
— | (x, dti) ... | TT (T1, dx) EXD {—> th (Gi (@))} (12) 
i=1 


B, Bp, 
(ïo(o)= zx). En faisant {;—0 on obtient 
Pax{ri(o)E Bi, ..., 2 (w)eB}= | n(x, ds)... | n (zx ds), 


B, B; 


d'où il suit que x; (w) forment une chaîne de Markov homogène de 
probabilité de passage n (x, B). De (12) on peut déduire la répar- 
tition conditionnelle de Ë&,, ..., &: 


Pe.x{Gi >, …..) CR >tr|t (o), c.., Tr (Q)}= 
k 
—exp{— Dé (m(o)}. 8 


La chaîne de Markov {x (w)} est dite chaîne de Markov emboîtée 
pour le processus en question. 


REMARQUE. Si x est un état absorbant, alors Ë — +o et 
z1 (©) n'est pas définie. Pour un tel x posons x (x, B) — 4 (x) et 
supposons que 2x (©) = zx-1 (©), Êr — +o si x, (&) tombe dans 
un état absorbant. Alors {x, (w)} sera encore une chaîne de Markov 
homogène de probabilité de passage x (x, B). 

Si l’on met l'expression (12) sous la forme 


Ps, x {61 <s .., Cr tp, zx (©) E P1, .…, 2 (0)E B,}= 


R 
— fs, Ari) ss | (T1, dTh) [I (1 —exp{—t;À (zi-1 (@))}), 
i=1 


B; B} 


elle sera vraie dans le cas d'états absorbants. 
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À noter encore que dans le cas homogène, l'équation (8) s’écrit 


Pi, x, B)=xR(x)exp{—th(x)}+ 


t 
+A (a) | es (x) ds | n(x, dy)P(t—s,y, B). (13) 


0 


Si À (x) est bornée, on établit l’existence et l’unicité de la solution 
de (13) par la méthode des approximations successives. Moyennant 
cette condition, il résulte du lemme 2 que le processus sera régu- 
lier puisque | 


Pis = Ss#0)=er 00 ere, 
Voici une condition générale de régularité du processus. 


THéorèME 4. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
processus markovien homogène soit régulier est que 


D 
Par D ro +o)= ts Vs, à FE) 
k=1 
où x, (w) est une chaîne de Markov emboîtée. 


Démonstration. Comme 


És x (er | T1 (w)) F, 


= Lenq toner era 


À (zh-1 (©) 
À HA (th-1(@)) ? 


on à 
| CRT 
Es (et [a (0), 20) = [] LRO, (15) 
h=Â 
Donc si t*—suprt,, il vient 


Dies Le uE, [] }@r2(0) 
Es, jette ME, IL TEA (ni (0) 


(6 = 0). En passant à la limite pour À | O0, on obtient 


im IT rh (0) 
Es eco) = Es lin [ TG on (16) 
= 1 
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Il est aisé de voir que 


= 1 L 
18 2 me < 


À (zr-1 (@)) = 
ie IT AGO) co , 
Re nn 
Par suite 
Pa (ro) Par (D ou < 9: (17) 


$ 3. Processus homogènes à nombre dénombrable d'états 


Dans ce paragraphe nous allons étudier des processus homogènes 
dans un espace des phases dénombrable X. [1 semble naturel d’iden- 
tifier À à l’espace des nombres naturels N. Si une tribu Ÿ contient 
tous les ensembles à un seul point, elle contiendra toutes les parties 
de N, puisque toute partie de V est l'union d’un nombre au plus 
dénombrable d’ensembles à un point. Dans cette optique il suffit 
de connaître les probabilités de passage P (é£, x, B) dans le cas seule- 
ment où B est à un seul point. On utilise généralement la notation 


P (à, {}) = pi; (©). 


Les fonctions p;; (t) sont appelées aussi probabilités de passage. 
Des propriétés générales des probabilités de passage (cf. chapitre I, 
$ 4) il suit: 

1) Pij (4) 20, t>0, Pij (0) — 6;; (Ô;; — 1, l—)j; 0; = 0, iÆj); 


2) D pit) =1;: 
JEN 
3) Pa (£+S)= 2 par (£) paj(s) pour 40, s>œ0 


(équation de Chapman-Kolmogorov). On supposera encore que le 
processus est stochastiquement continu, c’est-à-dire 


t40 
Parfois on remplace la condition 2) par une moins forte: 
Di Pis (t) LA 
JEN 


Le cas à p;;(t)} << 1 admet l'interprétation suivante: le système 
jEeN 


qui se trouve à un certain instant. dans l’état i avec une probabilité 


$ 3] PROCESSUS HOMOGÈNES À NOMBRE DÉNOMBRABLE D'’ÉTATS 399 


positive égale à 4 — D, p;;(t), au bout d’un temps # s’absente de 
EN 


J 

l’espace des phases. En d’autres termes, les points de l’espace des 
phases ne suffisent pas à décrire tous les états du système. On con- 
viendra d'appeler impropres les processus markoviens de cette natu- 
re. On remarquera aussitôt qu’en ajoutant un certain ensemble de 
points à l’espace des phases on peut sans changer pour autant les 
probabilités de passage transformer un processus markovien impro- 
pre en processus markovien au sens propre. Le plus simple est d’adjoin- 
dre l’état « absorbant infiniment éloigné o » à l’espace des phases. 
Posons 


N*=NU{oo}, Pie =1— 2) pij(t), 
JEN 


Pooi (t) = 0, iCEN, Disco () = 1: 


Il est immédiat de s’assurer que l’ensemble des probabilités de pas- 
sage 
{Pij (u)}}, d, jEN*, 


forme un processus markovien au sens propre. Pour le prouver il 
suffit de vérifier que (3) est réalisée. On a 


Pi; (t+s) 2 Pia (t) Paj(s) 2 Pia (t) Paj (S) + Pico (É) Pooj (S) = 
— D Pialt)Paj(s), oi, JEN, 
acN* 
Po; (+ s) = 0 — vi Pooa (t) Paÿ (S) + Pooco (t) Pooj (S) = 
ans > Pa (t) Paj(s), JEN, 
ape N* 
Pooco (£ + s) = 1 = pa Pooa (£) Parc (5) + Pooco (t) Pooc (5) = 
— >) Po (t) Pac (5), 
ac N* 
Pico (t+s)=1— À piafé+s)=1— ); 2 pis(t) Psa(s) = 
acN EN BEN 
=1— 2 pis(é) 2: Pra(s)=1— 2 pis (t) (1 — Pso (S)) = 
BEN a€eN BEN 


= Pico (£) + + PiB (£) Ph (S) — Pico (£) Pooco (S) + 
BEN 


+ D pis(t) PBo (s)= 2) Pis (t) Po (5). 
BEN BEN* 
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Donc, en fait les processus markoviens impropres n'élargissent 
pas la classe des processus markoviens. En particulier, les probabili- 
tés de passage des processus markoviens homogènes possèdent les 
mêmes propriétés générales que celle des impropres. Bien plus, 
pour ces derniers la quantité 


Pico (t)=1— 2} Pia (t) 
ae N 


possède les mêmes propriétés que la probabilité de passage p;, (#), 
a EN. On remarquera que p;, (t) est une fonction monotone non 
décroissante. En effet, nous venons de voir que 


Pico ( +5) — Pico (t) + à PiB (£) Pho (S)ZPivw(t), S>0. 


D'après ce qui précède nous limiterons notre étude aux processus 
markoviens au sens propre. 

Les probabilités de passage d’un processus stochastiquement 
continu sont uniformément continues pour { > 0: pour s > 0 


LP +8) — pis OK 2 Lan (8) — Bi | Pas (E)< 


L1—pu(s)+ D pr (s)=2(1—p;(s)), 
A 
donc 
| Pig () — Pij (te) | < 2 (À — pu (li — ta l)). 


On voit que p;; (f) sont uniformément continues en j. 
Traitons la dérivabilité des fonctions p;;(t). Prouvons tout 
d’abord l’existence des dérivées à droite au point 0. 


THéorRèME 1. Les limites finies ou infinies 
Pi (h) — Gij 


existent toujours. Si i=£ j, les a;; sont finies; ou bien les a;; sont finies, 


ou bien a;; = —o ; dans tous les cas >, a;; < —a;;. 
71 
Démonstration. Soit i = j. Posons 
1— 
s = sup pue 
h>0 


(éventuellement s— +o). Si c<s et it Le, alors pour 
0 
lo gr<+ et, compte tenu de l'inégalité 


n+i 
pu(t+h)2pi(t) pu(h), 
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on aura 
4 n 
C << 1. LL — [pa (T) I pi (lo —nT)] < 


— [pi (+ pii(to—nt)) _U[— pis (TI, Î— pii (to — 27) 
nt < nT LE al ‘ 


< 
Comme p;; (to — nt) +1 pour t —+0 et &, — nt —0, il vient 


Lim Pi >c Ve<s. 
T0 


Vu que 


lim Pie 
T40 T 


les deux dernières relations entraînent 


_ 1— pii (T) 1— pii (h) 
Lin ——"— = sup ———, 
T4 0 L 4 h 

Supposons à =£ j. Choisissons Ô tel que p;:; (> c, p;; (5) > c, 
où 1/2<c<1, pour 0<Ls< nh< 6. Soit LE,, k = 0, 1, ...) 
chaîne de Markov d'espace des phases W et de probabilité de passage 


en une transition p;;j = p;;(h). On a 


pi(nh)=P {6 =j|h—=i}Zz 
n—1 
_ D Pt), ..) Éniee, Er iléo=i} pi; P {ba =jlénu=)> 


1 
ZCDi; > P{H j, ts br Æ j, Er = à | &o = à}. 


r=0 
Or 
P{hÆi, ..., fra, br =ilbo=i}=P{&=ilbo=i}— 


— 2 Pi, DR Gi Æ j, H—j|b=i}P(&=ilh=j}> 


>c—(1—c) 2 Pts, trusi, U=jilh=ÿ>2c—1. 


Donc 
Pi (nh)Zc(2c—1)np;;(h). 


Soit 1 LÔ, h<6, n=|[+ | (partie entière). Il vient 


h  Sc(2c—1) ET 
k 


26—0398 
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En passant à la limite pour 20, on trouve 


—— Pij (h) 1 Pi j (t) 
RS eg ur 


Donc 
—— Pij (h) 1 .… Pij () 
0 des 


Or, en choisissant Ô arbitrairement petit, on peut rendre c aussi 
proche que l’on veut de 1. Donc 


._ pif) pri 
lim 240) 2 Tim PO) L co 
h40 h10 


Si Nc N est un ensemble fini d’états ne contenant pas à, alors 


À — p;; (h) { 
ES > D — Pis), 
jEN: 
d’où 
—a> À di; 
JEN: 
et 


NI 
—G;;> di a; M 
JF 


Les quantités a;; permettent de classer les états du processus. 
L'état i est instantané si a;; — —©; dans le cas contraire il est 
non instantané ou retardateur. Un état retardateur à est régulier si 


2, di = — ii. 
ji 
Dans le cas contraire il est non régulier. 
Soit à retardateur. On supposera que le processus est séparable. 


L'instant € de première sortie de l’état à a alors la répartition expo- 
nentielle : 


P{>1[2(0, ©)=i}=limP {xç(tun, @)==i, k—1,...,n}, 


N — 00 


OÙ 0 = Epg Lim < ee L'tnn =t et MAX(É, n+1 — nr) +0, les en- 
sembles A,—{th1, ..., 1 »-14} Sont monotones croissants et 
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UA,=ANI0, t], où À est ensemble de séparabilité. Donc 


PÉ>1120(0, @)=i}=lim [l pis (Enr — tn, n1) = 


n 
= eXpP {lim 2 In D; (tnn — tn, ) —= exp {at}, 


puisque In pii(fnn—tn,n-1) Pi (nn —tn,n4) 1 Gi (Enr —tn,r-1). 

Supposons maintenant que le processus est continu à droite à 
l'instant 6 de première sortie de l’état régulier i. Trouvons la répar- 
tition de x, (6, w). On a 


P{to(é, @)=j]t0 (0, w)=i}= 


Telle est la signification probabiliste des coefficients a;;. 
Etudions maintenant la dérivabilité des probabilités de passage 
pour { > 0. Si à est un état régulier, alors pour h > 0 


pis (+R) — pis (1) = 2: {pin (A) — Gin] Pas (4) = 
= (pi; (h) — 1) pi (€) + 2 Pin (k) Pa; (€). 
Choisissons W., ensemble fini ne contenant pas à, tel que 
di > Qij LE. 
JEN: 


Si À est si petit que 


À —p;;(h Pij (h) 
nue +al<e 20 ace 
JEN: 
alors 
Pij (h) — pi 1— pii (h) + Ve 

D 
ji, DEN: JEN: 

1— pi; (h Pij (h) 

Lait D a+] ET fi ES + au|+ X . a] < 3e. 
JEN JEN: 


26* 
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Donc 


Pij (t+h)— pi; (t) ji (h) —1 i 
EE pp 3 Ep (| < 
EN: 


<> Op; (D Be. 


ki 
REN; 
Par suite 
Pij (+ h)— pi; (t) 
59 — GP; (€) — D GinPr | <5e. 
REN, 
Comme 
= 
à dinPa;(t) << 2. du =Gjÿ— À dij Le, 
kÆi, REN: ki, REN; JEN: 
il vient 
Pij (t+h)— pi; (t) 
SR  ÉEE D dirPr; (£) | < 6e. 
9 7 ° . r _e lé û d*pij (4) Ur 
D'où suit l'existence de la dérivée à droite net de l'égalité 
dE pij(t) 


— 77 = D) GinPn; (6). 


Le second membre étant continu, la dérivée le sera aussi et par suite 
se confond avec une dérivée ordinaire. On a donc prouvé que 


dpij (t) 
= D dinPhj (t). (1) 


THÉEORÈME 2. Si {ous les états d’un processus sont réguliers, les 
probabilités de passage p;; (t) (i, j € N) sont solutions du système d’équa- 
tions (1), appelé premier système (ou système inverse) de Kolmogorov. 

Montrons que le système d'équations (1) admet toujours une 
solution p4; (t) vérifiant les conditions 1) à 4), pourvu que les coef- 
ficients a;, soient tels que: 


1) —a,;,>0, an>0, kæi; 2) Dam—=0. 
R 


Cette solution peut être construite par la méthode des approxi- 
mations successives. Pour cela mettons (1) sous la forme 


t 
pas()= Buse + | etui 5 au pas (s) ds. (2) 
0 ki 
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Comme 
dpi () «(= Sa: . (t 
me diiPij (t) — > dix Ph; (t), 
ki 
il vient 


d re 
[pie = D aix pr; (t), 
ki 


d Sp — a}; 
as pie = et D aix prs (s) 
ki 


Une intégration entre 0 et # nous donne (2). 
Posons ensuite 


po (+) = ôije"ti, 


pen) (6) = Bje "a + ES amp 0(s) ds (n>0). 


© 


k+i 
Il vient 
t 


the 
pi (6) — pi (0) | ef X aux pl ds, 
ki 


© 


t 
pt (8) — pp (0 = | ef 9 X au [pp (5) — pfg- 0 (5) ds. 
0 


ki 


De (5) et (6) il suit que 0<pt9 (4) <<pD (G)< ... KP (6). 


sn) ()= »; pe (é), de (3) et (4) on obtient 
J 


SO) (4) — et LA, 
t 


sn) (1) = et À en ST aunsn-0 (s) ds < 
d 
t 


405 


(3) 
(4) 


(9) 


(6) 


t 
<efii+ | e%xit—s) > an ds = ei 0; | ets) Js — 1, 
0 


R+i 0 


pourvu que sft-1)({) 1. Par suite Vn 


2 po (6)<1 
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Donc existent les limites 
pij(é) = lim po (+). (7) 


En passant à la limite dans la relation (4) on s'assure que p;; (t) 
vérifie (2). Montrons que p;;(t) sont les plus petites solutions non 
négatives de (2). Soit p;; (t) solution non négative de (2). On a 


pi; (#) > Gije" ti = p{®) (+). 
Si p:; G)>pf%"9() pour un rn>0, alors 
t 
pis (02 jet + À et 9 D aux pin 0 (s) ds = p4 (#). 
0 hi 
Donc 
pa (4) > p{? (4) Vn. 


En passant à la limite, on obtient 


Pis (é) > Pi; (6). 
Pi; est la plus petite solution. Avant d'établir l'équation de Chap- 
man-Kolmogorov nous allons trouver une représentation pour 


Pi; (). 
En utilisant les relations de récurrence (4) on s'assure que 


n 

— $..etiit \ 
po (t)= Gije" ii + > 2 dikGhh, ++ Ah, j X 

r= 1 R+#1 

27 OR k,_+h, 
X | EXP {diiSi + Gnh,S2 + ++. R Sr 
y 
Si + . +s,<t 


+ a;;(t—s1—...—s.)} ds; ... ds, 


(on admet que k,—=i). Donc 


O0 
Eu ..t 
P;; (2) 7 Gije"ti + > > dih, --: ak,_;i X 
r=1 ki 
LPCALTE “3 R,_; FR, 0 


* | EXP {Ga + +. +AR Sr + 
Sa+S2+ .. +s,<t 


+a;;(f—s;— ...—s,)}ds, ...ds,. (8) 
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Notons [T(£) la matrice [[p;;(t)||; soit 
ai 


Ts 
adii 


iÆ j, 
= —a;, H=fni;|, AZ] di; ||. 
0, i— j, 


Tij — 


(8) s'écrit alors 
U (t)= Ze-tA + 


LS Î e-sAATle-sAAI ...e Te Ge ds. (9) 

T=i si+...+s,<t 
(Z est la matrice unitaire). 

La formule (9) admet une interprétation probabiliste simple. 
Soit {x (w), n — 0, 1, ...} chaîne de Markov d'espace des pha- 
ses N et de matrice des probabilités de passage en une transition Il. 
Etudions la suite de variables aléatoires &,, +, . . . attachées à une 
chaîne de Markov et dont la répartition conjointe sachant zx, (o), 
x, (&), . .-. coïncide avec celle de variables exponentielles indé- 
pendantes : | 


P{hi>tlt(o), mo), ...}=exp(— 4, (ot}: 


En d’autres termes, {x, (w)} est chaîne de Markov emboîtée pour 
le processus dont on veut construire les probabilités de passage, 
et {£1; Go, - . .} sont les durées de séjour dans les divers états. Soit 


n n+1 0 
ré, o)=x, (0) si D G<t< D & (>= 0). 
k=1 k=1 n 


Le processus z(t, ©) est défini sur [O, ), th, il s'arrête à 
k=1 


l'instant >, 6, (on peut admettre qu'il est tombé dans l’état 
k=i 


absorbant +). Notons 


Tr r+1 _ 
dpO=P{T( o)=j, D'u<t< X Uz(0, &)=i} (10) 


(la probabilité de passer de i en j exactement en r transitions). 
Il vient 
ms 
Ro (£) Fe Ôj;e !, 
À; À 
qi) (£) D | (4 D PU ET AE k,$2 AkTR Rs ss 
Ris ais k, Site. +s,<t 


—}p S … enr 
e x (24 kr Ar Tin, je AjG $1 de Sr) ds: . ee dSr. 
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Donc, en appelant OM (t) —||o{ (#)||, (9) devient 
IT (4) = > QP (®). (11) 
L'égalité (10) nous dit que 


D (H= ZE P{z(t+u, &)=j, (1, @)=k, 
kR 1=0 


L +1 r r+1 
Z'imt< DU DZ Ueu< » 1r(0, o)=i}= 
m= 1 m=1 n=l+1 n=l+ 


1.e. 
Qu) = D Q0(H QD (u) 


Par suite 


O0 


H(t+u)= > O9 (4+u)= > DUT TP (u)= 
= 2 QT (8) QT (@)=H (HE (u). 


q>0 
On vient donc d'établir l'équation de Chapman-Kolmogorov pour 
Pij (t). 

L'unicité de la solution du premier système de Kolmogorov véri- 
liant la condition initiale p;; (0) — &;; est directement liée à la 
régularité du processus. On remarquera en effet qu’une condition 
suffisante d’unicité de la solution est que 


DPyté)=1 Vi, Vi>0 (12) 
J 


(P:; est la plus petite solution). En effet, si p;;(t) était une autre 
solution non négative telle que D) Pi; (t) = 1, on aurait 


Pi (t)— pi (6) >0 
et 


2 (Pis (E)— Pis (6) =1—1=0. 
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Donc 
Pi (é) = Pi; (6). 
Or, de (10) il suit: 


e w r+1 2. 
Di Pis (é) = > P{Y ELt< D &|z(0, œ)=i}= 
J r=0 R=1 k=—1 


= P {sup È GR >t|x(0, o=i}=P{Y Ex >tix(0, o)=i}. 


Par suite, la condition (12) équivaut à la régularité du processus. 
Dans le cas d’un processus non régulier il est possible de construire 
d’autres solutions du premier système de Kolmogorov. Indiquons 
une autre méthode de construction. On se donne des probabilités 


quelconques px, 2'P» = 1, et on suppose que le processus prend 


l’état k avec la probabilité p, à l'instant À €, (s’il est fini). Les pro- 


babilités de passage d’un tel processus Sort solutions de l’équa- 
tion suivante : 


Pu(=P{r(t o)=;, Du>t]z(0, w)=i}+ 
RkR=1 


t 00 
F2 | Pi> Cr Eds | x(0, @)=i} pps (t—s) (13) 
L O0 k=1 


(on peut passer de à en ÿ en un nombre fini de sauts, ou bien après 
une infinité de sauts). Le premier terme du second membre est con- 


fondu avec p;; (t). Les fonctions 


D(9=P {Ù Be <s 12 (0, oi} 


peuvent être supposées données. L’équation (13) devient 


Pa (= PO + (pu (é—s) d@ (s). (14) 
0 
La solution vérifiant les 7 1) à 4) se construit exactement. 
comme la plus petite solution de l'équation (2). 

Etudions maintenant le deuxième système (ou système direct} 
de Kolmogorov. Formellement il se déduit de l’équation de Chap- 
man-Kolmogorov de la manière suivante: 

5 (HR) — pij (t (A) — Op j 
Puy CN) pu © D pin (t) [ HO) | 
k 


? 
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et en passant à la limite 


<Py O nu UT (45) 


L’équation (15) est Dr car on peut en déduire l'équation 
de la répartition conditionnelle du processus : si P {x (0, ©) = i} — 
— Pi alors 


P{x(é, o)=)j}— 2 PiPij (t). 
En multipliant (15) par p; et en sommant sur à on trouve 


PH o)=i}=  P{x(6, ©)= Ha, (16) 
kR 


Voici encore une condition suffisante de solubilité du deuxième 
système de Kolmogorov. 
Tu£orèMe 3. Si tous les états du processus sont réguliers et 


2 Pin (£) Ann > — © (17) 


pour i donné, alors (15) est réalisée pour tous les j. 
Démonstration. Pour démontrer le théorème 1 on a 
établi que 
1 pi; (h 
ne l< — dii. 
Donc pour 4Æi 


h == 
pay De PR Gi) £ su 


On a 
5 h)— p;; ps 
Pu1GT9) DO 2 Spy (9) [HO #2 |. 
k 


La série du second membre étant majorable par rapport à k: 


> | pu (+) 2H OS LE Y' | Pix (£) nr |, 
k 


on peut passer à la limite pour À | 0. L'existence de la dérivée 
à gauche a été établie au théorème 2. H 

On remarquera que la série de (15) est toujours convergente quel- 
les que soient les probabilités de passage, pourvu que tousles états 
du processus soient réguliers. En effet, 


Pij(t+h)— pi; LIT 1— p;; œ, ‘ÔE D Pa ç) 2550 (®) . 
. h h iR 
R#J 
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en passant à la limite pour k | 0 et comme le théorème 2 affirme 
l'existence de la dérivée _ Pi;(t), on obtient 


dpi; 
D Pin () GR m0 — 4 jjPi; (t). 


R+ 3 


Montrons que la plus petite solution p;; (é) du premier système de 
Kolmogorov est également solution du second. De la majoration 
obtenue il suit que sont définies les sommes 


2 Pin (t) an; = 2 Pin (é) Ant j; 
et par suite le produit de matrices 


H(u) AIT. 
Il résulte de (9) 


t l 
[IL (u) ATle-At-w du = | e-uATle-(-w04 qu + 
] 


(ee) t 
+ > e-AAIT ... ets.) AATIe-(-u)A Qu, 


r=1 0 s,+...+sr<u 


En faisant s,4, = u — S, — ...— s, dans le terme de rang r de la 
somme, on obtient 


Il (u) Alle-U-W4 qu — 


Om, ER 


) eAIIA ...e-Ci-si-e.. sn) ds, ... ds, — 
r=i S1+: . .+sr<t 
= [1 (4) —e-tAT. 
Cette expression s'écrit terme à terme : 


t 
| >, Pi (u) ape 160 du — Pi (£) — ei6i;, 
0 ki 
d’où 
t 
| > Pin (u) ae" du — Pi (£) ei — Ô;j- 
0 kzj 
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En dérivant par rapport à £ on trouve 


_ d - — À: 
>. Pin (t) ap je” = 7 Pij (£) exit =} À Pi; (t)e jt . 
k#j 


en substituant À; — —a;; et en simplifiant par elit on obtient (19). 
Voici encore une condition de régularité du processus. Posons 


BE (exp{ 2 Y G}|z(0, w)=i)=Eexp{—2 DU} (18) 


(E. désigne E,.; la notation E,. a été introduite au $ 1). Les fonc- 
tions g; (À) sont solutions du système d'équations 


8: (À) =E;exp{—AG}E (exp{ — À 2 Ex }| x (Li, @), C1) Fe 


= 2 E; exp {— Ali} Xtxtts, w)=9E (exp{ À 2 CRT (C1 ©) = D) 
Comme 
Eexp{—1 2 Ulz(to)=i}=8;(), 
il vient 


gi (à) — >. Ei exp {— A} Xtxtts, o)=58: (N) = 


J 


Ài dj 
— 2 Vij7 7 85 (À) — 2 bi (À). 
J JFi 


Finalement on obtient l’équation suivante pour g;(À): 
Ag: (à) = 2 ag; (À). (19) 


THÉORÈME 4. Pour qu'un processus soit régulier il faut et il suffit 
que l'équation (19) ne possède pas de solutions bornées non nulles pour 


Démonstration. Si le processus est non régulier, les 
fonctions g; (À) définies par les égalités (18) seront solutions bornées 
non nulles de (19). Soit maintenant le processus régulier. L'’équa- 
tion (19) équivaut à 

8: (À) = Es exp {— Al} 8x,çu) (À) (20) 


(ceci a été établi dans les raisonnements qui nous ont conduits à 
(19)). De (20) il suit 


Bx,(o) (4) = Ex,to)e 6282 (0) (À) ; 
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donc 
gi (À) = Ei exp {— À (Qi + 62)} Sxeco) (À). 
En utilisant la relation 
Sxy(o) (À) = Ex,(o XP {— AGn+1} 8x.) (W) 
on s'assure également que 
gi (A) = Eiexp{— À (it... +bn)} Sxnço) (A). 
En passant à la limite pour rz — © dans l'inégalité 


|: (À) I<E;exp{— À (Gi +... + &n)} Sup | £a (À) | 


et compte tenu de la régularité du processus 


lim Esexp{—A(&i+ ... +6n)}= 0, 
on trouve g; (à) = 0. 

Considérons des processus sans arrêt à nombre fini d'états. On 
admettra que l’espace des phases est confondu avec l’ensemble 
{1, 2, ..., r}. De toute évidence, ces processus sont justiciables de 
tous les résultats obtenus plus haut pour les processus à nombre 
dénombrable d'états. (On peut ajouter à l’espace des phases une 
infinité d'états absorbants {7 + 1, r + 2, . ..} tels que p;; (t) = 0 
pour i<r, j > r.) Si les probabilités de passage vérifient les con- 
ditions 1) à 4), tous les pue du processus sont réguliers, puisque 


—_a;,=lim! m0 ) — lim m > PO) ) _ => a; 
Ry,0 ARTS ji 


(le passage à la limite sous le signe somme est possible, puisque les 
termes sont en nombre fini). Par suite, les probabilités de passage 
sont solutions du DEARUSE système d'équations de Kolmogorov : 


dpi nr 
<PyO = © aan (D DIT vasr. (21) 


Comme 
T T 
2 Pri(t)a;< 2 aj < © 


le théorème 3 nous dit que le second système d'équations de Kolmo- 


gorov est réalisé. 
Soit II (f) = || p;; (t) || la matrice des probabilités de passage. 


Si À = ||a;; ||, (21) re 
I (4) = AT (4). 


Comme II (0) = 7, on a 
IT (t) = ef4, 
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Le processus est régulier en vertu du théorème 4. En effet, la solu- 
tion bornée de l'équation Ag; — DT satisfait l'inégalité 
J 


(A — ai) | 8: L< 2e: | 8; ER | 8; | l'ail: 
Donc si i est tel que | g; | — max|g;|,ona 
J 
(À — a;i) Re | 851 <a l mer | 8; |; 


ce qui n’est possible qu’à la condition que max | g; | = 0. 
J 


$ 4. Processus de naissance et de mort 


C’est ainsi qu’on appelle le processus markovien homogène d'états 
{0, 1, 2, ...} dans lequel de l’état n on ne peut passer qu’en nr — Î 
ou » + 1 et de 0 en 1. Tout état du processus est assimilé au nombre 
d'individus d’une population, le passage de nr en n + 1, à la nais- 
sance d’un individu, le passage de » en n — 1, à la mort d’un indi- 
vidu ; l’autogenèse (i.e. le passage 0 —+ 1) n’est pas exclue dans le 
cas général. Supposons qu'un tel processus est stochastiquement 
continu et à états réguliers. Les quantités 


lim Pii (h)—1 = 
Ry0 


di; 
sont finies Vi—0, 1, 2, ..., et si 
jÆi, 
la probabilité de passer de à directement en j est — À. De la 
it 

définition il résulte que seuls à; ;;, et a; ;, sont susceptibles 
d’être non nuls. Notons 

dijin= hi i,i1 =. 
Il vient 

Piin()=M()+o(é), pi, in (€) =puit +o(t), 


et par suite À; At à o (At) près est la probabilité de naissance d’un 
nouvel individu dans une population de à sujets, et u;Af + o (Ai) 
la probabilité de mort d’un individu. Le processus étant régulier, on 
a dj =—À;—u;. Le premier système d'équations de Kolmogorov 
s'écrit 


7 Pi ()= — it hi) pis (6) + Mipiss, 5 (6) + WiPia, 5 () Mo = 0, (1) 
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et le second 
d 
& Pi; (é)= — (À; +u;) pi; (#6) HX;api, 5-1 (€) + UjH1Pi, j#1 (€) (2) 


(pour j = 0 on pose À, = 0). Pour que le premier système ait lieu 
on admettra que le processus s’arrête à la première accumulation 
de sauts. De (2) on obtient l'équation des probabilités incondition- 
nelles 


7 Pj(t)= —(;+h;) p; (6) + jap;-1 (6) + Ui41P;#1 (8) (8) 


(p; (0), la probabilité que le système se trouve dans l’état j à l’ins- 
tant initial, est supposée connue). Etudions le problème important 
de l'existence d’une répartition stationnaire du processus, c’est-à-dire 
d'une répartition initiale des probabilités telle que p; (£) soient 
constantes. Soient p; (ti) = p;. De (3) on déduit 


— (À; +u;) P; +h;p; 1 HP; = 0. (4) 


On admet que u; > 0 pour j > 0. En faisant j — 0 dans (4) on 
trouve 


À 
— ÀoPo + Pi = 0, Pi Dos 


pour j—={on a 


À À 
UP = (1 + 14) Di — AoPo = Tr Do Pr = —— Po. 
1 Hilo 
Un raisonnement par récurrence nous montre que 
1. , 
PR pus ur P0 () 


est solution du système (4). Pour que {p;} soit répartition de pro- 
babilités il faut et il suffit que 2 px — 1, car p, non négatifs. Par 
suite, une condition nécessaire et suffisante d’une répartition sta- 
tionnaire est 


OO 


RoÂ …. Àp-1 à 
à Mile Mk rs (6) 


si cette condition est réalisée, les probabilités stationnaires sont 
définies par 


AR Ut 
UN DEA | 
Po Fr è Mills +. Mn ; 


koh .… An-1 (1 ss ho .…. ÀB-1 | — 1 _ 
== EEE Lt À + , a { 
Pn Hilo ee Un ja M1 .. Ur : ) 
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Le processus de naïssance et de mort se prête bien à la descrip- 
tion de systèmes techniques. Voici quelques exemples. 

1. Service de machines. Supposons que m machines sont servies 
par une équipe de s ouvriers. 

Dès qu’une machine a un ennui mécanique, soit elle est aussitôt 
prise en charge par un ouvrier libre, soit elle attend son tour si les 
autres ouvriers sont occupés à la réparation de celles tombées en 
panne avant elle. Les machines sont réparées dans la « chronologie » 
de leurs pannes. 

On postulera ce qui suit. La probabilité de panne d’une machine 
entre les dates t et { + At ne dépend pas de feet vaut À (Aë) = AA + 
+ o (At) indépendamment de l’« histoire » de son fonctionnement 
(i.e. de la durée de fonctionnement, du nombre de pannes et de la 
durée de réparation) avant l'instant {. De façon analogue, si une 
machine est retapée par un ouvrier, la probabilité qu’elle finisse 
de l’être entre les dates £ et £ + At vaut u (At) = uAt + o (At) et 
ne dépend ni du caractère de son fonctionnement ni de la durée de 
service avant l'instant {. Les machines fonctionnent, tombent en 
panne et sont remises en état indépendamment l’une de l’autre. 

On dira qu’un processus industriel est dans l’état 6, si à une 
date donnée le nombre de machines en réparation ou en attente 
(i.e. le nombre total de machines en panne) est égal à 4. Une nouvelle 
panne d'une machine se traduit par un passage à l’état € et la 
fin d’une réparation par un passage à l’état € h-1 . Nous sommes donc 
en Der d'un système markovien homogène à nombre fini d'états 
É gs Ep» + + + Ém. Des hypothèses faites il suit 


Re k—0, ..., m—1; 


Pr, n-1 (At) = kuAt +0 (At) pour 1<k<Ss ;: 
Pr, n-1 (At) = suAt + o (At) pour S<k<m ; 
Pa, k+r (At) = 0 (At), F2, 


1.e. nous avons affaire à un processus de naissance et de mort à nombre 
fini de possibles. Dans les notations précédentes 


hr = (m—k)}h, k=0,1,...,m; 
={ ku pour OLA<Ss, 
LE su pour Ss<k<m. 


Il existe toujours une répartition stationnaire qui, en vertu 
des équations (7), est définie par 


pa= Cm (+) Pos #<S, 
= CÀ k(k—1) ... (s+1) er 
Les 


mer Po S<k<KM 
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n=[1+3 (4 3 tn een (ENT 


Ces formules peuvent servir au calcul du meilleur rapport nombre 
de machines — nombre d'ouvriers dans des conditions concrètes 
de production. 

2. Réseau téléphonique. On a souvent affaire à des schémas ana- 
logues au précédent mais avec m — oc. C’est le cas par exemple d’un 
interurbain de s lignes et d’un nombre pratiquement illimité d’abon- 
nés. Les unités à servir sont ici les abonnés, les servants, les lignes. 
Le rang de l’état du système représente le nombre d'abonnés en 
attente de service. S’ils sont en nombre >> 5, ils font la queue et 
attendent une ligne libre. Contrairement à l’exemple précédent, 
on admettra que la probabilité que dans l'intervalle (4, £ + Aë) 
un abonné fasse une demande est égale à À (Aë) — AA + o (Ab), 
et celle de plus d’un égale à o (At) (ces probabilités ne dépendent 
pas du nombre d'abonnés ayant passé une demande avant l’instant 
considéré). Nous conservons le même régime de service que dans 
l'exemple précédent. Dans ces conditions on a 


Ân = À, Ua = ku pour # < s; 4 = su pour 4 > s. 


Pour qu’existe une répartition stationnaire il faut et il suffit 
que la série 


| pu { À \k 
SD numt D reg) <o 


R 
soit convergente, 1.e. À << pu. 
La répartition stationnaire est donnée ici par: 


{ À \k 1 

= 7 (+) TS: OLA<Ss, 
4 À \hk 1 

Dh ST sh (=) TS? HS. 


3. Fil à tisser. Le fil à tisser est un faisceau de fibres dont le 
nombre en un point donné varie suivant la longueur. Si 1 on suppose 
que la longueur d’une fibre obéit à une loi exponentielle fixe négative 
ne dépendant ni du nombre de fibres en un point quelconque du fil, 
ni de leur longueur, et que la probabilité d'apparition d’une nou- 
velle fibre dans l'intervalle (f, £ + At) est égale à À At + 0 (Aÿ) 
et ne dépend ni du nombre de fibres, ni de leur longueur, alors wv (#), 
nombre de fibres au point {, est un processus de naissance et de mort 
de paramètres 


Ân = À Un = AL, 
où L est l'inverse de la longueur moyenne d’une fibre. 
27—0398 
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Soit à déterminer la loi de répartition de T, ;, instant de première 
arrivée dans l’état s à partir de l’état r (r< s) d’un processus de 
naissance et de mort. Posons 


Fr, s(t)=P {trs <t}, 


Er. (2) — | er, ,(t)=Ee Tres (2> 0). 
0 


En utilisant la propriété du processus d’être markovien fort, le 
fait que l'instant 7%, ,4, est markovien, x (t, ,44, ©) = r +1 
(x ({, ©) est une réalisation du processus) et enfin l'égalité (20), 
$ 2, on trouve 


Po, r {T,. 8 > t} —= Eo, P {T,. s > ‘| Cr, 0 
- : i « 0 — 
an Eo, T P {z (+, r+19 a) <S 1< 127]Cx,, = 
. i 
= Es, r lim Pr, rat” Tp, pag 0) {z eo + Tr, r+4s o) <S$, 
DL A Tr, T+1 < t} 7 Eo, T (Po, r+1 {Tr+1, S > i— U}lu=r,. ns) Fa 
= Es, — Frs 8 (Tr, r+1)]. (8) 


Donc 
t 
Fe (#)= | Fous, s (tu) dF, 41 (u). 
0 
Par suite, 
Pr, s (2) = Pr+1,s (2) Pr, r+1 (2) 
et 


Pr,s (2) = Pr, r+1 (2) Pr+1, r+2 (z) o.. Ps-1,5 (2). (9) 


Pour trouver la fonction ,, ;+, (z) on se servira de l’équation suivan- 
te : si €, est l'instant de première sortie de l’état r (r > 0),ona 


Po, r Tr, r# <= Por LEE Z (Gr: @)=r+1}+ 
t 

+ Por(&eds, 2 (6, 6)=r—1} Ports is} (10) 
() 


Cette équation peut être déduite à l’aide de la propriété d'être mar- 
kovien fort du processus exactement comme la relation (8). La trans- 
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formation de Laplace donne 


OR 
Pr,r+1(2) = Ee-r Fr der NET Te Pr-1, r+1 G)|= — 
_ hr br Lr _ 
_2+hr+ur = kr + Ur Pan @]= 
= Âr Mr 
DES ere NE 2Eh Eu Pr-1, r (2) Pr, r+1 (2). 
Donc 
Âr 
Pre oi a. 


La formule (11) permet de déterminer successivement , ,+1 (2), 
pourvu que soit connue ®o. 1 (z). Or, par définition T5, — Co, donc 


À 
Po. (2) = (12) 


Les formules (12), (11) et (9) permettent de calculer @, ; (s) pour 
rs. 

Etudions maintenant les conditions de régularité du processus 
de naissance et de mort. On se servira du théorème 4, $ 3. Le système 
d'équations (19), $ 3, devient 


À Lo = — ÀoLo + ÀoL1 
Àgn = — (Ag + Un) £n + Anar + Uagas, kX 0. 


On voit qu'on peut définir tous les g;, en fonction de g,. Si g, est 
nul, tous les g; le seront ; si g, Æ 0, le rapport g,;/£8, est défini de 
façon univoque à partir de (13). Notons g,:, — g, — fr. La deuxiè- 
me expression de (13) donne 


(13) 


À 
ne 


get AL EE (= HE 
_ À He NN Pr M1 
TT RE Eh + À _. Eh ++ u La ; — Eh-2 + : 
+R at Îo- (14) 


Soit g9—1. Tous les g, >0 et pe Donc gx, croît avec k. 
Comme lo = 80 en remplaçant dans (14) tous les g, par g,—1, 
on aura 


MAUR -1 Et CR 
fa ZX [— Àe RE Trees . + ARAh-1ÀR-0 RE DR + ÀR 5.60 | | 


27% 
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La condition 


< 1 Un n°: 
2 [atteste + RE ]< © (15) 
n= 

est une condition DÉSSsSAe d'existence d’une solution bornée du 


système (13), puisque > fr = Ent — £o- Remplaçons maintenant 


tous les g, par g, dans A4). On trouve 
À 
h<[ +... L Re IE 
gun [1 ++. pr n< 


<erexp {af +... +), 
Donc, pour g,-=1 


SUP 8n <'EXP a > ÉRLE “en 
R=1 


et par suite la relation (15) est une condition suffisante pour que 
la solution de (13) soit bornée. 


THÉOREME 1. Pour qu'un processus de naissance et de mort soit 
régulier il faut et il suffit que 
1 n Mn +. 
2 etre Le + HSE = + 00. (16) 
= 
Nous allons traiter un cas spécial de processus de naissance et de 
mort, celui où x = 0, # = 1, 2, ... Un tel processus est dit de 
reproduction pure (ou de croissance). Ici, de l’état à on ne peut passer 
qu’à l’état à + 1. Les réalisations de ce processus sont des fonctions 
croissantes à valeurs entières dont les sauts sont tous égaux à l'unité. 
Un tel processus peut servir de modèle mathématique d’enregistre- 
ment d’un phénomène se déroulant à des instants aléatoires. 


EXEMPLE.  Désintégration de la matière. Une matière radio- 
active (appelée matière-mère) donne naissance à une autre matière 
radio-active (1-ière fille) d’où naît une 2-ième matière-fille, etc. 
Fixons un atome de matière-mère. Il se trouve dans l’état initial 
pendant un intervalle de temps aléatoire, puis se désintègre et se 
transforme en atome de 1-ière fille, et ainsi de suite. La probabilité 
de désintégration de l’atome dans l'intervalle ({, s) ne dépend pas 
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de la durée de vie jusqu’à l'instant £ et tout état de l’atome possède 
une durée moyenne de vie déterminée égale à l; — - Un exemple 
de telles chaînes nous est fourni par la désintégration des isotopes 
d'uranium et de thorium dont le produit final est un isotope stable 
de plomb. De ce qui précède il suit que le processus aléatoire décri- 
vant la désintégration de l’atome est markovien. 

Les équations de Kolmogorov s’écrivent : 

premier système : 


Piÿ(t)= —pi;(t) + pin, ;(), iZ20, 
second système 


Pi(é)= —pi;(t)h;+pi a) his jZi+1, 
Pi (t) = — pi (t) lo: 
À ces équations il importe d’ajouter les conditions initiales 
Pij (0) = 6;; j' Trouvons la solution de ces équations. 


Si i>> 7j, conformément à la définition du processus de crois- 
sance on posera 


(17) 


Pij (t) SE 0, 


ce qui, évidemment, est solution du système (17) vérifiant les condi- 
tions initiales. Le système d'équations (17) devient désormais récur- 
rentiel (pour à fixe). 

Tirons tout d’abord p;; (t) de l’équation 


pu(t)=ipai(t), p:(0)=1, 


et ensuite successivement les fonctions pi, ;+1 (é), Di, + (t) pour 
chacune desquelles (17) est une équation différentielle ordinaire 
linéaire. On obtient d’abord p;; (t) — e-hit et ensuite 

t 


Piÿ(t)= | exp{—A;(t—s)} pi, j-1(s) ds. 
0 


La solution analytique du système (17) s’obtient sans peine avec 
les méthodes classiques du calcul opérationnel. 
Considérons à cet effet les transformées de Laplace des fonctions 


Pis (): 


CO 


P;;(z) = | e*tp;; (t) dt. 
0 
On a 


À er tpis (2) dt = 25 (2) — 6. 
0 
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Les équations (17) deviennent 
2j (2) = — jp; (2) + jaPi, 541 (2) 1 >, 
2Qii (2) —1 = — pi (2), 


d’où 
| Àj-1 . L 
Pi =, Pi A, Pit J>t, 
et 
j—1 1 
DONTEOETOE 
k=i 
où 


ve)= [] +) 
R=i 


Si les À, sont tous distincts, on a 
j 


1 1 
Vi(z) = À (+2) ÿ(—Ax) ° 


Cette formule nous permet d’écrire ;; (z) sous la forme 


j—1 j 
1 
PQ (Th) 2 pme: 
k=i k=i 
Comme qi (z) = — — est la transformée de Laplace de la fonc- 
tion eh, on trouve 
pi(t)=0 pour j<i, 
j—1 y] "nt 
… 1 ; ; 
Dij @= (II M) 2 Te (—Âx) pour 1>1, 
k=1 R=i 
Pii (£) 7 ei, 
où 


Ÿ Ch) = Î] it) 
Th 


On a donc obtenu la solution analytique des équations (17). 
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Le processus est dit à croissance linéaire si À, — KA. Dans ce cas 
Pa (é)=i(i+1) ... G—1) AT x 
d —A\ht 
Us MG —E) (+R). (—1)1  G—) 


= emiMCIT (1 — eh), 


La répartition correspondante est dite de Yule-Furry. On remar- 
quera que (E (0) = i) 


EË(t) =ieht, Var E(t)—ieht (eht 1), 
La chaîne emboîtée d’un processus de croissance vérifiant 
Por {tn (@) =n +r} = 1, 


le théorème 4, £ 2, nous apprend que la condition 


O0 


1 
+ —= O0 
2 
Rk=0 
est une condition nécessaire et suffisante de régularité du proces- 


D 


sus. En particulier, le processus à croissance linéaire est régulier. 


$ 9. Processus branchus 


Les processus branchus constituent une classe importante de 
processus markoviens à nombre dénombrable d'états. 

Supposons qu’on observe un système physique composé d’un 
nombre fini de particules de même type ou de type distinct. Toute 
particule peut disparaître ou transmuter indépendamment des autres. 
Les phénomènes décrits par ce schéma sont assez courants dans la 
nature et en technique : tel est le cas notamment des orages de rayons 
cosmiques, de la traversée de la matière par des particules élémen- 
taires, de l’évolution de populations biologiques, de la propagation 
d'une épidémie, etc. 

La définition exacte de tels processus dans le cadre de la théorie 
des processus markoviens débouche sur la notion de processus bran- 
chu. 

Soit z le nombre des divers types de particules. L'état du système 


> à l'instant £ est caractérisé par un vecteur à valeurs entières 
v (8) = {v, (), va (), . .., va ()}, où vw; (é) est le nombre de par- 
ticules du type i, existant à l’instant t. Dans la suite on identifiera 
l’état du système Z à l'instant { au vecteur v (f). S'agissant du carac- 
tère de l’évolution du système Z, on admettra ce qui suit: quelle 
que soit la particule considérée à l’instant £, son évolution ne dépend 
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ni de la date et de la façon dont elle est apparue, ni du caractère 
de l’évolution des autres particules constituant le système ZX à l’ins- 
tant 2. 

Soient &, f, . .. des vecteurs n-dimensionnels à coordonnées non 
négatives entières : 


a = {a4, Go, ss ae} B = {b,, bo, O0) 


Introduisons les probabilités de passage pes (4, t,) du système Z 
de l’état & à l’instant #, à l’état B à l’instant £, : 


Pas (tir te) = P {V(t) =$]V(t) = a}. 


Soit {i} (i = 1, ..., n) l’état du système Z composé d’une seule 
particule du type i. 

L'hypothèse faite sur le caractère de l’évolution du système ZX 
se traduit par la formule 


n A 
Pa (1: t2) = > [ UT Puy BG (£1, ta); (1) 
n A; 1=1 7=1 
>, 2647-50 
i=1 j=1 
où la sommation est étendue à tous les vecteurs f? de coordonnées 
entières non négatives (j = 1, ..., a;, i—1Â,...,n), qui ont 


pour résultante le vecteur $. Si a; = 0, on pose 


€ : 
i 
1 Pi pi (ét Le) = 0, 


Un processus branchu est donc un processus markovien dont l’espace 
N des états possibles est l’ensemble des vecteurs n-dimensionnels 
de coordonnées entières non négatives et de probabilités de passage 
vérifiant (1). 

Dans la suite on n’envisage que des processus branchus homogè- 
nes, C'est-à-dire des processus tels que 


Pas (1, to) = Pop (ta —t4). 


Nous allons voir des processus à un type de particules (n = 1). 
Toute particule évoluant indépendamment des autres dans un proces- 
sus branchu, on peut admettre qu’une seule particule existait à 
l’instant initial. A la longue soit elle disparaît, soit elle se trans- 
forme en k particules de même type (première génération). 

Toute particule de la première génération « vit » indépendamment 
des autres et elle est justiciable des mêmes lois probabilistes que l’ini- 
tiale. À un certain moment soit elle disparaît, soit elle se transforme 
en une particule de la deuxième génération, etc. Le processus tout 
entier est décrit par une fonction aléatoire v ({) à valeurs entières, 
égale au nombre de particules existant à l'instant # (v (0) = 1). 
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L'ensemble de tous les états possibles du processus est la suite 
des nombres naturels 0, 1, 2, ..., l’état O étant absorbant: si 
v (4) = 0, alors v ({) — 0 (=> 5t,). Le processus est dit dégénérant 
si v (é) — 0 presque sûrement. Dans les autres cas v ({) — 0 avec une 
certaine probabilité au bout d’un intervalle de temps fini. Cette 
probabilité s'appelle probabilité de dégénération du processus. Il 
est possible que v (f) croisse indéfiniment avec {. Dans le cas d’une 
réaction nucléaire cette situation peut être interprétée comme une 
explosion. Donc, en théorie des processus branchus on s’intéressera 
aux problèmes suivants: quelle est la probabilité de dégénération 
d’un processus branchu? Quel est le comportement asymptotique 
de v (£)? 

Soit D; j (&) probabilité conditionnelle que le système comporte j 
particules à l’instant { + + sachant qu’à l'instant t il en comptait i. 
La méthode des fonctions génératrices se prête bien à l’étude des 
problèmes de la théorie des processus branchus. Soient k L 
fonctions génératrices des répartitions {p;; (t)}}, j — 0, 


S 


hi 9= TS dpn(0,11< 


Les probabilités p;; (t) (à fixe) sont associées à la répartition de 
la somme de à variables aléatoires indépendantes, de même répar- 
tition et de fonction génératrice f; (z, t). Donc 


fi Ce, 0 = [A CG, off. (2) 


Pour déterminer la fonction j, (z, t) on pourra se servir de n’im- 
porte quel système d'équations de Kolmogorov ($ 3). 
La théorie générale affirme l'existence des dérivées 


lim —=— PO =0d;, j>1, lim —Pu O O _} 
t—0 t—0 


Supposons que bi = bg + > b;j<< . Donc a lieu le premier système 


d'équations de Rolnoso rot: 


dpi (t s 
PO pp; (0 + D bxpns (6). (3) 
hr 
En multipliant les deux membres de (3) par 27 et en sommant sur 


j de 0 à co, on trouve 


HD — difi(zt) + D bafn(z,t)(1z1<1) 
h=0 
he 1 
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ou en vertu de (2) 


1G9 _ — dif (2, t)+ D Def" (2, t), 


R=0 
R#1 


Où f (2, ét) = f,(z, t). En définitive on obtient l'équation diffé- 
rentielle non linéaire suivante : 


of 
où 

u (2) =bo—biz+ 2: bus” (1z1<1). (9) 
A l'équation (4) il faut ajouter la condition initiale 

f (, 0) = 2. (6) 
La solution de l'équation (4) qui vérifie la condition (6) s’écrit 
d 
pO—pa=t gel. (7) 


Supposons que sont satisfaites les conditions d'existence du 
second système d'équations différentielles de Kolmogorov. À noter 
que la définition des processus branchus nous conduit aux formules 
suivantes : 


Pr (t) = (1 — bit) +o(t) = 1— kb (6) +0 (6), 
Pr, ni (t) = (1 — bit)" bot + 0 (8) = kbot + 0 (#), 
Pa,r-j(t)=0(t), 122, 
Pa,n+ ()=k(1— bit) b;ht+o(t)=kb;;it+o(t), j21, 
d'où il suit (dans les notations du $ 3) 
Qjj= J0s, 4j, j-1 = j00, 4j, 2x = 0, k2>2; 
Qi, jt — Jon+s, k 21. 
Donc, pour les fonctions p,; (£), le système d'équations (15), $ 3, 
s’écrit 
HO (j +1) Bopi, j+1 (€) — Ï01P45 (€) + 


+ (j—1) bepr, ja (t) + ce. +b;p1 (€). (8) 


En multipliant (8) par z’ et en sommant sur j de O0 à , on obtient 
une nouvelle équation pour la fonction génératrice f (z, t): 


Of(zt) _ Of (z, t) 
— 5" =U() (12 1<1), (9) 
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où uw (z) est définie par (5). À cette équation il convient d’ajouter la 
condition initiale (6). La solution des équations (9) vérifiant la 
condition (6) est 


f d 
fa n=v(t+ |), (10) 
0 
J d 
où v(t) est l'inverse de é = (2) =| 0 . Gette solution est 
(] 


confondue avec (7). 


EXEMPLE. Posons 
u()=p—{(p+9z+ gx. 


Dans ce cas, au bout d’un intervalle de temps té, une particule dispa- 
raît avec la probabilité pt + o (t), ou bien se transforme en deux 
particules avec la probabilité gt + o (£), ou bien encore se conserve 
avec la probabilité 4 — (p + q) t + o (t). La probabilité de trans- 
mutation en plus de deux particules vaut o (t). On a 


Z z 
dz dz { z— 1 
e@=| u (2) “4 PE o star gp > —P @F 9). 
Pour la fonction inverse z =" ({) on obtient l'expression 
1 — pet (1-8) : 
OS man els: 


d’où 
—B—B (—1) 8 TP) 


f(z:t)=v(t+(z)) = ee 


En développant jf (z,t) en série sur les puissances de z 


1 — et (a—P) (A—B}2 (4— ef (a-P)jn—1,t (ap) 
f(z; DRE +5 M er Sn. 
IT 6 et(a—p) ] ? 


on est conduit aux formules: 
4—et(q-p) 
PoË=—— ; (11) 
4 — — et (q-p) 


ê 


à (1—et(a-pr}n let (g-p) 


Pan =U-RŸ Grammar —, #=1,2,... (12) 
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Traitons le cas p—gq qui a été exclu précédemment. On a 
Z 
dz À z 


=) ar =Wÿ(t)=1— 


__— 
1+ pt ? 


d’où 


ù 
. 


_ __. À —z HULL 
Î (z, t)=2(t+p(z))=1 TE pt(i—2) — — +> porn À 


Donc 
Pot) =» (13) 
Dell Pepe (14) 


(+ pt}? ? 


Les formules (11) à (14) entraînent aussitôt les relations asympto- 
tiques suivantes pour £ —+ © : si g < p, alors 


Pio() +1, paint) +0 pour n21,t—o; 
si g>p, alors 
Pio(é)—B(B<1), pin (t)—>0 pour n>1, t—+ oo. 
Dans le premier cas (q < p) le processus branchu dégénère pres- 


que sûrement, c'est-à-dire toutes les particules finissent par dispa- 
raître. Dans le second cas (q > p) la probabilité de dégénération du 


processus est f — LE Li; si les particules ne disparaissent pas, 
leur nombre croît indéfiniment avec t. En effet, 


N 
1 
PER MO ee 2 Poule, VN. 


Etudions le comportement asymptotique pour { — © d’un proces- 
sus branchu dans le cas général. On aura besoin des moments de 


v (6). 
Cependant, avec les fonctions génératrices il est préférable d'uti- 
liser les moments factoriels. Posons 


ma D) =Elv OO —1)...(vB—k +1). 


On établit sans peine les équations différentielles linéaires vérifiées 
par les moments factoriels m4 (t). Supposons que 


k=1 


$ 5] PROCESSUS BRANCHUS 429 


Alors pour | z| << 1 une dérivation par rapport à z de l’équation (4) 
donne 


MD y (fm (sd, (45) 
où 
ma (2, 1) = f (2, à) = Ev (6) 26, 


u'(2)= — bi + D kbyzh 1. 
k=2 
De (15) et de m, (z, 0) —1 il résulte 
t 
Vu’) at 
mu (2, t) = eù (z1<1). 
Pour z—1 on a u'(z)—>— bit. S _ Kby = mu << 00 et f(z,4)11 de 
façon monotone et partant fon ément en £{. Par suite 
lim mi (z, t) = ent, 
zti 
D'autre part, le théorème de Lebesgue nous dit que pour z À 1 
lim mi (z, t)=lim Ev(t)z 0 =Ev(t)= À kp, (6). 
zti zt1 R=1 
Donc 
mu (Ë) = em), (16) 


Ce résultat se généralise immédiatement aux moments factoriels 
d'ordres supérieurs. 


LEMME 1. Si 
m= D)n(n—1)...(n—r+1)b, <oo, r—1,..., k, (17) 
n=1 


les moments factoriels m, (t), r — 1, 2, ..., k, de v (t) sont finis et 
solutions des équations différentielles linéaires du premier ordre à coef- 


ficients constants. 
Pour le prouver dérivons l'équation (4) successivement par rap- 


port à z([z | <Â). En posant 
ORf(z,t) 21 
ma (2, = = ECG) (VE —1) (VE) —k +1) 205), 


on trouve 


Oman D (pme (2,2) +u" (Pme, à) 


(18) 
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Où Fy (z, t) est un polynôme en mu (z, t), .. ., mp (z, t) dont les 
coefficients dépendent linéairement de u” (f), ..., ut" (fj. A ces 
équations il faut ajouter les conditions initiales 


mn (G, 0) = 0, k = 2, 3, ... 


La solution de l'équation (18) est de la forme 


t | 
fucat £ —(u( de 
ma (z, t)=e0 | Fy(z, the 9 at. 
0 


En raisonnant par récurrence et en se servant des mêmes considé- 
rations que pour le cas À — 1, on obtient 


t 
mg (6) = Lim mx (2, 4) = em | PF, (A, Te-mr dx ; 
cé 0 


on voit que m, (t) est solution de l’équation (18) avec z — 1. 


En particulier, 


ma (= (emt—1)emt (m0), (19) 
Mo (t)—= Mot (m1 = 0). (20) 


La fonction w (z) (cf. (5)) est importante dans l'étude du com- 
portement asymptotique du processus branchu. Considérons cette 
fonction pour les valeurs réelles de z. A noter que 


u (0) = 20, u(1)=bo—bi+ à by = 0, 
Z2 
u"(z)>0 pour z2>0; 


on admettra que les b, (k=>2) ne sont pas tous nuls. Donc u” (z) 
est convexe vers le bas pour z > 0 et par suite possède au plus un 
zéro sur l'intervalle ]0, 1[. Passons à la définition de la probabilité & 
de dégénération du processus branchu v (f). Les événements 
{v (4) = 0} formant une classe monotone croissante, on a 


a = P{limwv(é)=0}= lim P {v({)=0}— lim p;, (é). 
t— 00 t— 00 00 
THÉORÈME 1. La probabilité de dégénération d'un processus 
branchu est confondue avec la plus petite racine non négative de l’équa- 
tion u (x) = 0. Si 


u'(1)=mi= — 0 + > kby << 00, 
k=2 
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alors 
a | —1 pour u'(1)<0 
<1 pour u"(1)>0. 
Démonstration. Puisque p,o(t) = f(0, t), de (4) it 
suit 
PO ou (pro(#), Po (0) —0. (21) 


Si bo = 0, p1 0 () = 0 est solution de l’é équation (21) et le théorè- 
me À est trivial. Soit b, > 0. A noter que si x, est la plus petite 
racine positive de l’équation u (x) = 0, alors p, o (to) << Tor Vt > 0. 
En effet, si pb 0 (to) = To, to > 0, en vertu de l’unicité de la solu- 
tion de l équation (21) on aurait p, 0 (Ë) = To, Ce qui est impossible. 


Comme d'autre part existe œ= lim pi0()<1, de (21) suit. 


l'existence de lim Piott)=u(a). D'où ñ “résulte que u (a) —0 sinon 


i 
NOR NT croîtrait indéfiniment. On a donc. 


lo 
montré que œ—Z%Zp. Si zo <<, la fonction u(x) est croissante au 
point x—1 et la dérivée u’ (1), si elle existe, est > 0. Si x, = 
alors u”(1)<0. 
Etudions maintenant le comportement asymptotique de la pro- 
babilité p, , (t) pour £ —+ pour les processus dégénérants (x = 1). 


THéORÈME 2. Sim = u' (1) L'O, ma = u” (1) < oo, alors 
Kemit pour m <0 et un K>0; 
1— pot) — 2 


at POur mu = (. 
Démonstration. Posons 
Q À) = 1 — pr 0 GE). 
La fonction q (t) est solution de l'équation 
dq 


= —u(—g(), g(0)=1. 
La formule des accroissements finis nous montre que 


DE —u(1)+g(0 uv (E)=g(tu' (E), 


où Ë est compris entre p, o (t) et 1. Comme u’ (x) est une fonction 
monotone croissante et que ë +1 pour { ——o, on à u’(E) — 
= u" (1) — e (t), où e (t) > O0 et lim e (#4) = 0. Par suite 


À = q(t) (ms —e (#)), 
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d’où 
t 
Mal E(Tt) dt 


g(il=e ! 
On remarquera que (6 < & < 1) 
0O<etj=u (1)—-u' (E)=u" "(O1 —-Ë < 
Lu" (A) (A — ps 0 () & maemit, 


donc l'intégrale | e (t) dt est finie. D'où il résulte que pour m << 0 
0 


q(t) — Kemt, où K—exp (— | e dt) : 
0 


Traitons le cas m —0. On a 


D u(i—g()=—u(1)+q(u (1) Lu" (E), 
Où EE ]Piot), 1[. Comme u”(Ë;)—>u"(1) pour to, il vient 
I — ro (m, +e (é)), 


où e({)—>0 pour £é—+ oo. D'où il suit 


2 2. 1 
q(t)= Pt — mai +o(+). 5 
mat+ | e (7) dt +2 
0 


Complétons le théorème 2 des résultats relatifs au comporte- 
ment asymptotique des probabilités p, ; (t) pour des processus dégéné- 
rants. 

lim p,,(t)=0 (n=>0) implique limf(z,t)—1. Posons 

100 t— 00 


gaz, t)=1—#f6(z, t). 


Pour z—0 on a gqg(0, t) = 1 — f (0, &) = 1 — p,, () = q (t) — 
= Keit, Admettons que telle sera la vitesse de décroissance de la 
fonction q (z, t) pour z = 0. Posons alors 


, 1 — 9 
pU, = TR, (22) 


On remarquera que la fonction 


CA EE UTC ETES (23) 
1 


n = 
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peut être considérée comme la fonction génératrice de la répartition 
conditionnelle du nombre v (f) de particules sachant que v (ri) = 0. 


TaéorèMe 3. Si m —u" )<0, m, — u" (1) < oo, alors 
pour t + oo la répartition conditionnelle du nombre v (t) de particules 
sachant que V () > 0 tend vers une limite dont la fonction génératrice 
f* (z) est égale à 

dz 
m: le 
f*(z)—=1—e 9 : (24) 

Démonstration. Soit la fonction oœ(z, tj. De (4) il 

résulte que œ (z, é) _ solution de ue 


Ô 
= — ue ( op) + Eu (1—a (0). 
Le développement du second membre en série de Taylor s’écrit : 


F= ns nie à 


None Te u(1)—9 (é)u’ (1 +50 à Qu" (1) +8) |, 


où EU" (£,) —u" (1), e = u" (62) — u” (1), ë (resp. £.) un 
nombre compris entre f (z, £) et 1 (resp. entre f (O, t) et 1). Les fonc- 
tions €; (i — 1, 2) tendent uniformément vers zéro dans tout domai- 
ne |2[<p<1 pour t +00. L'égalité précédente s’écrit encore 


D OP nes) +108 (ma + 8). (25) 


À partir d’un £ assez grand on aura 
q (t m 3 
T < DT (me +) = mg (4) 


d’où 
’ 
3 
+ m3 { amar 


@(z; t)<(z, Lo) € Lo 
La convergence de l'intégrale | g (x) dv indique que la fonction 


Lo 
œ (z, t) reste bornée pour { —+ oo. Donc on peut écrire l'équation (25) 
sous la forme 
dc l 
MIO fm (A—p+el,  p(z 0) =1—2, 
OÙ € — £9 — De —>0 pour { —+ oc. En mettant la solution de la 
dernière équation sous la forme 
t 
+ | at) Im (0, v))+e1 dr 
p(z, t)=(1—z)e © 
28—0398 
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on s’assure de l’existence de la limite 


limoœ(z, t)=K (z). 
100 


De (25) il suit que lim + — (0. Comme o (z, t) est une fonction 


analytique dans le dique | z | << 1 et que toutes les limites utilisées 
ont lieu uniformément dans tout disque | z | < p << 1, la fonction 
K (z) est aussi analytique dans | z | << { et 


ôp(z, t) _dK(:) 


lim ——=— EE 


1—00 
uniformément dans tout disque | z | < p << 1. Pour déterminer la 
fonction Æ (z) on se sert de l'équation (9). En y portant f (z, t) — 
— 1 — q(t) p (z, t), on trouve 

0 (z, t 0 (z, t 
—q'(p(s 9 eu (29 (9 PE. 
En divisant par q (f) pour f — co, et puisque g” (t)/q (t) —>m, (cf. 
démonstration du théorème 2), on obtient 


mk (2) =u() ©, 


avec Æ (0) = lim (0, t)—1. Donc 
00 


” dz 
ÉG=e do, 
4 (+f 75 
1—f(z, D —g(t)K(z)=e d : 


Nous allons établir l'expression du nombre moyen de particules 
à l’instant £{ sachant que le processus n’a encore pas dégénéré. 
On a 


mt (D=EL OV O >=. (26) 


d’où, en vertu du théorème 2, l’on déduit les relations asympto- 
tiques pour £ —> co : 
1/K pour my < 0, 
m*(t) — mot/2 pour mi=0, 
emit/({— a) pour m > 0. 


$ 5] PROCESSUS BRANCHUS 435 


Pour m, > 0 le nombre w (f) de particules sachant que wv (t) > 0 
croît indéfiniment. Posons 
* ___v(t) 
N* (&) = TO 
On a alors E {v* (£) | v* (&) >> 0} = 1. Etudions le comportement 
de la limite de v* ({) pour { —> co. 

On a intérêt à passer aux fonctions caractéristiques puisque tout 
laisse à croire que, si elle existe, la répartition limite de v* (#) 
sachant que v (ét) > 0 sera répartition continue sur la section [0, oo. 
Pour la fonction caractéristique g (À, {) de la variable aléatoire 
v* (4) sachant que wv (t) > 0 on a: 


4À 
00 


in PTTE 
CN ro Pan Gt) __f(e"®, #)—5f (0,4) 
g(A, t) >, e TS ou 0 


n=1 
ou 
iÀ 
A— fem) 
8 =. (27) 
Traitons le cas m, = (. 
TH£ORÈME 4. Si m1 = 0 et m3 << ©, alors 
: 2v (t) nn ee. 
lim P y <elv( > 0}=1 e—®. (28) 


Démonstration. En posant 
Ÿ (z, t) = 1 — f (z, t), 
on déduit de l’équation (4) 


= up) = Lu" (1)+e (6), pe, 0) =1—2. 


Le processus étant dégénérant pour m1 = 0, on a 1 (z, t) —0 pour 
t — oo uniformément dans le disque | z | << 1. D'où il résulte que 
€ () — 0 pour t —+ co uniformément en z, | z | < t. Une intégration 
de la dernière équation donne 


{ 
1 | | 
VE, 0) = [rot+ | e (1) dr ] | 
0 
d’où 
. qg (1) _ 
es “pag 
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m* (t) 


a m0 + o(p | | +4) -1+1 
| 


et 

1 
1—iX ° 
La fonction g (À) est fonction caractéristique de la répartition 
F (x) =1—e"* pour x >0, F (x) = 0 pour x < 0.E 

Pour m, > 0, q({t) tend vers 1 — «x = 0. La normalisation à 
l’aide de la fonction g (t) ou le passage aux espérances mathématiques 
conditionnelles sachant que v (f) > 0 ne présentent donc pas grand 
intérêt. Prouvons le théorème suivant : 


g(Q)=limg(k, t)— 
+00 


THÉORÈME 5. Si m > 0 et m, < oo, la quantité v (t) erut 
converge en moyenne quadratique pour t —+ oo vers n = L.i.m. v (t)e”mui, 
dont la fonction caractéristique g (À) est solution de l'équation fonction- 
nelle 


g() 
u (U) — — 1 
(1—g(h)exp { — CT OT qu in. (29) 


On se servira du critère de Cauchy pour prouver la convergence 

en moyenne quadratique de v (é) = v (t) e-mut, Soit t <f'. On a 
E(v(t)—v (4) EN (2 Ev (#)2—2E (v (8) v (1). 
De (16) et (19) il suit 
Ev(é)2- my/m, pour é— 00, 
La définition et l’homogénéité du processus branchu nous conduisent à 
E(v(v())=Ev() E{v()]v(6}=Ev (1) Ev('—+), 
d’où, en vertu des mêmes formules (16) et (19), il résulte 
E (4) v(#)) — ma/mu. 

Donc E(v(t)—v(#"))}2—0 pour #, oo et existe n—l.i.m. v(t). 
En mettant l'équation (4) sous la forme di 


df um) y, 
PT ET FC TL ni À 


et en intégrant par rapport à £ de O0 à £, on trouve 


—_ mi (v—1 
In (1— f)— nr dv = mat + In ({ — 2). 
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4 
Si l’on pose z=e""% et que l’on fasse tendre £ vers co, on est 
conduit à l’égalité 

g 
— —1 ; 
In (1—g)— | LOC U do = In (—ià), 
0 
d’où résulte (29). 


La théorie des processus branchus avec des particules de plusieurs 
types est analogue mais plus compliquée. Nous allons nous appesan- 
tir sur les relations fondamentales de cette théorie. Comme dans le 
cas de particules d’un seul type, il est plus commode de se servir de 
la méthode des fonctions générätrices. 

Soit M ensemble des états possibles du processus, c’est-à-dire 
l’ensemble de tous les vecteurs &œ = (a;, a, . . ., a,) de composan- 
tes entières non négatives (on désignera les vecteurs r7-dimensionnels 
par des lettres grecques «, f, o, ..., et leurs composantes par les 
lettres latines correspondantes). Définissons les fonctions généra- 
trices F; (t, o) = Fit, s,, 5, . . ., Sn) des probabilités de passage 
p{ns (4): 


F; (£, 6)= F; (£, Si... Sn) = 2 P{iB (£) 57152? .. son (30) 
EM 


(o—{s, So) CCC" Sn} B = {b1, bo, ….., b,}). 
On rappelle que {i} désigne le vecteur {i} — {6;,, Oi2, . . ., Oin}. 


Les fonctions F'; (t, ©) sont des fonctions analytiques de s5,, 5, . .. 
., $, dans le domaine |s;, | 1 (i — 1, ..., n), et de plus 


[Fi(t, o)[ <1 pour [s:|<1, 


Fit, 1,...,1)=1, F0, 0)=s,. (31) 
Si l’on introduit la fonction vectorielle 7-dimensionnelle 
D (6, o) = {F, (6, 0), ..., Fa (t, o)}, 
de (31) il résulte 
D (0, o) = s. (32) 


Trouvons maintenant en termes de fonctions génératrices l’équiva- 
lent de la formule de Chapman-Kolmogorov pour les processus bran- 
chus. On a 


Pay B(t+T) 2 Pia (6) Past), 1>0, 70. 


En remplaçant pap(t) par son expression (1), on obtient 


nm À; 


post+n= À pue) 2 [ I ruse, nr. 
acM D ph, 3) =8 k=1 j=1 
k 
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in b b 
En multipliant les deux membres par s1', ...,s, et en sommant 
sur tous les f, on trouve 


Fi(t+T, OC) — 


mn Ch (k, j) (k, j) 
7 b ’ b 0 
= À) Pat) à D. Mrmpantmst ...sr 
acM BEM > BR, J)=p k=î3=1 
R j 
ik bCR, 5) bCR, 2) 
n 


CR 
= ; LA k. ; sise = 
À Ptij a (£) A I Ca De) BCR, 3) (t) Si n 


7 2 Pt) a (6) [] Fr (T, 6), 
acM kR=1 
d’où il suit 
F,t+zr,o)=F,(6 Fr, 0), ..., Bt 0), i=1,...,s, 


ou 


D{tæ+r, oo) = Dit, D(x, 0)). (33) 


Ta£or&MEe 6. Le système de fonctions génératrices d’un processus 
branchu est solution du système d'équations fonctionnelles (33) avec 
la condition initiale (32). 

Etablissons pour les fonctions génératrices des équations diffé- 
rentielles correspondant au premier et au second système d'équations 
de Kolmogorov pour les probabilités de passage. 

Soient 


.. Pyy8 () : . 1—Pyy si (6) 
lim DE — bp (B = {i}), lim — << —= b;;, 
t}0 1,0 

et supposons que 


ii — bip << ©, EE RES | À 
BEM, BÆ{i} 
Les probabilités de passage px8 (t) sont alors solutions du pre- 
mier système d'équations de Kolmogorov (cf. $ 3, (1)) 
dP{x p (t) 
= —bupae()+ D bioPas(t). 
GEM, a-+{i} 


En multipliant cette équation par s?', ..., s°r, en sommant sur 
tous les $ et en remarquant que ({) entraîne 


2) Pas (t) sD1587 ... 57 — [] LF, (é, 6)]'? 
BEM A 
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(ceci exprime l’indépendance mutuelle des évolutions des particules 
existant à l'instant envisagé), on obtient 


20, 0) — b;;F; (£, 6) +: > bia [I [Fi (#, o)]!, 
aeM, a+{i} i=1 
ou 
PS) (F8, 0), Fat, 0), i=tsc..sn, (84) 
où 
U; (s1, ….., Sn) —= — D;;s; | > b;aSi' ss nn. (39) 


«EM, a+{i} 
i— 1, vs) 7. 


Les fonctions u; (s,, . .., s,) sont les fonctions génératrices des 
systèmes de variables {—b;;, b;,, a € M, a = {i}}. 

Pour déduire la deuxième équation, on supposera que | 5; | < 1 
Gi —=1,...,n). Alors |F; (4, o)]<1 (G=141,...,n) et nous 
pouvons dériver (33) par rapport à T. En faisant ensuite t = 0, 
on trouve 


00 (1,0) = D un (0) _. G) | (36) 
R=1 


L'équation (36) est un système d'équations identiques pour les 
fonctions génératrices F; ({, ©): 


n 
0F;(t,0) 9F;(t,0) , 
He > Ur (o) SE, Lt — 1, À, 
R=1 


auquel il faut ajouter les conditions initiales (31). On est donc con- 
duit au 


THÉORÈME 7. Le système de fonctions génératrices F; (t, o), 
|s |1, i—1,...,n, vérifie le système d'équations différentiel- 
les (34), l'équation aux dérivées partielles (36) et les conditions ini- 
liales (31). 


CHAPITRE VIII 


PROCESSUS DE DIFFUSION 


Dans ce chapitre on se propose d'étudier des processus marko- 
viens continus à valeurs dans un espace euclidien %Z” m-dimension- 
nel. Ces processus n’ont pas été entièrement décrits à ce jour. On se 
penchera sur les processus de diffusion qui constituent la plus impor- 
tante classe. Comme leurs noms l’indiquent, les processus de cette 
nature peuvent servir de modèle probabiliste à la diffusion. Au 
$ 3, chapitre VI, nous avons examiné le processus du mouvement 
brownien comme modèle de diffusion en milieu homogène. En repre- 
nant une construction analogue en milieu non homogène, on est 
conduit à la notion. de processus général de diffusion. Précisons ceci 
sur l’exemple d’un processus à une dimension. 

Soit x; la coordonnée d’une particule assez petite en suspension 
dans un liquide à l’instant t. 

Si l’on néglige l’inertie de la particule, on peut admettre que le 
déplacement de la particule est la résultante de deux composantes : 
un déplacement « centré », dû à la vitesse macroscopique du liquide, 
et les fluctuations provoquées par l’agitation thermique chaotique 
des molécules du liquide. 

Soit a (ft, x) vitesse du mouvement macroscopique du liquide au 
point æ à l'instant {. On supposera que la composante fluctuative 
est une variable aléatoire dont la répartition dépend de la position 
x de la particule, de l'instant £ où est considéré le déplacement, de 
la durée At, de l'intervalle pendant lequel est envisagé le déplace- 
ment (on admet que la valeur moyenne de ce déplacement est nulle 
indépendamment des valeurs prises par {, x;, At). Le déplacement 
de la particule s’écrit alors approximativement : 


Lrsat — Li =a(t, x) At+E xy, At 3 (1) 


Eb,x,a=0. Si a(:,x) est nulle et la répartition de E,+,4 ne 
dépend pas de x comme nous l’avons admis en étudiant le mou- 
vement brownien ($3, chapitre VI), alors EE? as = AAï. Le pro- 
cessus est homogène puisqu'il semble naturel d'admettre que de 
petites variations de é et de x sont pratiquement sans effet sur 
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les propriétés du milieu; on supposera donc que Ë;,+,, as =0 (£, x) X 
X Es, at, Où © (é, x) caractérise les propriétés du milleu au point x à 
l'instant £, et Ë, à, la valeur de l’accroissement en milieu homo- 
gène sachant que © ({, x) —1. Par suite E; 4: est égal à l’accrois- 
sement du processus du mouvement brownien: uw (£+ At) —u (t). 

On a donc l’approximation suivante pour l’accroissement x;44; — 
— LL}: 


Ligat mt Sa(t,x) At+o(é, x) [w(t + At) —w (t)]. (2) 


Pour que cette formule soit exacte il faut, comme on le fait 
ordinairement en Analyse, remplacer les accroissements par les 
différentielles. Ce faisant, on obtient l’équation différentielle 


dr, = at, x:) dt + o (t, x,) dw (t) (3) 


qui peut servir de point de départ à la définition du processus de 


diffusion. 

Si x, est un processus à plusieurs dimensions, à valeurs dans 
À", la relation (1) reste valable sous réserve que a (f, x;) soit une 
fonction à valeurs dans 97 et E, x, At UN vecteur aléatoire dans 


ART. On admettra alors que 


Ét,x,, A1= 2 On (ë, æ:) [us (€ + At) — we (6), 


où D (t, x;) sont des fonctions à valeurs dans 27 et w, (t) des pro- 
cessus du mouvement brownien indépendants à une dimension. Cette 
représentation correspond à un milieu non isotrope : les déplacements 
dans les divers sens admettent généralement des répartitions diffé- 
rentes. Dans ce cas l’équation en x, s’écrit 


dr, = a(t, 2) a+ À D (é, x) dus (6). (4) 


À noter que les équations (3) et (4) ne peuvent encore être inter- 


prétées de façon stricte. En effet, la quantité PER, 


si w (t) est un processus du mouvement brownien, admet une répar- 
tition normale d'espérance mathématique 0 et de variance Re 
Donc elle ne possède aucune limite probabiliste. Comme w (t) n’a 


pas de dérivée, la définition usuelle de la différentielle dw (t) n’a 


pas de sens. 
Les équations (3) et (4) seront rigoureusement justifiées après 
l’introduction au $ 1 des notions d'intégrale et de différentielle 


stochastiques. 
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$ 1. Intégrale stochastique de Ito 


Soient w (t) processus wienérien, %; famille de tribus définies 
sur l’espace probabilisé fondamental {Q, ©, P} telles que 

1) SH, pour ti <t; 

2) w (ft) soit mesurable par rapport à %;, Vt:; 

3) w(t+h) —w(h), Vh, ne dépende d'aucun événement 
de D h° 

Appelons d'autre part M, [a, b] (0 < a << b) l’ensemble des 
fonctions f (£) = f (ft, ©) mesurables en (f, w), définies pour {€ 
€ la, b], © E Q et telles que: 

a) f (t) soit mesurable par rapport à la tribu %;, Vt la, bl; 

b) l'intégrale 


b 


OS 


a 


soit presque sûrement finie. 


Pour toutes les fonctions de M, [a, b] on définit plus bas l’in- 
b 


tégrale | f (t) dw (t). 


Une fonction f (t) est dite en escalier si existe une partition 

de l’intervalle [a, b]: a—t,<t;i<...<t,—=b, telle que f (t)— 
= f (ti) pour LE, li+al, i=0, ps + 
b 


Commençons par définir l'intégrale | f (&) dw (t) pour le cas où 


la fonction f (t) est en escalier. Soit f (é)—f(t;) pour #E[t;,tiul, 
Où A—tp Lt <L...<t,—=best une partition de l’intervalle [a, b]. 
Posons 


r—1 


Di 1 (x) [0 (tn+s) — w (Ex)]. 
k=0 


b 
0 dw (t)= 


Signalons quelques propriétés de cette intégrale. 
L Si E(If(@)11De) oo pour tEla,b], alors 


b 
E ([@)d0(b15)=0 (1) 


presque sûrement. 
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II. Si E([f(t)l?]%a) Lo, alors 
b b 
E([frodwb]im)={E (IS) (moadP) (2) 


presque sûrement pour 1€[a, b]. 


En effet, 
= (LÉ { (t) dw @| | Sa) = : ECS (x)? (w (én+1) — w (tx))? | Da] + 
+2 2 E[f(E;) f (x) (uw (é541) — 0 (65) (uw (tn) — w (tx))| Dal = 
— 3 E {72 (4x) E [(w (én+s) — 20 (x) 1 De,1]l Da} + 
+2 D EF (65) f (Ex)) uv (é544) — w (6:)] X 
<E (wo (Ex+1) — w (6x)1 Dr) Da} = 
= 3 E (72(42)1 Da) Lén+1— fl = E (7? (6) Sa) dt. 


III. Si p (£) est une fonction en escalier, alors 
b b 
P{Soodwb|>c)<E+P{[iemra> nv}, 


VN=—0, Ve=—0. (3) 


En effet, soit m(t)—=œ(é;) pour 4, <t<tirs, OÙ a— to ty... 
.-..<t,—0. La fonction (ét) étant mesurable par rapport à %,, 
li+1 
pour LEft;, timl, l'intégrale | lœ(t)1? dt le sera également. 
ti+1 
Posons qy(t)=t(t), t<t;, pour les à tels que | Ip(t)èd< 
a 
<< N ; si pour un k 
th+1 


tk 
Flporda<N< |iptid, 


a 
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alors py({)—=0 pour #€[é:, b]. De toute évidence 

t 

[lon @)P <N 

0 
et 

À s 
PEuplqr PI =P{[leora> nr}. 


Donc 
b 


P{[[emawt)>c)= 


a 


b b 
= P {| [on (9 du ()+ À (p()— 96) dl > ce} < 


SP fo Dévt[>c+P {[166—atd0 (| >0}< 
| Pn &) dw (4) F b 
<— —; +P{[lebra>N}). Æ 


a 


Soit f, suite de fonctions en escalier telle que 


b 
| HG) fn (OP at +0 


b 
stochastiquement. Alors fl fn (E)— Îm(t)l?dt tend aussi stochasti- 


a 
quement vers Ô pour ñn—+ oc, m—oo. Donc, 


b 
lim P {| FAO BI2dt >e}=0, Ve > 0. 
En utilisant la propriété III, on peut écrire 


im P {| fn (t) dw (t) — fm (€) du (é) >8}< 


b 


<ÿ+ nm P{IRO-MOPHSe)= Se. 
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Ve > 0 et Vô — 0, d’où puisque &e > 0 est arbitraire, pour tout 
6 > 0 


lim P {| | f, () = | fm (t) duw (t) F>8}=0. 


ñn, Mm-r00 
a a 


La dernière égalité entraîne que la suite de variables aléatoires 
b 


| În (€) dw (t) converge stochastiquement vers une limite qui ne 


a 


b 
dépend pas du choix de f, (t) sous réserve que | fn @) — f () À dt — 


—+ 0 (si existent deux suites f, (6) et f, (#), en les groupant en une seu- 
le on s'assure que leurs limites séquentielles sont presque sûrement 
égales). Posons 


b b 
| f (&) dw (t)=P-lim | fa (6) du (t). 


a a 


Cette limite s'appelle intégrale stochastique de ITto de la fonc- 
tion f (4). 

L'intégrale stochastique de Ito est définie pour tous les f € 
€ M, la, b], puisque on peut construire une suite de fonctions en 
escalier f, € M, la, b] telle que 

b 
lim À [f, (0) —f (6)? dt = 0 
n 00 a 
presque sûrement. 

Ainsi l'intégrale définie est une fonctionnelle homogène et 

additive de la fonction f (t) sur M, [a, b]l. De plus, poura <c<b 


c b b 
[FO du(+ | FO do (= | 50 dw(# (4) 


La démonstration de ces propriétés est évidente pour les fonc- 
tions en escalier, elle se transpose au cas général par un trivial pas- 
sage à la limite. 

Dans (3), en passant à la limite sur les fonctions en escalier, on 
s’assure que la propriété III est valable pour tous les f (t) € M, La, b]. 

Grâce à cette propriété on établit sans peine que 


IV. Si f(t) EM, la, bl, f, (#) EM, la, bl et 
b 


À ln (#)— fe dt +0 


a 
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stochastiquement, alors 


b b 
P-lim | fa (6) dw(t) = | { (à) dw (#). 


a 
Par passage à la limite on déduit aussitôt la propriété suivante 
qui généralise les propriétés I et II. 
IT bis. Si une fonction f est telle que 


b 
| E(If (21180) dt < o 


presque sûrement, alors 


b 
E (| /@dw(@I)=0 (mod P), (5) 


b b 
E([frO&w@lIs)=(E(f@rIS)d (modPp) (6) 


Traitons maintenant l'intégrale stochastique comme une fonc- 
tion de la borne supérieure. Soit 
4 pour s<<t, 
(9 = 0 pour st. 
Si f(s)EMla, b], alors f(s)Ve(s)E Ma, b], VéCla, b] et 


t b 
À # (8) du (s)= À F(s) be (5) duo(s). 


Par définition, l'intégrale stochastique est connue aux événe- 
ments de probabilité nulle près. Donc l’intégrale comme fonction 
de la borne supérieure est définie à l’équivalence stochastique près 
(cf. $ 1, chapitre IV). Dans toute la suite nous supposerons que les 
valeurs de l’intégrale comme fonction de la borne supérieure pour 

t 


tout { sont adaptées de telle sorte que Ë& (t) — | Î (s) dw (s) soit 


a 
un processus séparable. 


Voici les propriétés fondamentales de la fonction ê(t)— 
=; jf (s) dw (s). 


Ce 
a 


V. Si E(1f(s)121%e) ds << oo, alors 
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t b 
P{ sup [[/Od(6|>caR)<< (ETES) (M 


a<t<b : 


et 


P { sup 102014 <+ | Elf (s)l2 ds. (8) 


a<t<b 


Il suffit de prouver (7). Soit une Re de l'intervalle 
th 


[a, bd]: a=ito ti <<... <t, —=6b. Posons = | (5) du (s). 


Comme pour Æ<1 
“ 
E (hi —G18t,) = E (| f (s) dw (s)132,) — 
tk 
et €, est mesurable par rapport à $;,, la suite {£,;} est une martin- 


gale et partant {€} est une submartingale. Par suite, en vertu du 
théorème 5, $ 1, chapitre III, 


LÉ: us IGI> 1) < + E (Gala). 


Donc 
t 


R b 
P{ sup [| FO d(]>el})<-r TE (I (12e) ds 


OLALN 


d’où l’on déduit sans peine la démonstration de la propriété V en 


utilisant la séparabilité du processus fs (s) dw (s). 


t 
VI. Le processus séparable & (t) — f(s)dw(s) est continu. 


Démonstration. Si f (t) une fonction en escalier, la 
continuité de & (t) résulte de celle de w (t) et de la formule qui en 
l'occurrence définit & (£). Soient f(#) EM, la, b] telle que 
b 


\ E ]f(s) ? ds < oo, et f, (t) suite de fonctions en escalier telle que 


b 


lim | Elf(s)— fn (s)12 ds = 0. 
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La propriété V nous dit que 


t t 
P {sup] | (9 &(—[ f(d0(9|>e}< 
b 
< | Elf (9 — fn (OP ds. 


En choisissant les suites e, —0 et n, telles que 


b 


D + | Elf (4) — fn, ()12 dt < oo, 


es 
Il 
> 
R 


on s'assure que 


co t 1 
2 P {sup | f (s) dw (s) — În, (s) dw (s)| > ex) < ©, 


et par suite, d’après le lemme de Borel-Cantelli, à partir d'un 
certain #, on a presque sûrement 


t 


t 
su [O8 { 2, 640 (|<e. 
t 


Donc [ #6) dw(s) est presque sûrement limite uniiorme de 


a 
fonctions continues: cette limite sera également continue. Soit 
enfin f(t) fonction arbitraire de M, [a, b]. Posons 


| f() si [l/@)d<N, 
fn (s) =} : 
Lo si OR 
On a alors 
t 
P { sup | f (s) du o—| fn (9 dw(9| >0}< 


b 


<P{{IOd>N). 


(42 
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l 
Le processus f (s) dw (s) est continu dans le cas général, puisque 


a 


t 
fn (s) dw (s) est continue et la probabilité de droite peut être 


a 
rendue arbitrairement petite. 

On aura besoin de la majoration suivante du moment d'ordre 
quatre de l'intégrale stochastique : 


b 
VII. Si f(H)EM2la, b] est telle que | Elf@tdt< oo, alors 


b b 
E (| (du) <36@—a) | EIF Id. (9) 


a a 


Démonstration. Supposons tout d’abord que f (t) est 
une fonction en escalier telle que f ({) = f (é;) pour t;, St <Zt;11, 
où a — tg <<... Lt, = b est une partition de l'intervalle [a, b]. 
Il vient 


b r—1 
Ë (| f(@dw(t) <E (S f (En) Lao (tax) —w (t3)]) = 
a k=0 
r—1 
=E D 17 (x)lé Lo (bn) —w (#2) + 
. … | 
+6 DE (D (0) Lois) — 00 (01) 1f (a)? Lo nes) —w (x) = 
k=1 i=0 
| 


= 3 ÿ Elf(tx)l* (én+i —t:)2 + 
k=0 


r—1 R—1 
+63 E (3 F4) (be) 00 (4)1) 17 (6) 12 (bar — te), 
Rk=1 i=0 


puisque 
0 si m impair 
E (fo (én+4) — w (tx) 5 =| | 
([ ( k+1) ( »)] t,) (m—1) ! ! (prit)? si m pair. 


Pour toute fonction en escalier f (f) on peut admettre que les inter- 
valles [t,, t:+.1 sont choisis tels que max [t,41 — t,] soit aussi 
k 


petit que l'on veut. Donc, en passant à la limite pour 
29—0398 
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max [t»+1 — t:] —-0 dans l'expression précédente, on obtient 
k 


b b t 
E (|  (£) du (#))” =6 | E (| f()dw(s) Pat. (10) 


L'’inégalité de Cauchy-Bouniakovski nous dit que 
b 


fE (| f() de (9) PO 


<{| Etat. | E (| f(s)dw(s))" æ]". 
De la formule (10) il suit us ‘ ‘ 
L: u 
E({f@)& tu) — sfe (| (9) du (s))"  (u) du 


croît avec ft. Donc 
b 


; b 
| E (| f (s) dw (5))' dt £(b—a) E(| f(s) dw (s)). 
Par ss. ‘ ° 

41/2 


b b 
E([@4(@)< <6 [60 ['erroiae (| f(s)dw(s)) ] 


D'où la formule (9) pour les fonctions en escalier f (t). On démon- 
tre cette formule dans le cas général en construisant pour f (t) une 
suite de fonctions en escalier f, (t) telle que 


d 
lim | Elf(t)—f, (HIS dt =0. 


Introduisons la notion de différentielle stochastique. Si pour 

& (t), processus %:-mesurable pour tout t, existent b (£) € M, La, b] 

et a (t) %:-mesurable pour tout t et possédant presque sûrement 
b 


l'intégrale finie | | a (t) | dt, tels que 
. t, t, 
L(4)—6(4)= | a (0 di + | b (9 du (s) 
F t 
pour tous les a < t1 <t,<b, on dira que a (t) dt + b (t) dw (t) 
est la différentielle stochastique de & (?) et l’on notera 


dé (t) = a (6) dt + b (+) dw (b). 
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Nous allons établir une propriété très importante de la différen- 
tielle stochastique: la formule de Ito de différentiation d’une fonc- 
tion composée. 

VIII. Soient & (t) processus possédant la différentielle stochastique 
dt (t) = a (t) dt + b (t) dw (t), u (t, x), fonction (non aléatoire) dé- 
finie pour t € [a, b], x € B}, continue et possédant des dérivées conti- 
nues u; (t, x), ux (t, x), usx (t, x). Alors le processus n (t) = u (t, & (t)) 
possède aussi une différentielle stochastique et l’on a la formule suivante 
appelée formule de Ito: 


dm (e)= [ui (8, EC) +ux (8, (6) a (5) + 
+5 un (6, 6(0)02 (09 ]dt-+uz(e, E()6(# dw(#). (41) 


Cette formule sera démontrée directement pour le cas multidi- 
mensionnel (cf. XIII). 

Nous allons étudier des intégrales stochastiques à bornes aléa- 
toires. Soit t instant markovien par rapport aux tribus %; (i.e. 
{t > 1} € %:). Supposons que + E la, b] presque sûrement. Alors 
pour toute f (£) € M, la, b] la fonction f (ft) 4m>1n € M, la, bl, 
puisque Yx>1} %:-mesurable. 


Posons 
| f (4) du (#) = | f (8) Xe>0 du (0). 
Si 
(| f(#) dt | Fa) < 00, 42) 
alors 
(| ft) dw(t)| Fa) =E ( f (Eten de (9 13e) =0 
E(({ ro a)" 5.) =E([ FOxen de 15.) = 


T 


=E(| ra). (413) 
Donc, la propriété II bis est valable dans le cas où la borne supérieure 
de l'intégrale stochastique est instant markovièn. On remarque sans 
peine que la finitude du second membré de (13) équivaut à la réalisa- 
tion de (12). 


29% 
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Etudions maintenant une intégrale à deux bornes aléatoires. 
Soit f (£) EM, la, bd], Vb > a. Si +, et t, sont deux instants marko- 
viens par rapport aux tribus 5, tels que a << T, << T, presque sûre- 
ment, on posera 


560 = | 50 au | 18 du (t). 
Appelons LS. tribu des événements À de U + pour lesquels 
AN <E}E Gr 
IX. Si 
E (| 1 dv) <, 
alors : 
E([ Da 15,)=0 (14) 
AL OI s)=E (| rba15.). (15) 


Démonstration. Soit & variable %.-mesurable pre- 
nant la valeur 0 ou 1. La fonction 


În () = Eure] () Xi, An>t) 


appartient à M, la, b], Vb => a, car %;-mesurable (par définition 
d’une variable %-,-mesurable on a {o:E = 1} N {ri < t} € Gi). 
Par ailleurs 


n TAN 
E(| fa (#) dt) — EE | f2(t) dt 00. 
a TAN 
Donc 
TAn 
Es | f@dw(=0, 
TAN 


T2/ TAN 


Et TT IEC | f (t) dw (t). 


TAN TAN 
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En passant à la limite pour ñn— oc on trouve 


T2 


EE | (6) dw (#)=0, 
Er (| O0)" <Es | ra (e 


D'où résultent (14) et (15). M 


Supposons qu’à la famille de tribus %; (t > 0), définies sur 
{Q, ©, P} et vérifiant la condition: %, € 4, € © pour 0 < 
< h Lt, Sont associés des processus wienériens à une dimension 
wi (£), . .., Wm (t) tels que: 

a) wi (Ë), ..., wmn (t) soient indépendants; 

b) w, (#t) soit %:-mesurable (t > 0); 

c) le processus m-dimensionnel  (w, (t + h) — w, (h), . .. 
..., Wm (t + h) — wmn (h)), t > 0, ne dépende pas de la tribu %4. 

Les intégrales 


À À) dur (E) 


sont définies pour toute fonction f € M, la, b]. Signalons quelques 
propriétés des intégrales par rapport aux processus wienériens. 
X. Siw, (?) et w, (t) sont indépendants et 


b b 
E(| A@dt1$e)<oo, E(| g2(1) dt 18e) < ©, 


a 


alors 
b b 
E (| 70 tt) | 8 (0) du (0 18e) <0. (16) 
Supposons d’abord que f (t) et g (t) sont des fonctions en escalier : 
FO) = f(x), 8) = gtx) pour ir Lt Llpyrn OÙ a = to < 
<h LL... <ty = 06. Ona 
n—1 n—1 
E où Î (tn) La (Er+4) — wa (»)] 28 (é;) Lave (t544) — 02 (65)] | Ba) = 
= ED 7 (x) g (5) Las (En+s) — wi (62)] X 
R<ÿ 
X E [us (t;41) —w(t;) | 3,1] Sa) + 
HE (2 F (6) 8 (23) oz (541) — 22 (EI X 
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X E [wi (é+s) — wi (tx) | De] | Sa) + 
n—1 


HE CD 7 (6) & (6x) E (Los (En+1) — 1 (Ex)] X 
X [wo (Ën+1) — w2 (tx)] | D1) Fo) = 0. 


Dans le cas général, (16) se démontre par passage à la limite. 
Soit w(t) processus wienérien m-dimensionnel. Définissons 
l'intégrale 


b m b 
[GG du(y= > | fe (0 dur (6) 


pour les fonctions vectorielles f ({) €.Æ" dont les composantes 
fa (€), : . ., fm () EM la, db]. Posons pour x = (21, ..., Tm) 
de 27: 


|z|=Va+... tar. 
XL. Si f(t) est une fonction telle que f(t)EMala, b] et 
E(|1/@1a&18)<oo, alors 


a 


E([ (6), &w(@)13) =0 


E(( I (FE), dt) | 1S)=E(f 1/0 PIS). 


Ces formules découlent des propriétés IT bis et X. 
Considérons maintenant l'intégrale 


b 


| A(t) dw (t), (17) 


où A{t) est une fonction matricielle: A(t)—=||a;; ile 
a; (t)EMo[a, b]. L'intégrale (17) est une fonction vectorielle à 
valeurs dans .Z", dont les composantes sont définies par 


m b 


(fa a), D | au (t) du, (E), i=1,...,n. 


j=1 a 


En se servant des propriétés II bis et X on établit la propriété sui- 
vante. 
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XII. Si À (t) est une fonction matricielle telle que a;; () € 
€ M 2 [a, b] el 


b b 
E([ Trac At(@atise) =E (T3 0509 dt18e) <o. 
a ai, j 
alors 
b b 
E (| | A() du (e)| Ja) =E (| TrA(#) A*(t)dt| Sa). (48) 


b 
Si B(t)=|lb;;(4)IÉ=i 7, bit) € Mila, b] et E([Trz&x 
X B*(t) dt | Fa) < ce, alors 


Se |= 


b b 
E[(| A(t) du (t), | B(#)dw(#) 


b 
<E ( | TrA(t) B*(#)dt| Fa). (19) 


a 


À gauche, sous le signe de l’espérance mathématique, on reconnaît 
le produit scalaire de deux vecteurs. (18) est un cas particulier de 
(19) avec B (t) = À (t). Détaillons le produit scalaire indiqué: 


n 
> 
41=1 ) 


3 


On (t) dus, (+). 


Qu) © 


| aij(t) dw;(t) 
1 a R=1 


Si l’on prend l’espérance mathématique, il ne restera que les termes 
dont # = j. En utilisant la formule II bis, on obtient à droite sous 
le signe de l’espérance mathématique: 


n m 
2.2 
i=1 j—=1 


ce qui est confondu avec l’expression figurant sous le signe de l’espé- 
rance dans le second membre de (19). 

Nous allons maintenant généraliser la formule de Ito aux fonc- 
tions de plusieurs intégrales stochastiques. On dira qu’un processus 
& (&) possède une différentielle stochastique sur [a, b] si existent 
des fonctions bz (t) € M, La, b], k = 1, ..., m, et une fonction 


Li 


ai5 (t) bi; (6) dt, 
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b 
a (t) %:-mesurable pour laquelle | | a (t) | dt < oo, telles que 


Le m 
(4) —6(4)= À a (s) ds + 3, | ds (8) dun (s) 
ti kR=1t, 
pour a<t<<t9Lb. On écrira 
dE (E) = à (8) dt + À} D, (8) dun (2). 


XIII. Si des processus & (t), ..., tn(t) possèdent des différen- 
tielles stochastiques sur la, b]: 


den (= an (D dt + Ÿ bus ()dw(t, k=1, 2, (20) 


et si ut, z1, ..., x,) est une fonction El possédant des dérivées 
continues 2, 2 1. n ; PA CE n, alors 
CNE TT SNS ET 2e CR 


la fonction n(t)=ut(t, &ai(t), ..., En (t)) ide aussi une dif féren- 
tielle stochastique : 


dn(e)= [DE (E E(0), 22 En (0) + DS SE GG), 2 En (0) ax (+ 


h=1 


+72 6z; en (&, Gi (8), 2229 En (9) 35 bu (D Das (D dt + 


+ > (s a (ë, C4 (£), . +» On (£)) br; (4)) dw; (£). (21) 
j=1 


Rkh=1 


Démonstration. Supposons que les fonctions a et Oz; 
sont constantes sur l’intervalle [s,, s,] et que la fonction u (f,x1, . .. 
.… Th) est non nulle seulement pour | x | L N. Soit s = to L... 

. <t = 8, En utilisant la formule 


U (Épyys Lis es Tn)—U (bp, Yys ++ Un) = 


ñn 
ô 
= (bus Vas see Yn)ltku—trl + D 3e, Ut Yis cos Un)[Tÿ— Yi] + 
j=1 
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ñn 
1 ou 
TS 1] Ôxi 0x; (êp Uys Un) (x; — Yi) (x; —y;) + 
i, j=i 
n 
+ef (int) + D (eu |, 
j=1 | 
OÙ E—e@(În, Ép+ts Lis © + +5 Tns Vis +++ Un) tend uniformément vers 
n 


zéro avec | ép+y — tn | + > [z; —y;l?, on trouve 
j=1 
N (Ër+4) —n ” = $ (tx) Atz + 


+> A (én, Ga (tn), +. En (n)) D bjAwi (tx) + 


i=1 


pe D TE (En Li (En), à 01 En (Ex) X 
4, j=1 


ÔT; Ôt} 


X | AE (4x2 AG (tx) — > brrbgrAtg | + € | At + > At(#)2], (22) 


\ 


ou 


BCE) D (8, Ei (6), En (E) RE D (E, Ga CE) +. En ())@5+ 


j=1 
i n m 
+ = à. (£, Ci (£), - 0 (£)) > Dir0jr 
Â1, J—=1 r=1 
At = tr —tn AW; (t) = wi (in+1) — Wi (tn), 
ÀË; (tn) = Éj (n+1) —E5 On). 
Supposons que maxAf, +0. Alors max | Aw, (t3) | 0, 
k ki 
max | A£;(t:)| 0. Donc 
k, i 
lim D'el[Ar + È Aë; (éx)2] 0 
max Atp 0 


stochastiquement, puisque pour un c 


l—1 l—1 m 
2 Ab (EP <c à [AGE + 2 Aw; (tx)?] 
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et le second membre est stochastiquement borné, puisque 
11 


E 2 Awi (Er) S2— 584. 


Si donc max Af, +0, alors 
k 


1-1 
>, ta at + | B (é) d 
k=0 
l—1 n m 
> DE nr (bp, ba (En), 0, En (tx) D byAw (tx) —+ 
k=0 j=1 ji 
+ D | DE EE) ee Un (0) des du (0. 
i=1 51 Ji 
Ensuite 
E| (3 3 & es Vas be (6), »e En (Ex) X 


X {Lars + S birAw, (#3) | X 


Tm1 


x [ajAt LS b,Aw, (tx) | = S birbjrAte})" Sa | 
T=1 r=i 


Eu ]+ 


l—1 n 
E[(D D es Co Et) ur En (#n)) atAt) 


ÔT; 0x; 07ÿ 
RQ À, j= 


+2E [ ( S >, = TE ——— (th, ds (tr); DE à (tx)) X 


Rea0 i, J=mi 


\ 
x | S b;rb;qAw, (£x) AW (tr) — D) birbirAtr | ) | D | . 
T, d 
< L. La première somme 


— (t, Lis co) En) | 


Soit max max 
#n ii = 7 


de eruche est alors majorée par 


2 (az Ÿ ai) où A) <2(nL > a+)" (52 — 51)? (max At) 0 
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pour max At, 0. On remarquera que les termes de la seconde 
k 


somme ne sont pas corrélés pour divers k. Cette somme est donc 
majorée par 


l—1 
2Æ(X ( 5 ter (hs Eu (éa), + +4 En (E)) X 


k=O À, j—1 
X [ 5 birb;gAW (£x) Awq (ê») — 2 btrbjrAtr | ) Ya) < 
r,q=1 
l—1 n m 
<2) ml? DE ([ 21 birbiaA ur (#3) Awg (tz) — 
k=0 À, J=i r, q=i 
— D brbrAts | Sa) < 
1 
T . - L 
LL SN D (22 664 D bhbk) AR + 0 
R=0 à, j=1 r=1 r#Q 


r,q=1i 
pour max Af; —>0. (A noter que a, et b;; sont %.,-mesurables, car 
k 
confondues avec az (s1) et b;; (s.) respectivement.) 
On a donc établi la formule (21) pour les fonctions u (f, æ1, . .. 
.… Zn) à support borné en zx et pour les constantes a; et b;;. Par 


suite, cette formule est valable pour les fonctions en escalier. Ecri- 
vons-la sous la forme intégrale 


u (So, Fi (S2), ses Cn (S2)) —u (Si Ci (s1); +3 Cr (s1)) Te 
=| [Se 6, A RO D 2 Gen Cr Gi (6), +, En (6) an (8) + 


++ ù Ec (és (8) 2e es En (8) D bn (6 ba (8) | dé + 


i=1 


LS Î s 2. (£, Ga (#), -.., On (E))bri(é) dw;(t). (23) 


i—=1 61 k 


Dans cette formule on peut passer à la limite sur les fonctions en esca- 
lier par rapport à az (t) et b4; (£) et ensuite sur les fonctions à sup- 
port borné u (t, x, ..., x,) vérifiant XIII, en se servant de la 
propriété IV. 
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$ 2. Existence et unicité des solutions 
des équations différentielles stochastiques 


Soit l’équation différentielle stochastique 
dE (= a(t, E (6)) dt + o (té, E (t)) dw (b), (1) 


dont on supposera naturellement que la solution est un processus de 
diffusion de coefficient de diffusion 0° (t, x) et de coefficient de 
transfert a (t, x). On admet que a (t, x) et o (ft, x) sont des fonctions 
boréliennes définies pour x É R'ettElts, T]. 

L'équation (1) équivaut à la suivante: 


t 
E(#)=E (to) + | a (s, E( car [os E(s)dw(s), (2) 


lo 


et admet une solution sous réserve que Ë ({,) soit donnée. Pour que 
les intégrales de (2), et par suite les différentielles de (1), aient un 
sens, il faut introduire des tribus d'événements 5. 

Dans toute la suite on supposera que Ë ({,) est indépendante du 
processus w (t) — w (t,) et que %: est la plus petite tribu par rapport 
à laquelle sont mesurables E (1) et w (s) — w (t,) pour to, <s<t. 
On dira qu’un processus Ë (t) est solution de l’équation (2) si £ (t) 
est 8:-mesurable, existent les intégrales de (2) et enfin (2) est réa- 
lisée presque sûrement pour tout t € [t,, T]. 

À noter que de la propriété III ($. 1) il résulte que deux processus 
f1 (s) et fe (s) stochastiquement équivalents possèdent des intégra- 
les stochastiques 


t t 
ht dw(s), | f:(5) dw(s) 
l 


lo 


presque sûrement égales, puisque f, (s) = f, (s) presque sûrement 
pour tout s et par suite 


T 
P {| | fa (s)— fa (9) 12 ds > 0} =0. 


D'où il suit que tout processus stochastiquement équivalent à 
une solution de (2) sera lui-même solution de (2). Le second membre 
de (2) étant stochastiquement équivalent au membre de gauche et 
continu presque sûrement, toute solution de (2) est stochastique- 
ment équivalente à une solution continue de (2). Dans la suiteon 
n’envisagera que les solutions continues de (2). 
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TuéorèmMe 1. Soient a (t, x) et ot, x) (tE Lt, T], x EAN) 
fonctions boréliennes telles que pour un K 


a) [a(é, z)—a(t, y) +lo(é, z)— 

—0(é, y)I<EÆIz—y|, Vz, VyEZ"; 
b) Ja(i, x)|°+]lo(t, z)P<K?2(1+32?), Vre AT. 
L'équation (2) admet une solution. Si &, (t) et Ë, (t) sont deux solu- 


tions continues (pour Ë& (to) fixe), alors 


P{sup [4(4)—6(#)1>0}= 0. 
toSt<T 


Démonstration. Prouvons d’abord l’unicité de la solu- 
tion continue. Soient £, (£) et £, ({) deux solutions continues de (2). 
Soit 4x (t) variable aléatoire telle que : 


1 si [Gi (SIN, [6 (SI LAN pour sE ft, t]; 
O0 dans le cas contraire. 


XN = | 


Comme y (t) Xw (s) = Xn (t) pour s Lt,ona 


t 
An (E) Léa (€) — Eo ()] = Xw (6) [| Xn(s)la(s, E1(s))—ats, 2 (s))] ds + 


t 
+ Dur (lots, E(5)—0(s, E()] du (s)]. 


Les espérances mathématiques des carrés des intégrales du second 
membre existent puisque 


Xn(s)Ila(s, &(s))—at(s, E(s))1+lo(s, Es) —o(s, E (SIT 

< K'{n (S)1E1 (s) — E2 (s)| L2KN. 
L'inégalité (a +b)2< 2a2+ 2b2, l'inégalité de Cauchy et la pro- 
priéte IT bis du $ 2 nous conduisent à l'inégalité 
EXxn (6) [és (6) — E2 OP < 


IE (8) ( À (s)la(s, E(5)—a(s, Ea (5) ds)" + 
lo 
t 
+2Exa (8) ( Ta (9) Lo (8, E(9))—5(s, E (5) du (s)) < 


lo 
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{ 
<2(T—t) \ Exr (s)la(s, E1(s))—a(s, &2(s))12 ds + 
t 


t 
+2 | Enr(slo(s, (9)—0(s & (5) de. 
lo 


La condition a) implique l’existence d’une constante L telle que 
t 

Ex (2) LE (D) (OPEL | En (9 (5)—E (9 ds. (3) 
to 


Nous allons nous servir d’une proposition auxiliaire qui nous 
sera utile dans de nombreuses estimations. 


LEMME {. Si « (t) est une fonction intégrable non négative définie 
pour t Ets, T]l et vérifiant l'inégalité 


t 
a (+) LH À a (s) ds+B (6), (4) 
Lo 


où H est une constante non négative, et B(t) une fonction inté- 
grable, alors 


t 
a(t)<B(t)+ AH | eAU-5$ (s) ds. 
to 
Démonstration. De (4) il résulte 


a (9) <B (D +H | [h«+ 2 À a(soasJas< 
t to 


0 


t S1 S2 
<B(G+A | [B(9+2H À [B(s)+H Üa(ss) ds, | ds, | an < 
to l to 


0 
S1 


t t 
<BOHH | 8 (5) ds+ He | | B(s)ds ds + 


do Lo 


0. T B (51) ds, ds, + 


to Lo 


t 
+ |... 


Lo 


a (Sn+1) ds. . dSn+1. 


rt S 
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n t 
| | nee | a (Sn41) dSu «ee dSnry = | no (su1) dsnxs, 
to to lo Lo 
il vient 
t Sn 
lim HF) — | a (Sn+41) dS4 » ++ dsnxi 0: 
Lo Lo 
donc 


t t 
a (#)<B(+H À B(s)ds+H2 | | B(s) ds ds +. = 


Si l’on pose 
a (£) = Exn (6) [hi (6) — 2 (8); B(t)—0, 
on déduit de (3) 
| En (#) LE (0) —& (#2 = 0, 
il. e 


P{E1 (0) E(D)<P {sup | E (> N}+P Gup | & (NZ M}. 


Les probabilités de droite tendent vers zéro, car les processus 

E1 (é) et £, (t) sont presque sûrement continus (et par suite bornés). 

Donc £, ({) et £, (t) sont stochastiquement équivalents. Ces proces- 

sus étant presque sûrement continus,onaP {sup | &, (t) — & () | > 
t 


> 0} = 0. D'où l’unicité de la solution de (2). 

Démontrons maintenant l'existence de la solution de (2). Sup- 
posons d’abord que E | Ë£ (to) |? << ©. Soit # espace de Banach 
de fonctions aléatoires %,-mesurables pour tout t, vérifiant la rela- 


tion sup E |Ü(t) [ Lo et de norme 


1, LIST 
II=( sup E15(4)12)7/%. 
1<<T 


Soit défini sur # l'opérateur S : 
t t 
SE (= Et) + [a(s, E(s) ds + Ü os, E (5) dw(s. 
to to 
L'existence des deux intégrales est une conséquence de la rela- 
tion 


las, EG) F+Tots, E() PF < A+ IE (6) M. 
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De toute évidence, SE (t) est %;-mesurable. 
L’inégalité (a + b + c}$ < 3 (a? + b? + c?) et la condition b) 
du théorème donnent 


E | SC ()P2<SE IE (to)1? + 


t t 
+8(T—4)E | K2(1+16(5)19) ds +38 | EK2(1+4+1 8 (519) d< 
Lo Lo 
S3E | É(t)|2-L(3(T —#0)2K2 +38 (T — 1) + K2] (1 +|1E |. 


Donc l'opérateur $ applique # dans #. On a ensuite 
E | 56 (4) —S6 (<< 


t 
<2(7—th) | Ela(s, Li (s)) —a (s, & (8) ds + 
t 
H2E {| Io(s, Li (5) —0 (8, & (5) du (5) < 
Lo 


t 
<L | ET (9—E (5)12 ds L (4 —t0) 1 — GP, 
to 


L=2K2(T—1,+1). 
Cette relation montre que l'opérateur S est continu sur #. Puis 


E | S' (6) — SE (2 << 


t 


<L Ÿ ES" (u)— 51%, (nu)? du < 


lo 


<Lr |... EIU-Lra... a, = ne. 


to<ts<...<in<t 
Donc pour tout Ê (t)}ES on a 


LAN (T—t 
[SE SE 1e 11 SE — € 1p. 
La convergence de la série 
2: STE — STE || 
n=1 
entraîne l'existence de la limite du processus S"É ({) pour n — co. 
Si l’on note cette limite & (£), alors de la continuité de S il suit que 


S LISTE (#)] — SE (t). Or S ISTE (t)] = St1E (4) HE (1). Donc 
I SE — Ë || = 0. De la définition de la norme il résulte que Ë (t) = 
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— SE (t) presque sûrement pour tout £ € lé,, T], i.e. E (t) est solu- 
tion de l’équation (2). 
Voyons maintenant la démonstration de l’existence de la solu- 
tion de (2) dans le cas général. 
Soit 
EN (4) = +33 pour | 6 (to) W, 
® (0 pour EG) AN. 
Notons EN(t) la solution de l’équation 
t t 
EN () = EN (to) + | a (s, EN (s))ds+ Dos, EM (5) dw(s). (5) 
to 


Lo 


Comme JEN () |I<N et E |E" (to) oo, l'équation (5) 
admet une solution et de ce qui a été démontré il suit que 
sup E LEP (0) F < oo. 


Montrons que EN (ft) pour N —- © tend stochastiquement vers 
un processus Ë (t), solution de l'équation (2). Soient N'>Netn 
une variable aléatoire telle que 


={ pour | EG <<, 
17 10 pour [E(t)|>N. 


Alors | EN(t)—E"" (to)|n—=0. La variable n est %:,-mesurable. La 
relation 


t 
LEE (plen<2[ À ta(s, E(s))—a (s, EN (9) n ds [+ 


t 


+2 (lots E"(9)—0(s E()ndw(s))", 


to 


la condition a) du théorème et les majorations des intégrales nous 
disent qu'il existe une constante L telle que 


EI EN (G)—EN (t)2n<L | ELEN(s)— EN" (s)[2 nds. 
Lo 


Donc 
EIEN()—EN (G)2n—0, 
de sorte que 


P{IENG)—EN (> 0} <P{IE(&)I> NW} 


30 —039 8 
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D'où il résulte que EN (t) converge stochastiquement vers une 
limite E (t) pour V — œ et de plus 


T 
| (EN ()—E (y à 
Lo 
converge stochastiquement vers O0 pour V > co. De la condition 


. et de la PRAPHR IV, $ 1, il Fa que 
t 


(a (s EN (s)) FN a(s, E(s)) as, te EN (s)) dw oO] o(s, E(s)) dw(s) 
Lo lo 
stochastiquement pour V —+ 0. Donc E (s) est ns de (2). 
Montrons que dans les hypothèses du théorème 1 la solution de 
l’équation (2) sera processus markovien. Pour cela nous allons 
prouver le théorème suivant. 
THÉORÈME 2. Supposons que a (t, x) et © (t, x) vérifient les hypo- 
thèses du théorème 1 et que E, ,(s), processus défini pour s € [t, TI], 
t > to, est solution de l'équation 


En (9=2+ [au E+(0)) du+ (ou, Es (u)) du(u). (6) 
t t 


Alors le processus & (t), solution de l'équation (2), sera un proces- 
sus markovien dont les probabilités de passage sont définies par 


P (, x, s, A) = P {E,, x (s) € A}. 


RENTE Er x(s) ne dépend pas de Ë (f) et des 
événements de %; puisque E (#) est %,-mesurable et £, ; (s) entière- 
ment défini par le processus w (s) — w (t) pour s€ [t, T] (qui ne 
dépend pas de $%;). Le théorème 1 nous dit que Ë (s) pour s € lé, Ti 
est l’unique solution de l'équation 


(9 = (+ Ÿ a (u, E(u)) du + | o (u, E (u)) du (1). 
t t 


Le processus ËÉ,£&4«, (s) sera également solution de cette équa- 


tion. 
Donc E(s) — Ë;g« (s) presque sûrement. Prouvons mainte- 


nant que 
P{H(DEAIE(G)} = PE (6 EA IG. 
Il suffit de montrer que 
E CA (E (s)) = ELE ( (& (s)) 1 & )), (7) 
où & est une quantité bornée %;-mesurable et À (x) une fonction 
continue bornée. 
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Soit (x, ©) — À (E;+(s)). On a À (E (s)) — p (E (£), w). Sup- 
posons d’abord que œ (x, «) est de la forme 


p(x, ©) = 2 Pa (&) De (@). (8) 


jar Ÿ (&) ne dépend pas de #;, on aura alors 
Et Ÿ >: Pa COL AOL ÿ Ecpa (8 (t)) Er (©) = 


= E È Gpe (£ (£)) Er (o), 


E (2 où (6 (0) (@)1 E (0) = 2 ox (6 (@) Et (0). 


Donc (7) vaut pour le cas où (x, w) est de la forme (8). Nous 
avons établi de surcroît que dans ce cas 


EG (E (s)) 131) = g & ()), (9) 


où g (x) — EX (6, x (s)). 
On remarque que par un passage à la limite trivial, (7) et (9) 
s'étendent à toutes les fonctions (x, w). Par suite 


P {DEA |} = Pic (s, À), 
où Ps (s, A) = P té. (s) Ê A}. FE 


Montrons que moyennant des conditions auxiliaires le processus 
E (t) sera de diffusion, de coefficient de diffusion 0? (t, x) et de 
coefficient de transfert a (t, x). Pour cela il nous faut préalablement 
établir la proposition suivante. 


LEMME 2. Si E,,(s) est une solution de l'équation (6) dont les 
solutions a (t, x) et o (t, x) vérifient les hypothèses du théorème 1, 
alors il existe une constante H telle que 


E l£r,x(s) — x AH (s — à)? (1 + x). 
Démonstration. Soit 
pour sup [6 ;(u)—x|<N 
x (s — LUS 


O0 dans le cas contraire. 


On a alors 
(£, x (s) te x) XN (s) — 


n (s) a (9 [ Tan Xn (u) a (u, E;, + (u)) du+ | (u)o(u, &:,.(u)) dw (u) |. 
30* 
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L'inégalité (a + b)* < 8a* + 8b*, l'inégalité de Cauchy et la 
propriété VII, $ 1, donnent 


E (En a (6) —a)t un (9) SBE [ À a (2) a (ue, Es (2) du | + 


S 


H8E [ À ar (2) 0 (En, à (u)) du (u) | < 


t 


<8(5— 1) | Ex (u) La (u, Ee, x (u))Ié du + 


t 


+8-36 (s—+) | Exx (1) [o(u, En. à (u))Iédu <64(s—+#)9 | af (u, 2) du + 


t t 


+64 (8— 298 À Exar (u) La (, Ei, au) — a (ue, )}f du + 


t 
+ 64.36 (s—+t) foi (u, x) du + 
t 


8 


+ 64-36 (s—2) | Ex (u) Io(u, E,« (u))—0 (u, z)lt du < 


t 


S 


LL (8—t) | Ex (u)1 Ëns x (u) —elf du +R (s—t, 


t 


où ZL ne dépend que de K et R = H, (1 + x), où A, ne dépend que 
de X. Si donc 


a(s)=ElE,x(s) —2xl*xn(s) 
alors 


a(s)<L(s—t) | a (u) du + R (s—t}?. 
t 


Pour 1<s<t+1 
a(s) <L {a (u) du+ R(s—t}. 


t 
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Par suite, en vertu du lemme 1, 
8 

a (s)<R(s—#+L | eLU-0 R (su) du. 
t 


Donc, pour t<s<<t+1 on peut exhiber Æ tel que 
a (s) AH (+2) (s— 1), 
EE, 2(s)—2 ff %w (5) LA (1 + té) (s— 6}. 
En passant à la limite pour V -+ , on obtient ce qu’on voulait. Æ 


CoroLLAIRE 1. Si € (t) est solution de l'équation (2), a (t, x) et 
Oo (t, x) vérifient les hypothèses du théorème 1 et E | £ (to) [ <o, 
alors 


sup, ET GP < co. 


Lo Si 
En etfet, le lemme 2 implique 


E (IE ()—6 (Co) TE (o)) SA (T — to)? (1 +TE (0) [°), 
EIE (GC) SES (0) + 8EE (IE (6) —6 (to) [STE (o)). 


CoRoOLLAIRE 2. Dans les hypothèses du corollaire précédent, il 
existe une constante H, telle que 


EE ()—É(s)<Hi(s—t). 
En eïffet, pour {<s 
EVE ()—E (CH (s— 2 (IE (1641). 

TaéorèMe 8. Si sont remplies les conditions du théorème 1 et de 
plus a(t, x) et © (t, x) sont continues en t pour t € [to, T], alors 
o? (t, x) et a(t, x) seront respectivement coefficient de diffusion et 
coefficient de transfert d’un processus & (t), solution de l'équation (2). 

Démonstration. La probabilité de passage P(£, x, s, À) 
du processus E (t) étant confondue, en vertu du théorème 2, avec la 
répartition de E;,., (s), il suit du lemme 2 que 


| (y—2)} P(é,x,s, dy) — EE. ,(s)—zx[*=0(s—6). 


La remarque du théorème 6, $ 4, chapitre I, nous indique que pour 
démontrer ce théorème il suffit de prouver que 


(y) P(6 2,5, dy)= Ets, x(5)—z=a(t, x) (s—t)+o(s—t) 
| (10) 
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et 


[ua PE, 2, s, dy) =E (4 (s)— 2) = 02 (8, 2) (s— 5) +o(s—0). 
(11) 


Ces formules se démontrent de façon analogue. Prouvons l’une d’elles, 
par exemple (11). De (6) il suit 


E(<()—2=E (| au &,2(u))du+ | o(u, Es. (u)) du(u))". 


Comme 


E fi a(u, Ë; xk(u)) du <(s—5) Ea? (u, &;, ,(u)) du — o(s—t), 


t t 


et 
E (| G(u, &:,x(u)) duw @) = | Elo (u, E, ,(u))l du << 
: t 
LA? | E(1+ 8, + (u) [9 du = 0 (s—0, 
t 
il vient 


E(&,s(5)—22=E (|o(u, &,x(u))du(u)) +o(s—1= 
t 


— | Eo? (u, Es. x (u)) du + 0 (S—t). 
t 
L'égalité 


lim Eo?(u, &r, x (u))=0 (6, 2), 
uyi 


qui est une conséquence du passage à la limite sous le signe de l’espé- 
rance mathématique (en vertu de l'inégalité o“ (u, Ë:,, (u)) < 
< K®(1 +]|E,,(u) |[?)? et du corollaire 1 du théorème 2) et la 
continuité de © ({, x) donnent 


Ê Eo?(u, &, à (u)) du =o?(t, z)(5—t)+0(s—0), 


t 


d’où résulte (11). 
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Nous allons construire un processus de diffusion à plusieurs dimen- 
sions 6 () de vecteur de transfert a ({, x) et d’opérateur de diffusion 
B (t, x). Posons 


bé, )= VAR, x) e (6, à), 


où ex (t, x) sont les vecteurs propres, et À; (t, x) les valeurs propres 
correspondantes de l’opérateur B ({, x). 
Nous chercherons le processus & (t) comme solution de l’équation 


dE (= a (e, (D) dt+ D bi (6 EG) du) (A2 


où wx (4), k = 1, 2, ..., m, sont des processus wienériens indé- 
pendants. 

Les fonctions a (t, x) et b, (t, x) sont définies pour 1€ [t,, T], 
x ER", et sont à valeurs dans Z”. L'’équation (12) équivaut à 
l'équation 


E (4) CL E (9) ds + D (a (s, E(s)) dus (s). (13) 


k=1 t09 


Cette équation admet une solution pour Ë ({,): dans toute la 
suite on supposera que Ë ({) ne dépend pas des processus wz (#). 

Soit %: la plus petite tribu engendrée par Ë (£,) et wz (s) — wz (to) 
pourk = 1,...,m;s€lt,, t]. On admettra que la solution de (13) 
est un processus Ë (t) tel qu’existent les intégrales du second membre 
de (13), et (13) soit presque sûrement réalisée pour t € [&,, T1. 

Enonçons sous forme de théorème les principales propriétés 
des solutions de (13). 


THéorRèME 4. Soient a (t, x), b, (t, x), . . ., bn (t, x) fonctions 
boréliennes définies pour tElt,, T], x € À", à valeurs dans AR". 
Si existe K tel que 


[a (ë, x) + D | ba (é, x)P<LK2(1+]x/°), 


[a(é, x) —a(t, pi+Ÿ [dx (, z)— dx (ë, y)I<K]|x—y| 


Vz et Vy € A", l'équation (13) possède une solution unique E (6) à 
l’équivalence stochastique près presque sûrement continue. Cette solu- 
tion & (t) est un processus markovien dont les probabilités de passage 
P (t, x, s, À), t 5, sont définies par 


P(é,z,s, A)=P {&,,(s) € A}, 
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où Es x (s) est solution de l'équation 
S m S 
E,.(s=c+ [a(u, E,.(u))du+ 3 À bu, E«(u)dun(u). (19 
4 k=1 
Si les fonctions a (t, x) et b, (t, x) sont continues en t, le processus 
E (t) sera de diffusion, de vecteur de transfert a (t, x) et d'opérateur de 
diffusion B (t, x) tel que 


(BP (£, x) 2, 2) … 2 (Or (#, x) z)2. 


La démonstration de ces faits en principe ne diffère en rien de 
celles des théorèmes 1, 2, 3 pour les processus à une dimension. 


REMARQUE. 1. Si l'équation (14) dont les coefficients a (s, x) et 
b, (s, x) remplissent les conditions du théorème 4 admet une solution 
6: x (s), alors existe une constante H telle que 
Ef&,x(s)—2F<H(s—iP(+fxf), s>6. 
Cette proposition est équivalente à celle démontrée au lemme 2 
pour un processus à une dimension. 


REMARQUE. 2. Si les coefficients a (t, x) et b4 (t, x) de l'équation 
(12) ne dépendent pas de t, c’est-à-dire l'équation est de la forme 


dE (t) = a (6 (t)) dt + à bn (E ()) dus (t), (15) 
et a (x), bx (x), k = 1, . .., m, vérifient les conditions du théorème 4, 


alors la solution E (t) de cette équation sera processus markovien homo- 
gène, c’est-à-dire la probabilité de passage P (t, x, t+h, À) ne 
dépendra pas de t. 

En effet, P (t, x, t + h, À) est confondue avec la répartition 
de Gi,x (h) = Esx(t + h); or le théorème 4 nous dit que &;,  (h) 
sera solution de l’équation 


db, x (A) = a (Gi, x (4)) dh F2 bn (Gt, x (A)) dn Lwn (t +R) — wz (#)] 


avec la condition initiale &; k (0) = x. 

Comme la répartition conjointe de [w, (ét + h) — w, (t)], 
k — 1, 2, ..., m,ne dépend pas de t, il en sera de même de la répar- 
tition de &; + (h). 


$S 3. Dérivabilité des solutions des équations 
stochastiques par rapport aux conditions initiales 


Dans ce paragraphe nous allons montrer que la fonction &,.(s), 
qui a été introduite au paragraphe précédent comme solution de 
l'équation (14), est une fonction de x, dérivable si les coefficients 
a (t, x) et b, (t, x) le sout suffisamment de fois. Cette fonction étant 
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aléatoire, il convient d’abord de préciser ce qu’on entend par dérivée 
de Ë;k(s). Pour cela il est plus commode de considérer la dériva- 
bilité en moyenne quadratique des fonctions aléatoires. Si œ (x, ©) 
est une fonction aléatoire de x = (x!, ..., x") €", par 2 
on entendra une variable aléatoire telle que 

me 


lim E = [p(xt, LL AD. 0 ©) 


Ax!0 
0 (x, @) [2 0 
7 gai — pres . 


—p(xt,...,2,...,2", ©}]— 


De même que dans le paragraphe précédent, les démonstrations 
seront intéscralement conduites pour les processus à une dimension. 


TaéorèmMe 1. Si at, x) et o (t, x), fonctions définies et conti- 
nues pour x € B1, tE to, T]}, possèdent des dérivées partielles bornées 
continues ax (t, x), üAxx (£, Æ), Ox (é, ZX), Oxx (t, x), alors la solution 
Ë4, x (s) de l’équation (6), $ 2, est deux fois dérivable par rapport à x et 
de plus ses dérivées sont continues en x en moyenne quadratique. 

La démonstration de ce théorème s’appuie sur le lemme suivant: 


LEMME 1. Supposons que des processus Ë, (t), n —= 0, 1, ..., 
sont solutions des équations stochastiques 
s 


t 
En (#)= Qn (8) + À tn (5) En (5) dS + À en (S)En (s) do (s). (4) 


to 


Les fonctions œr(t), Pn(t) et YXn(t) sont S:-mesurables, Vi, 
sup E |p,(#) [<< co, et existe K tel que presque surement |, (s)|K, 
t 


l'An (S)I<KX. Si sup Ep, (ft) — po (#) À — 0 pour n —+ © et pour 
t 
tout t Yh(t) — Yo(t);, YXn (Et) — YXo(t) sSstochastiquement, alors 
supE [61 ()—Go(t)P — O0 pour n — oo. 
t 
Démonstration. À noter que l'existence et l’unicité 
de la solution de (1) ainsi que sup E | 6, (f) PF << © se démontrent 
LA 


exactement comme dans le théorème 1, $ 2. Donc 
E | En (6) — Lo (#) P8E | pa (6) — po (6) P + 


t 


H8E ( À nb (6) & (5) — bo (s) &o (5) ds) + 


to 


48E { | (xx (8) En (5) — %0 (8) Eo (5)) do (s)) = 


to 
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= 3E | @x (£)— po (6) 2+8E À | a (S) IEn (s) — Lo(s)] ds + 


l 
+ Lo (5) En (5)— vo (8) ds)" +8E { À 2 (9) LEn (8) — Lo (91 du (s)+ 


to 
t 


+ | Eo (8) En (8) — 0 (9) du (9) < 


to 


t 
<ô, (9+6E (| KE (9) —£o(s)| ds)" + 


t 
+6K2 À Elta (s)—6o(s) | ds, 
to 
où 


On (4) = 8E | Pa () — po (#) P+ 


t 
+6 (4—t0) | El bo (s) [21 Pa (5) — po (s) Pds + 


to 
+6 | Elo (s) [lun (5) —%0 (9) P ds. 
to 


Comme 


sup ôn (#) <5 Sup E | Qn (#) — Po (4) PE 


T 
+6 (7 —t0+ 1) À Elo (s) 2 (In (8) — ho (9) +1 47 (8) — %0 (8) 19) ds 


lo 


ôn (£) tend uniformément en £{ vers zéro (l’intégrale tend vers 0 
d’après le théorème de Lebesgue, car l’intégrande est une fonction 
majorée par 4X? | &, (s) l? et tend stochastiquement vers 0). 

Si l’on pose H = 6K?(T — t, + 1), on obtient 


t 
EI En (4) — 60 (8) P<sup 6, (#) + A | Elén(s)—6(s) PP ds. 


to 
En vertu du lemme 1, $ 2, il vient 


ETEn (6) — 6 (6) P<sup 8, (6) 7-10. ER 
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REMARQUE. Le lemme est vrai pour des processus dépendant d'un 
paramètre «à continu, pourvu que les limites respectives existent pour 
a —+(. 

Voyons maintenant la démonstration du théorème. Posons 


Cu. Ax (s) = [Ée, x+Ax (s) a Es. x]. 


Le processus £+, a-(s) sera alors solution de l’équation 


Le Ax (s) = À + | Ÿx, Ax (u) Cx, Ax (u) du + | Xx, Ax (u) Cr, Ax (u) diw (u), 
t t 


« 


où 
as, Es, vas (5) —a(s, 8e, x (s)) 
Eu, x+Ax (s)— Et, x (s) ’ 
O(s, F, Li ax (5) —0 (5, Et, x (S)) 
6, x+Ax (s) — Et, x (s) 
a(s, x) et ü(s, x) possédant des dérivées par rapport à x con- 


tinues, il existe une constante X telle que presque sûrement 
lx, Ax (s)| <K et lXx, Ax (SI <K. Donc 


S 


Elt, ac (523 +3(7—t) | RER, ae (u) [2 du + 


LA 


Ÿx, Ax (S) = 


Xx, Ax (S) = 


+82 (Et ax(u}l? du SSH | Ex, ax (u)]? du, 


où H—3(T—t9+1)X2. Du lemme 1, 8 2, il suit 
Elbx, 4x (s)12<3eH(T— to), 
et par suite pour un À, 


El Ës, x+ax (S) — Es, 2 (s)12 Hi (Ax)?. (2) 


La dernière relation exprime que Ë4, x+Ax (5) — Es k(s) — 0 sto- 
chastiquement avec Az, donc 


x, Ax (s) ES ax (s, Ét, x (s)), x, Ax (s) gd Ox (s, és, x (s)) 
stochastiquement pour Ax—>0. Soit £,(s) solution de l'équation 


Lx (s) = 1 + À ax(u, Er x (u)) Cr (u) du + 
t 


+ | ou, E,a(u))E(u) du (u). (3) 
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Du lemme 1 il résulte que ElËx, ax(s) —&,(s)12—0 avec Az, ï.e. 
(] 

Es) = 2 E . (s). 

À remarquer que la relation (3) entraîne 
S 1 | - 
Ge (s)= exp { À (ai (u, Ee, à (u))— + loi (u, Es, x (2))]2) du + 
t 


+ [ot &.()dwmw}. 
En effet, supposons que le processus & (s) est tel que & (£) = 1 et 
dE (s) = a (s) € (s) ds + © (s) & (s) dw (s), 


où a (s) et b (s) sont des fonctions bornées. La formule de Ito donne 


dt(9exp{— | | a tu) o(u) Ja | o (u) dw ( @)}]= 
t 
ut =f fei--Soroiqe fear] à 
. t 


LE(S) xp{— | | a (u)— + 02 (u) | du — 6 (u) dw (u)} X 
t t 
X [(—a(s)++-02(s) ++ o2(s)) ds— 0 (s) dw(s) | — 
—roexp{— | [a (u)— + o2(u) | du— Oo (u) div (u)} 0? (s) ds =0, 


donc 


L (s) exp{ — | E 202) ]du— | 6 (u) dw (u)} = C 
t î 


à 


En posant s — t on trouve c = 1. Ce qui prouve la formule (4). Dans 
la suite on aura besoin du 


LEMME 2. Si |p(u)]J<N,uEels, tl, alors 


E exp (let u) duw(u)} < exp + D N? (s—1)}. (5) 


Démonstration. Si q (u) est une fonction en escalier: 
o (u) = o (t;,) pour u E Lit, tp, où t= b<h<...<t=Ss, 
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alors on obtient (5) grâce à l’inégalité 
E (exp {p (tx) [w (tn+1) —w (t:)1}18+,) = 


1 { 

= exp {2° (én) (fre —#r)} exp ÊN (énu —#n)}. 
Dans le cas général on établit (5) par passage à la limite. 
Le lemme 2, le fait que & et ox sont bornées et (4) entraînent que 
E(&x(s))" Vm=0 
est uniformément bornée. De la formule (4) on déduit aisément 
Se Ô : 
l'existence de Lx (s) em moyenne quadratique et 


S 


er be) = (9) = exp {À (ai(u, Ex (u))— 
t 


S 


— + toi (u, Eee (u))2) du + À oi(u, &, + (u)) dw(u)} x 


t 


x [ Êlais(u, &,4(0)—06(u, & 2 (u))oix (ue, Ee, à (u))1 Ex (2) du + 


S 
+ {onu EG) dv]. (6) 
t 
Cette relation entraîne la continuité en moyenne quadratique de 
02? = 
x $t, x (S). 
Pour les processus à plusieurs dimensions on a le 


THÉOREME 2. Si E,,(s) est solution de l'équation (14), $ 2, et 
que a (t, x), b (6, x), . . ., bm (t, x), fonctions définies et continues 
pour tElto, T], x E.A", possèdent des dérivées premières et secondes 
continues bornées par rapport à toutes les variables x!, . . ., x", alors 
la fonction E;.(s) est deux fois continûment dérivable en moyenne 


quadratique par rapport à x et de plus les dérivées 
Ô 0? 
ms S), —— S 
ne () En x (6), 
comme fonctions de x, seront continues en moyenne quadratique. 


La démonstration de ce théorème sera omise, car elle suit le 
même schéma que celle du théorème 1. 


REMARQUE 1. Si les conditions du théorème 2 sont réunies et 
que f (x) soit une fonction continue bornée possédant des dérivées pre- 
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mières et secondes continues et bornées, alors u (x) — Ef (£;, . (s)) 
est deux fois continûment dérivable par rapport à x. 

Nous allons prouver cette assertion pour les processus à une dimen- 
sion. Montrons que 


Ux (TX) = Efo (Br, x (S)) Ex (S). (7) 
En effet, 
Î (Es, xx (5) —7 (Er, x (s)) ) 2 
E [RE DE (9 | < 
j (&s. x+A%X (s)) — f (Et, x (s)) 2 
<2E | TE OO Cote (s)1 [+ 


Ï (4, x+Ax (s))—f (Et, x (s)) 


64. x+AX (s)— Et, x (s) 


+2E] — fa (Ex (9) | Lx (IE 0, 


puisque a est bornée, 


f (Es, 3 ax (5) —f (Et, x (5) 
Ég, x+Ax (s) — Ë4, x (s) 
stochastiquement convergente vers zéro et 
lim ElGe, ae (s)— (91120, ElG(5)12< 00. 


Ha É (Es. x (s)) 


Or 
ec — Efs (Er, x (s)) 6x (9) 


4 ; 2 1/2 
C{E [56 (Er stax (8)) — 1 (6e, à (8) — fe (En, à (8)) Ex (9) l'} 
D'où (7). De façon analogue, 
ex = E fax (Es, x (8)) (5) + Efx (Ee, à (5)) 3 Ex (5). (8) 
La continuité de us et ux, découle de la continuité en moyenne qua- 
dratique des processus &,(s) et _ Lx (s). 


REMARQUE 2. Les processus 


Ô 0? 
Et. x (S); Er Gt, x (S), FE Gi, x (S) 
sont des fonctions de t stochastiquement continues à s fixe, tù <S<T, 
uniformément en x sur tout compact. 
Soit £<t'<Ss; il vient 
S 
ét, X (s) Due Éte, x (s) = Es. x (4) — X + | (a (u, E x (u)) TT 


t’ 
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— a (u, Er, (u))du+ | lou, &, + (8) —0(u, Er, x (u))] du (u). 
CE 
Donc pour un A on a 
E [E4, x (S) — Es, x (S)P SET, x (4) — 2/2 + 
+H | EE: (u)—&r, «(UP du, 
É 
d’où il suit 
E [és, x (s) En Er, x (s) LIETE, x (( — x[? CARE, 
Or E lE, xt) — x F —=0O(t —t) uniformément sur tout com- 
pact en vertu du lemme 2, $ 2. Donc 
E| 6t, x (s) — be x (s)[? = O (£ —t). 
En se servant de (4) et (6) on obtient des majorations analogues pour 
Ô 0? 
rs Gt, x (S); ES Gt, x (S). 
En regroupant les remarques Î et 2 on obtient le théorème sui- 


vant. 


THéorÈue 3. Si €, ,(s) est une solution de l'équation (14), 
$ 2, dont les coefficients a (t, x), bi (t, x), . . ., bm (t, x) vérifient 
les conditions du théorème 2, et f (x) une fonction définie sur 47, 
continue, bornée et possédant des dérivées première et seconde continues 
et bornées, alors la fonction 


u (é, x) + E} (&s, x (s)); 


définie pour bb L1<LSs, x CE A", est continue, possède des dérivées 
première et seconde par rapport à x continues en t et x. 


$ 4. Méthode des équations différentielles 


Dans ce paragraphe nous allons établir des équations différen- 
tielles qui nous permettront de déterminer les répartitions de cer- 
taines fonctionnelles de processus de diffusion. Au passage on don- 
nera une nouvelle déduction de l’équation (inverse) de Kolmogorov 
pour processus de diffusion. 

Soit £ (t) solution de l'équation (13), $ 2. On a vu au $ 2 que 
la répartition conditionnelle du processus Ë (s) sur [#, T7], sachant 
que Ë (f) = x, était confondue avec la répartition de Ë; , (s). Appe- 
lons E; ,n l’espérance mathématique conditionnelle des variables 
aléatoires n, fonctions de la trajectoire du processus Ë (s) sur [£, T], 
sachant que & (f) = x. De ce qui précède il suit 


Ei, xN — En, 
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où n se déduit de n par substitution de la trajectoire Ex (s) à la 
trajectoire Ë (s). Pour définir les probabilités de passage du proces- 
sus il suffit de déterminer 


Ep (= | UP 2,5, dy) 


pour des fonctions suffisamment de fois dérivables. 


THésoRëÈME 4. Si E (t) est un processus remplissant les conditions 
du théorème 2, $ 3, et @ (x) une fonction bornée, continue et possédant 
des dérivées première et seconde continues et bornées, alors la fonction 


u (4, z)= Ex, xp (Ë (s)), LE [los GE 


possède des dérivées première et seconde par rapport à xi continues, est 
dérivable par rapport à t, vérifie l'équation 


m 
Ô } Ô 
7 U (6, x) + a (#, &) UE, Z) + 
i=1 
0? 
Oxi Oxi 


+R D b( abbé 2) 


R,i, J=1 


u(t, x) =0 (1) 


et la condition lim u (t, x) = @ (x). Ici at, bé, xt sont les coordonnées 
tts 


des vecteurs a, b,, x respectivement. 

Démonstration. Le théorème 3, $ 3, nous dit que la 
fonction uw ({, x) est dérivable par rapport à x et que ses dérivées 
partielles sont continues et bornées. À noter ensuite que 


u(t, x) =E;, 9 (6 (s)) = Er, xEr+ai, cran (6 (s)) = 

Eau (t+ At, E(t+At)). 
La formule de Ito donne 
u(é+ At, E(tHAt))—u(t+ At, E(t))= 


t+At mn 


= [ID <u+a spa, E(9)+ 
j=1 
HT D GG EG) (, EC) ur, E(9)]ds+ 


os t+At m | 
F | Di ba(s, E (s)) ue + Ai, E (s)) dw, (s). 


t ki=i 
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Donc 

Eu (+ At, É(G+ At) —E:, ,u(t+ At, E(t)) = 

t+At m 

= É Ers[ Daft, 8() uit, E(s)+ 

t j=1 

15 bé (s, E(s)) bi (s, E (S)) ——u (4 + At, E (s))] ds. 

R,i,1=1 
Comme 

Er, su (t+ At, É(t))=u(i+ Ai, x), 

il vient 


ES 


u(t, )—u(t+ At, 2)=Es[ D u(é+A, E(s))at(s, E(s))+ 


i=1 
++ D 6k(s, E(s))b(s", E(s’) 


R,i,3=1 


où s'EJé, t+ At. 


—— u (+ A6, E (s')) | At, 


ou d'u 
ôxi ”  Oxi Ori 
théorème de Lebesgue relatif au passage à la limite sous le signe 
de l’intégrale nous apprend que 


Comme sont bornées et s’—>£t pour At—+0, Je 


At 


COR LE | D us, E(D)ai(é, E()+ 
i=1 


R,i,3=1 
L'équation (1) est établie. Que E; ,p(Ë(s)) —— (x) découle de 


la E: «p(Ë(s)=Ep(..(s)) et de la continuité de 
Gt,x(s). 5 


Déduisons maintenant les équations qui nous permettront de 
déterminer la répartition de la variable aléatoire 


u(s, EG), ECC EG]. 


T 
= | 7(8, E(9)ds, 


to 
31—0398 
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où f(s, x) est une fonction suffisamment de fois dérivable, Ë (s) 
un processus, solution de l’équation (13), $ 2. Soit la fonction 


va (6, #)= Es, exp {A | (5, E(s)) ds}. (2) 
t 


Pour déterminer la répartition de la variable J il suffit de connaître 
la fonction v (f, x) pour 4€ Léo, T], x E A", et tous les À imagi- 
naires, puisque alors v; ({,, x) nous donnera la fonction caracté- 


ristique conditionnelle de J sachant que Ë (4,) = x. En intégrant 
Un, (do, x) par rapport à la répartition initiale on obtient la fonction 


caractéristique conditionnelle de J, 
TaéorëèmMe 2. Si E (t) remplit les conditions du théorème 2, $ 3, 
Ô 0? RE 
et Î (é, &), ox Î (, &); dxioxi Î (é, T) (i, ] — {, . m) sont 


continues et bornées, alors pour t € [t,, T] la fonction v, (t, x) vérifie 
l'équation 


un(e 2)+ D df(e 2) va (8, 2) + 


i=1 
LL SD Gants va (6 x)+Af(t, zut, z)=0 (3) 
4,3, k=1 


et la condition lim va(t, x) =1. 
tiT 
Démonstration. La dernière condition est évidente. Que 
2 
—— LV (1, T 
ôxt 0x] : ( ) 
continues et bornées découle de la formule (2) et de la dériva- 


bilité de E; ,(s) et f(s, x) par rapport à x exactement comme 
dans la démonstration du théorème 3, $ 3. Si dans la relation 


Un, (t, æ) soit continue et dérivable et va (#, x), 


à [ exp{ | fu, E(u)) du} f(s, E(9)ds= 


F T 
—exp{à | f(u, E(u)) du} —exp {à Î f (u, E(u)) du} 


l’ 


on prend E;,, pour &’ <#”, on obtient 


T 
Va. (t", z)—Et,x XP {2 | f(u, E(u)) du} — 
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de T 
= à [Ersf(s, É()Esavexp {à | f(u, E(u)) du} ds. 
Or L s 
T 
Er.sexp{à | f(s, E(s))ds}— 
} 


T 
= Er, «Er, ga”) EXP {2 | f(s, E(s)) ds} = Es, avan (27, 6 (47). 
ÿ 


Donc 
1” 


va (#', 2)— Er, au. (4, E(2) = 2 | Er, af (s, E(s))u.(s, E(s)) ds. 


+” 
Comme 
j (s, Ét,x (S)) Ux (s, E(s)) —7 (#”, x) Ur (é”, x) — 0 


stochastiquement pour £&’ — s, existe la limite 


«0 
Lim ——— — | Er, xf(s, É(s))ua(s, É(s))ds=f(é, x)va(é, x). 
ai 


tt 
tt 
Par suite, existe 


va (4, z)—E,, sua (7, 5 (7) 


En ——;— —— — 


t”—1"}0 HT 
tt 
= Jim [AG 2m", 2 FR (é”, z)—E,, sua (4, 6 (87) | 
du t”—1',0 7 LRESNT | 
t'—t 


Or, on a vu dans la démonstration du théorème 1 que 


E, qua (t”, E(#"))— ua (#", 2)  : . 


; ô 
cu o ==? ôxi Un (ë, x) + 
lt i=1 
m 
= > à b£ . 
Lx D k (é, x) k (£, LT) VA (ë, x). 
1,7; A=t 
Donc existe 
à va (E”, æ)—v ({", x) __ 0 
l't 


et l’équation (3) a bien lieu. 
31* 
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$ 5. Problèmes aux limites pour processus 
de diffusion 


Soit Ë (f) solution de l’équation différentielle stochastique (12), 
$& 2; on admet que les coefficients de (12) remplissent les conditions 
du théorème 4, $ 2, de sorte que Ë ({) existe et est unique. Soient D 
domaine connexe de [t,, T1] X ZB", D, = {x:(t; x) E D} domaine 
de Z". Posons 


tT=inf{s:s€léo, TT, E(s)& Di}, 


si l’ensemble figurant sous le signe inf n’est pas vide et t — 7 dans 
le cas contraire. T est instant markovien par rapport aux tribus %:; 
engendrées par Ë (£&) et wx (s) —- wy (to), k — 1, ..., m, s€ lt, tl. 
En effet, si D° est le complémentaire de D dans [t,, T1 X A" et 
op ((@; x), D°) la distance du point ({; x) à D°, on a % = sup 7,, où 


Tn = inf {s: p((s; E (s)), D°) << 1/n}, 


si l’ensemble figurant sous le signe inf n’est pas vide, et T = T7 
dans le cas contraire. Que 5, soit instant markovien résulte de 


{tn > t}= No : p (6x: É(sx)), D°)21/n}, 


où {s;} est un ensemble partout dense dans [f,, té]. L'instant + est 
appelé instant de première sortie du domaine D. Nous allons nous 
intéresser aux répartitions suivantes rattachées à T: 

1) la répartition de £ (f) sachant que tT > t; 

2) la répartition de 7; 

3) la répartition de Ë (t). 

Appelons Lu (t, x) l'opérateur différentiel parabolique défini 
par le premier membre de la relation (1), $ 4. 


Turorëme 1. Soient ® (ét, x) fonction définie et continue sur 
l'adhérence de D ffto, 4) X A", deux fois continûment dérivable par 
rapport à x et dérivable par rapport à t en tous les points intérieurs de 
cet ensemble, L® (t, x) —0 et ®D (t,x) — 0 pour tE€ It, til, x E D:, 
où D; est la frontière de D, dans BR", ® (t,, x) = f (x). Alors 


D (£, x) = Ef (Et, x (t1)) Yex, > 
où T1, est l'instant de première sortie de D du processus Ë;, ., solution 
de l'équation (14), $ 2. 
Démonstration. La formule de Ito (cf. (11), $ 1) nous 
permet de prouver pour Ti, x >> 1 que 


t1 


Dé E())—@ (4 2)= | LP(s, &, à (5)) d8+ 


t 
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tu M 
HD | D (8 En (6) bi(ss Be, à (8) du (9). (1) 
l 


On établit la formule (1) de la manière suivante. Soit D, suite de 
compacts simplement connexes dans [t,, T| X #4" tels que D, 
CDh+1, U Dh = D. Désignons par ®, (f, x) une fonction confon- 
due avec ® (ft, x), deux fois continôment dérivable par rapport à x et 
dérivable par rapport à £, bornée avec ses dérivées sur [t,, T] X 4. 
La fonction ®, (é, x) est alors justiciable de la formule de Ito et 


1 


Dn (bus Et, à (E4))— Dn (8, 2)= | LD (s, Er, x (5)) ds + 


1 


m im 
HD TD Er Das E,à (99) bus (s, Er, à (5)) dun (s). 
h=1 t i=1 


Il est évident que 1, << 7T%,, implique PR pour n assez grand, 
où To est l’instant de première sortie de D, du processus £, , (s). 
Or, pour s<T”, 


®P; (s, ét, x (s)) = D (s, ét, x (s)), 
L®, (s, ét, x (s)) = L D(s, Ét, x (s)), 


7, (s, Ex(s)= 7 D(s, Es, à (S)). 


Ce qui prouve la formule (1). 


Soit th=t1 AT, Alors Tt, est instant markovien et 
LOX(s, 6, ,(s)) —0 pour s<<7,. Donc 


D (Ta; ét, x (Th)) en 


> ES (s, Ét, x (s)) br: (s, és, x (s)) du, (s). 


Ti 


Ld Lé e D 
En prenant l’espérance mathématique et vu que _. (S, Ër x (S)) 
sont bornées pour s<Tn, car (s, &:..(s)) € Dh, on trouve 


ED (th, É(tn))= (4, x). 
En passant à la limite pour nr — œ on obtient 


ED (ti, x Â li, 6 (ti, x A t)) = ® (6, x). 
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Or, D (ti, x Â Li, 6 (ts, x Â t)) = ® (tx, x) 6 (T4. x)) = 0 pour LU, x) 
car E (Te, x) ED, Donc 


ED (Ts, x À Li, 6 (T4. x /\ t1)) — ED (ts, ét, x (£:)) Ki, x2t} — 
= Ef (6, x (1) Xr, >tu- 


Pour déterminer la répartition conjointe de t et E (t) il suffit de 
définir Ew (rt, & (t)) pour toutes les fonctions 1 ({, x) suffisamment 
de fois dérivables, données sur la frontière T du domaine D. 


THÉ6ORÈME 2. Soient v (t, x) fonction continue dans D |] TV pour 
(;, x)ED, Lt, x) =0etvt(t, x) = vit, x) pour t > to, (t;: x) € 
€ T. Alors 

(4 (#, x) = Ep (Ts, x Es. x (T4, x)). 

Démonstration. La formule de Ito et les raisonnements 
du théorème 1 nous conduisent à l’égalité 
De Be (tra) —0 (6, Ex (0) = 

T,x m 


=D À D PE (ss Ex (6) bis, Be, à (99) dun () 
k = 


1 i=1 


car (s, EË; , (s)) € D pour s << t;:,. En prenant l'espérance mathéma- 
tique, on obtient en vertu de la formule (14), $ 1, 


V (£, x) — Ev Foie Es. À (ei): 
En passant à la limite pour n —+ et en se servant de l'égalité 


(4 (Ta, x) Es. x (T4, x)) — Ÿ (Ta, x? Ée. x (T4, x)) 
(le point (t.», Er, x (Ti, x)) ET), on obtient ce qu’on voulait. 


Considérons maintenant un processus homogène Ë (£), solution 
de l'équation 


dE (#) = a (E(E)) dt + 2 bn (E (0) du (4) (2) 


et défini pour # E [0, œl. Soient £, ({) solution de l’équation (2) 
vérifiant la condition initiale & (0) = x, G domaine de 4", D — 
— [0,00 [X 4%. Dans ce cas, au lieu d’utiliser les solutions de 
l'équation Lv — 0 (de type parabolique) pour déterminer les quan- 
tités envisagées dans les théorèmes 1 et 2, on se servira des soluticns 
d’une équation plus simple (de type elliptique) d’opérateur diffé- 
rentiel 


êu (x) D ul) 
CEA ++ 2 ôxi 0x 5 br: (x ) Or; (x). (3) 


i,J=i 


Liu (x a; (x) 


vas 


ni 
LL 
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THé£oRèME 8. Soient f fonction continue bornée dans l’adhérence 
de G, u;, (x) fonction définie, continue et bornée dans l’adhérence de G, 
deux fois continûment dérivable, nulle sur la frontière T de G et telle que 


Au (x) — Liu (x) = f(@), 415% 0. (4) 
Alors 


un (= E À ef (6 (0) x on dé, (5) 
0 


où T. est l'instant de première sortie du processus E, (t) du domaine 
G (tx = +oo si E,(t) EG, Vi). 

Démonstration. Soit é<T,. En appliquant la formule de 
Ito à la fonction e-Atu; (£.(t)), on trouve 


un (Ex (2) e Mu, (x)= | [—Ae ru, (E.(s)) ds + 


On 


+erhsL,u, (E, (s))] ds + 
HD TD PE (E (0) bu (Es (9) dx (5). (6) 
0 


Soit t? l'instant de première sortie du compact F,, où F, est 
une suite croissante de compacts telle que U F,—G. Il vient 
n 


1%) A TT, et les quantités 2 (E, (s)) sont bornées pour 
st? | T. En portant t= 71" /\ T dans (6) et eu égard à (4) 
on trouve 


AT 


(in) 
Eu (E (£7 A Tee N'a) E À ef (E(s)ds. 
0 
Un passage à la limite pour ñr — donne 
TLAT 
Eun (Ec(re À The Tu) —E | FE (De “ds. (7) 
0 
On remarquera que 


lim uw (E (ts À The xt 0, 


T 00 
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car u1(Ë,(t;))—=0 pour +, fini, puisque &,(t,)ET et 
[ua (Ex (tx À Te a sup [ua (y) |eàT + 0 
y 


pour T,—= + 00. 
Par ailleurs 


Qu (Ex (te À T)| es sup [us (y) |: 


donc 
lim Eu (Es (tx À The T0, 
T +00 


Un passage à la limite pour 7 — œ dans (7) achève la démonstra- 
tion du théorème. BE 


Pour trouver la répartition conjointe de t et & (x) il suffit de 
connaître Ee-Atp (£ (t)) pour À => 0 et pour toutes les fonctions 
suffisamment de fois dérivables, définies sur FT. 


THÉORÈME 4. Soit v, (x) fonction définie, bornée et continue sur 
l’adhérence de G, deux fois continûment dérivable dans G et solution de 
l'équation Av) (x) — Liva (x) = 0 (À > 0) dans G. Si v, (x) = vd (x) 
pour x € F, alors 


Un (x) = Ee-Atxp (6x (Tx))- 


Démonstration. En appliquant la formule de Ito à la 
fonction e-hMv, (E,(t)), on trouve pour t<<T, 


m im 
Ô x (t 
nn (Es (en (n= D [D PAÉEOL pe (6 (s)) du (9). 

kh=1 0 i=1 
De là, exactement comme dans la démonstration du théorème 3, 
on déduit l’équation 

Eva (Ex (Tx)) ex = 0 (x). 

Reste à noter que v (Ex (tx)) = Ÿ (£x (tx)), puisque Ex (tx) € LB 


REMARQUE 1. En posant À — 0 on peut trouver la répartition de 
E (x): Ev (E, (tx)) — v (x), où v (x) est une fonction continue bornée 
dans G | T, solution de l'équation L,v (x) = 0 dans G et telle que 
v (x) = vd (x) pour x EF. 

REMARQUE 2.  Posons 1 (x) — 1. On a alors v, (x) = Eer",. 
La fonction v, (x) est continue, bornée dans G |] F', vérifie la condi- 
tion va (x) = 1 pour x € let l'équation 


A (x) — Lun (x) = 0. (8) 
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FO cette expression par rapport à À et posons À = 0. Soit 


_ A (x) 11=0o = M, (x). Il vient M, (x) = ET, ; de (8) et compte 


tenu de l’égalité v, (x) = 1, il résulte 
LM; (x) ue —1, 


M, (x) = 0 pour x € T. 
Si M,(x) est une fonction continue et bornée dans G |) l', deux fois 
continûment dérivable dans G, nulle sur T et telle que L,M, (x) = —1, 


alors 
Et.= M; (x). (9) 


. le vérifier il faut appliquer la formule de Ito à la fonction 
M, (Ex (©) pour #€[0, 191, soit 
M, (Ex (tx )) — M1 (x) = 


(n) 


ee 


F LM (Es (s)ds+ D À D 7 Mi (Ex (5) dns (Ex (5)) dus (5) = 
0 k=1 0 i=1 
= m4 D | 5 Mi (Ex (s) bu (6e (9)) du (9), 
R=1 0 


ensuite prendre l’espérance mathématique et passer à la limite 
pour ñn — co. 

Si la fonction M,-1 (x) = E (t,)""! est continue dans G{\ |’, et 
existe une fonction M, (x) continue dans G |) l', deux fois dérivable 
dans G, nulle sur T et telle que 


LM (@) = —rMh: (x), 


alors 


M, (@) = E (x.)". 


En effet, en procédant comme dans le cas précédent on obtient 
Tr 
M, (2) =E | n M, (Es (s)) ds. 


0 


On remarquera maintenant que Te «9 = Tx — S POUr S << Ty (à l’ex- 


piration du temps s le processus Éte ) tombe dans le point Ex (Ss) 
et le temps qu il restera dans G sera de s inférieur à celui qu'il y pas- 
serait s’il y tombait à l’instant initial). Le processus étant marko- 
vien, on a donc pour S<< T, 


ET(tx ST] Sel = Mrs (Ex (s)), 
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où %. est la tribu engendrée par wx (u), us, k —1,..., m. 
Par suite, 

Tr 
Ma(a=E (rE (T5) |) ds = 

0 


O0 


=nE | Htrx> HE (Ts —s)"T1] De] ds — 
0 


=n | Exw>aE [txt] 5e] ds= 
0 


=n | EYr>s (Tax —s)TIds=E | n(r,—s)"1ds=E (t,)". 


ST 8 
Os 


Soit £, (£) processus homogène à une dimension, solution de l’équa- 
tion stochastique 
t t 


E(D=z+ | a(E(s)ds+ | b(E (6) du (s), 


) 0 


dont les coefficients vérifient les hypothèses du théorème 1, $ 2. 
Soit T, l'instant de première sortie du processus &. (£) de l’intervalle 
Ja, Pl. Considérons la fonction 


Q (x) = exp LA He dz} dy. 


œ œ 
Il est aisé de voir qu'elle est solution de l’équation 
/ 1 LA 
a (2) p' (x) + +2 (x) g' (2) = Lip =0 
(car l'opérateur Z. est précisément de cette forme). Toute solution 


de l'équation Lu = 0 s'écrit u = c,g + c,, où c, et c, sont des cons- 
tantes. La remarque 1 nous permet d'écrire 


Ep (Ëx (Tx+)) = (x) ° 


Montrons que T. est fini. Cherchons pour cela la solution de l’équa- 
tion 


a (x) Mi (x) +56 (0) Mi (e)= —1, Mi (a) = M (B)=0. 
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La solution de cette équation qui vérifie la condition M, (œ) = 0 
s'écrit 

Co +2] Bo’ G) dz. 
Comme  ($) -£ 0, on trouve donc 


X 


B 
____o (x) p (B)— (2) @ (z)—® (2) 
CET | HIOTAO +2] Re 2: 


La remarque 2 indique que Et, = M, (x) co. La finitude de 
T, entraîne que E (t,) prend presque sûrement la valeur & ou $. Par 
suite 


p(x) = P {E(T:) =$} (Bb), 


_r 90) __ n\_ P(B)—(2) 
PH) ==, PE()= a) SOS 


Soient a—0, b—1. Il vient (x) —x—«, 


P{E(T)= a) ÊE, PE (T)=8)= 


œ B— x 
Dans ce cas il est facile de calculer tous les moments de t.. L’équa- 
tion pour M, (x) s'écrit 


ZM) = —1, Mao) = M (P) 0, Mi (a) = ( — 0) (ah). 
Pour M,(x) on a 


Mo = —nM, (x), Ma (o)= M, (B)=0. 


Donc 


x B 
M, (x) = 2n | (x—2) M, (z) dz +2 | (B—2) M, _1(z) de. 


Cette relation permet de calculer par récurrence tous les moments 
de t,.. Quant à la répartition de Tt, on peut la trouver grâce à la 
remarque 2: 


Ee-Atx = y (x), 
où v, (x) est la solution de l’équation 
4 , 
5 VA (x) — Au (x) = 0 
qui vérifie les conditions aux limites v, (&œ) — v, (B) — 1. Donc 


) 
en [VA =) 
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$ 6. Continuité absolue des mesures 
associées aux processus de diffusion 


Si £ (é) est un processus aléatoire, défini sur [0, 7] et à valeurs 
dans 4°”, le théorème de Kolmogorov (chapitre II, $ 2) lui associe 
une mesure sur l'espace {or #}, où ro,ry est l’espace des 
fonctions x (t) définies sur [0, 7], à valeurs dans Z", % une tribu 
engendrée par des ensembles cylindriques. Si l’on sait a priori que le 
processus & (f) est continu, on peut construire la mesure qui lui est 
associée sur {@ro,rp %}; Où Srço,ry est l’espace des fonctions con- 
tinues. Dans la suite nous envisagerons exclusivement des processus 
continus et les mesures respectives seront définies sur @fo,rj- Soit 
ue mesure associée à un processus Ë (+). Nous allons nous intéresser 
aux conditions sous lesquelles les mesures associées à deux processus 
de diffusion Ë, (-) et &, (-) seront absolument continues l’une par 
rapport à l’autre. 

On rappelle que si deux mesures u, et u., sont définies sur un 
espace probabilisable {X, S}, alors u, est absolument continue par 
rapport à da Si Mo (BP) = 0 pour tous les B € 8 tels que u, (B) = 0. 
Un théorème classique de Radon-Nikodym affirme que u, est abso- 
lument continue par rapport à u, si et seulement si existe une fonc- 
tion p (x) non négative $-mesurable telle que 


b2(B)= | p(a)m(dr), VBES. 
B 


La fonction p (x) est définie de façon unique aux ensembles de 
mesure u, nulle près; on l’appelle densité (dérivée) de la mesure u, 
par rapport à u, et on la note 


p (a) = 5e (a). 


Dans ce paragraphe on se propose d’étudier les conditions de con- 
tinuité absolue des mesures associées aux processus de diffusion et 
de calculer aussi les densités respectives. 

À signaler que si un processus Ë (f) — Ë ({, «) est défini sur un 
espace probabilisé {Q, ©, P}, la mesure qui lui est associée est 
tout simplement l’image de P par l’application 


Q 5 C0) Go, T]: 
Pour tout ensemble BE% 
ns (B)=P{o:Ë6(., w)EB}. 


Ceci permet de construire sur 0,7] des mesures absolument con- 
tinues par rapport à uw en les associant par l'application Ë (-,o) 
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à la mesure 


P(4= | p(&) P (do), 
À 
où p (w) est une fonction non négative @-mesurable telle que 


p(o) P(do)=1 


(cette dernière condition est nécessaire à la réalisation de P (Q) —1). 
Soient E ({) processus aléatoire défini par la fonction 6 (é &) sur 
l'espace probabilisé {Q, ©, P}, u£ la mesure associée à ce proces- 


sus sur @rço,r]. Si © est une tribu de Q@ engendrée par Ë (, w), 
tE[0, T1, alors 


FE £ (E(- , w)=E(p(o)| ©). 4) 
En effet, pour AE% 
nr (4)= P(E(:., 0) € 4)= | p(w) P (d&)=Ep (&) xa (E(-,  — 


A 


= Exa (Ë (+, 6))E (p(o)|@)= | E (p(&)| ©) le-scee (d2) 
À 
{on utilise le fait que E (p (&) | ©£) est une fonction de Ë (-) et 
l'espérance mathématique de cette fonction, une intégrale par rap- 
port à la mesure jw). 

Nous allons prouver un théorème qui nous permettra de décrire 
une classe de fonctions p (©) pour lesquelles la mesure image de P 
sur @fo,r] Sera associée à un processus de diffusion, si seulement 
le processus Ë (f, w) est processus de diffusion sur {Q, ©, P}. 


THéoRÈME 1 (de Guirsanov). Soient w, Se (4) 
processus wienériens indépendants l’un de l'autre, %:, 0 _ % T, 
famille croissante de tribus; wy (t) %;-mesurables, et fu, ( S + {) — 
— wy (), Ss> 0, k — 1, ..., m} indépendants dans leur a de 
Ve Sifi (t), - - ., fm (t) sont des fonctions F,-mesurables sur [0, T], et 


T m 
1) | D HG dt<o, 
0 Rk=1 
m T m 
2) p(o)=Eexp{> | Aa (D—-5Y (4 &)4t}, 
R=1 0 kR=1 0 
3) Ep (w)=1, 
4) P(4)= | p(u) P (de) =Exa (0) p(o), 


A 


494 PROCESSUS DE DIFFUSION [CH. VITE 


alors les processus 
t 
ie (2) = un (E)— | fa (8) dus (9) 
0 


sont des processus wienériens indépendants sur l'espace probabilisé 


{Q, G, P}. 


Démonstration. En cinq étapes: I à V. 


I. LeMME 1. Si S fé (t)<N, alors 
=1 


m 


E(ep{3 fr (s) dw, (s) }5:) <exp{+N 5 (T—t)}. (2) 


Démonstration. Soient f,(s) fonctions en escalier sur 
Fe, TI], fn (S) = fn (s;) pour s € Ls;, sul = <a <...<s, — 
D oh 


nn 


E ( exp {> , fr (S5) Cr (S5+4) — Wr (11} [3:,)= 


re 1 
— exp {+ >. f (s;) (Si —85)} <exp {+ N (Sr —53)} 
kh=1 
montre que 


E (exp on: b: fn (85) Lun (S5+1) — Wn (s1} 13) < 
n—-2 m 


<exp {NV (s—s,)}E (exp { D D fn (55) lux (sx) — 


j=0 k=1 
n—i 

uw (5)}|8e) <exp {EN D (sm—s)}=exp{ 5 N(T-0). 
j=0 


Dans le cas général, (2) peut être déduite par passage à la limite. 
IT. LEMME 2. Dans les hypothèses du lemme 1, 


m T T m 
E (exp{> fa (x ()— + | D ft) ds}]8e) =1. 


R=— 


ed 


Démonstration. Soit 
la 


m 
pu (o)=exp{S | (sd (9-5 TS 


La 


k=1 t l: k=— 


3 


fe (s) ds}. 
1 
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Pour t;=t, on à ps,,1,(©)—1. La formule de Ito donne 


dpi,, + (©) = 04,4 @) 2 fr (t) dur (t). 
Donc 
Pr, à &)=1+ | Pas so) D ja (5) dun (9). 
î, he 
Comme 


la m b 
À Epé.s(o) D! JR (5) ds&N À ent ds < 00, 


t kR=1 l: 


en vertu du lemme, il vient 
L m 

E([ pu,s(o) D fi (9 du (s)131,) = 0. 1 
t, k=1 


IIT. COROLLAIRE 1. Quelles que soient f,(t), fonctions F:-mesu- 


rables telles que Ï S f£ (t) dt < ©, on a 
m ra T m 

Efexp{> | hOdn(-+ | 3 fo as}|s)<1 
k=1 t k=1 


Cette inégalité est une conséquence du théorème de Fatou. 
IV. COROLLAIRE 2. Si Epo r(w)—=1, alors 


E(ps,t,(w)|3:)=1 pour 0<t<t<T. 
En effet, 
1 = Ep, LA (wo) E (0:,,, (@)E (p4,, r (@) | ÿ1,) | dt.) (3) 


Si l'inégalité E (ps,,r, (©) [%4,) << 1 était réalisée avec une proba- 
bilité positive, alors en vertu du corollaire 1 le second membre (3) 
serait strictement inférieur à 1. 

V. On désignera par É l’ espérance mathématique par rapport à la 
mesure P. Pour toute variable aléatoire £ (w) définie sur {Q, G}, 
on a 


ÊE (w) = EË (vw) p (o). 
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Pour prouver le théorème il suffit de montrer que 
Ë (exp {5 D (x (4) —ü (60) 23} | Du) = 
! nm 
— CXP { — 5 (2 — 1) pe 2} (4) 
k=1 


pour tit, et Vz, réels. Autrement dit, pour toute variable 1 
+:,-mesurable bornée on a 


à 


En exp {i > (a (62) — don (E)) 2} = exp {— + (ts) 2 #} En 


(4) bis 
Pour toute variable ë %,-mesurable il résulte du corollaire 2 


ÊE = Ep, : (©) 04, r (©) = EËp,: (0) E (p4, r (@) | Fe) = EËpo, + (@), 


donc (4) est équivalent à 


En' exp {5 D} (0x (fe) — x (61)) zu} Pa, #, (©) = 
Rk=1 


= EXP { —+ (lo — t4) >. } En’, (9) 


où = MP. (©) est une variable ÿj,-mesurable telle que 
Elnl< 


La TE de Ito donne 


dexp{i À À (x ( )— w (é)) 2 } pr, (0) = 
— exp {5 À (0x (#)—ün (41)) 2 } pu, à (0) 
R=1 


| mm | m ! us | m 

x [D fa (0) dun (+5 D 2x dun (9 — 5 D sk dt + à D fa (#2 dt |]. 
‘hk=i k=1 k=1 k=1 

Par suite, 


EXP {i > (y (é2) —wn (£1)) 2 | Pi, 1, (©) = 
kR=1 


=1+ Lexp {5 D) (x (0 —ùx (4) 2} pue (0) X 
k=1 


La 
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X [5 D 28 duo (0) + D, fa (0) dus (9) | 
k=1 k=1 


l LL lo 
2 

“RD 
k=1 


di 


exp {i D (an (9) — in (#)) 2} pes, à (@) dé 
R=1 


nt 
Soit D f£(t) NW. Le lemme 1 nous dit que 
Rk=1 
Lo 


E ({ ru à à (y (4) — wa (61) 2) O4, 1, (©) X 
Ai 


di 


m 


x D! (in + fe (2) dun (0) Fu) = 0. 


k=1 
Donc 


En'exp {5 D (x (62) —w (4)) za} Pas, 2 (©) = 


R=1 


m te m 

, 1 À ! . al Fr 
=En + Y à | En'exp {à D) (@n (#)— in (#1) 2} pu, à (@) di 
En posant 


En' exp {à À (En (4)— 8 ())2 } pe, 1, (0) 2 (4), 
R=1 


on trouve 


m Lo 

h (4) =En —+ D 2 | À (#) dt, 
R=—1 ta 

d’où 


m 

, 1 

(4) = En' exp { — D 2 (f—41)}. 
k=1 

Ceci démontre la formule (5) sous les hypothèses faites sur f} (6). 

Supposons maintenant que ff? (#) vérifient les conditions 


2 A OPEN 


32—0398 
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et 


(fn (6) — F4 (#))2 dt +0 
1 


DH 
1M8 


pour V—>c. Posons 
EE) = w8 (4) — É FN (s) ds, 


lo M 


M, (w)=exp{ Ÿ | #60 dun (+ | D (GO) dt). 


h=1t, t, h=1 


On a démontré 


(w) exp {à > GA (6) — 0 (4) 2 }= 


m 


— Eno$} (wo) exp {—— > z£ (—t)}. (6) 


kR=1 


Enp$" 


2 


Comme LE) (t) — we (£), k—1,...,m, stochastiquement, on a 


lim Enpo.s, (a) exp {5 D) GK (4) — 4° (1) a } = 


=] 
st” 


= Enpo, :, (©) exp { | à CACEATUVE D 


Ensuite, 
N D /— N TN 
Enpi, (o) exp {5 D GA (6) — 2° (2) a } — 


— Ep, (o)exp {à D (GP (62) —m ()) 2} L< 
<cE [PM (@)—po.r,(w)| (6) 
| Eno,. (@) — Enpo, , (o)]<cE [ef (@)—p0,(@)] () 
où c est tel que [n[<c. Prouvons que 
lim E 1 pô, 1 (&)—po,:(&)| = 0. (10) 


On a 
Ep (@) — 00, + (0) [= E (PS? (@) — 0,2 (©) | + Po. + (o)—p$"? (w)), 
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puisque 
Epo, : (wo) = Ep) (wo) = 1. 
Or 
| PE (©) — 00, : (@) [+ Po, + (@) — PO} (w) L 2h, : (&) 
et 


PEN? (@) — po, (@) —+ 0 


stochastiquement. Donc (10) est réalisée d’après le théorème de 
Lebesgue. En passant à la limite dans (6) et en tenant compte de 
(7), (8), (9) et (10), on obtient (5) (eu égard à n’). El 


Appliquons ce théorème à la démonstration de la continuité 
absolue des mesures associées aux deux processus de diffusion, solu- 
tions des équations différentielles stochastiques 


dé(t)=ai(t, E()) dt+ 2 (ba (é, E:(#)) dus (8), 8: (0)=zx. (11) 
THÉORÈME 2. Supposons que les coefficients des équations (11) 


vérifient les conditions: 
I. /l existe K tel que 


1) | a (£, T) — 4; (é, y)|+|a(é, T) — 43 (ë, y)|+ 


+ À Jon (2) (6 DIE av | 


2) [ai(é, x)P+fa D E+ D os ( x) PK (1+] x f?). 


IT. 71 existe des fonctions continues À4(t, x), ..., Am(t, x) tel- 
les que 


m 
dot, x) — ait, = 2 Ag (4, æ)Or(t, x). 
Alors la mesure y, est absolument continue par rapport à ue, et 
due, 
due. (GC, ©))= 


m 


m T T 
=Efoxp{S fa(s, Es) de(s 5 LAi(s, E (9) ds} 
0 0 


R=1 


S|, 


D" 
te 


(12) 


où ©5: est une tribu engendrée par E, (t, o),t € [O, T1]. 
Démonstration. Soient {Q, ©, P} l’espace probabilisé 
sur lequel sont définis les processus wz (t), k — 1, ..., m, et &, (t) 


32* 
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solution de ee (11) pour i — 1. Posons 


&)er(s ET ë, (9) dm (9 À AC E(s))ds}. 


h=1 0 
Supposons d’abord que 
Ep (w) = 1 (13) 


(ceci aura lieu par exemple si À; (s, x) sont bornées en vertu du 
lemme 2). 
Soit P mesure sur © définie par 


P(4)= | p(o) P (du). 
A 


Le théorème 1 affirme que les processus 


t 


don (#)= un (1) — | An (s, Es (8) ds 


(4) 


sont des processus wienériens indépendants. Considérons le proces- 
sus £, (t) sur l’espace probabilisé {Q, @, P}. Il vérifie: 


l 


E()—&— (as, Ets) u+ 3 [ac (s)) dus (s) = 


0 


kR=1 


t 
= | ils, E(s)) ds + S | a (s, Ets) [di (s) an(s, E(s)) ds] = 
0 


RkR=1 


- 
= [ as (s, &1(s)) + S An (s, Eu(s)) bas, E (s)) | ds +- 
0 


t 


t 
f bats, Es) du (s)= |az(s, E(s)ds+ 
0 


0 
di 

> | ba (S, E1(s)) dus (s). 
k=1 0 


11 est donc confondu avec la solution de l'équation 


dE, (t)=a(t, E(t))dt+ D b,(#, É2 (t)) du (t) 


R=1 
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sur l’espace probabilisé {Q, @, P}. Par suite la mesure Me est 
confondue avec ux,. En vertu de la formule (1) 


_ -(E(-, 6))<E (p (0) | €) 


le théorème est prouvé sous l'hypothèse (13). 
Supposons maintenant que (13) est toujours réalisée. Soient 


AN (4, x) tels que An (4, x) = M (6, x) pour ITI< NW, AO (4, x) 
continus, Me zx) =0 pour [x|>2N, 
m 
ag (6, x)=a(t, z)+ D AU (E, z)ba(t, à) 
k=1 
une fonction telle que 
[agN) (4, x)— af) (t, y)I<Kilxz—y|, 
[ai (, 2) P<K:(1+]xP), 


où K, est une constante (ne dépendant pas de N). Alors, en posant 


x ox (exp {S EU Es (s)) dun (5) — 


. Î [AN (s, (9) ds }, 
k= 


de 
© 


Œ(., w))—E (py()| GS), 


où EC) (6) est on de l’équation différentielle stochastique 
l m ji 

ECN) (4) = 0 + | ag (s, EN (s))ds+ S | bn (s, EL) (s)) dus, (s). (14) 
0 k=1 0 

Si l’on remarque maintenant que py(w)—p(®) pour 

sup [6 (é, ©)| SN, on aura 


Ep (&)x{sup]E (4, O)IKN}= Eor (0) x{suplE(, o)[LN}= 
= P Gupl EN G@I<N} (15) 
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Evaluons E|£Ef) (#)[?. Comme 
t 


EE (D <(m+2) [1 /2+E fa, EL (s)) ds 


m t 
E 3 [fe 89) 2 [°]= 
kh=1 0 
— (m +2) fiar+e | [Tag (s, EN (s))[2+ 
0 
+ D 6e, EE ]és]< 
R=1 


<(m+2 [12024 (TAitmk) | (AHEIEN (ss |, 
0 


le lemme 1, $ 2, affirme l’existence de X, (ne dépendant pas de NW) 
tel que 


EENOGP<EK2. (16) 
On a 


T 
P{sup| EM (> N}<P{ | [af (s, EL (s)) | ds + 


+ S || by (s, EN (s)) du, (5) > NI}: 
k=1 
L'inégalité de EN la majoration 
T T 
[pag es, Em (pas< | + (+ a (s, EM (51 ds< 
Ô 


0 


1 


<++ E | (A+ (SP 


—…. ae | 


la propriété V, $1, en vertu de laquelle 


t 
P{aup] Lo 6, 89) du (| >e}< 


1 
Tr 


C 


Ds 3 


Ebx(s, EN (s) parc E (4 + Ef9 (s) f) d 


$ 6] CONTINUITÉ ABSOLUE DES MESURES 503 


et enfin (16) montrent que 
> 1 
Ptup EP GIZ N;=0 (7). 


et par suite le second membre de (15) tend vers { pour N — wo. Donc 
Ep (@)= lim Ep(o)x{sup]&(, o)IK<N;=T 


Ce qui démontre (13) et le théorème. 


REMARQUE. Supposons que la matrice B (s, x) — (bz; (s, x)), 
j, k—1,...,m (b,; sont les coordonnées du vecteur b;) est non 
dégénérée. Alors dans les hypothèses du théorème 2 


dh£ 
ae (Et, 0) =p (0) 
Pour le vérifier nous allons montrer que p (&) est une variable 
S$:-mesurable. Il] nous suffit de prouver que les processus w, (#), 
k —1,...,m, sont ©f:-mesurables. Soient c4; (s, x) les éléments 
de l’inverse de la matrice B (s, x): 
m 
> Da;(s, x) Ci (s, 1) = 0x 
j=1 
Soient d'autre part 0=s<s< ... <Ssn=t, As;—s;,; —sr il 
vient 


n—-1i m 


Ur (t)= lim > > Cjn (st, 61 (Si) X 


max Asy-+0 la 4 
SI 41 
x [Ei(ua)—E(n)— À ai(s, E(s)ds] (7 
SI 
au sens de la convergence stochastique ; ici EË? et a? sont les compo- 


santes des vecteurs E et a. En effet, 1 expression figurant sous le 
signe de la limite s'écrit 


n—i m m  SI+1 


DDETCEODEN TC OL TO 


» 2 Ven (sr, Es(si))b;;(s, 61 (s)) dw; (s) — 


= > | 7 (9 dui(s), 
0 
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Wir (s) = D bij(s, Ei(s))c;r (Sr, 1 (si)) pour s<s<s1,1. 
j=1 
On remarquera que Wf° (s) — 6; — 0 uniformément avec max A& 
en vertu de la continuité des fonctions b;; (s, &, (s)) et c;x (s, &1 (s)). 
Donc (17) résulte de la propriété IV, $ 1, pour les intégrales stochas- 
tiques. Le second membre de (17) est visiblement ©$:-mesurable. 


CHAPITRE IX 


THÉORÈMES LIMITES POUR PROCESSUS 
ALÉATOIRES 


À maintes reprises nous avons eu affaire à des processus déduits 
de processus plus simples par passage à la limite. 

La théorie des processus aléatoires fait une large part aux métho- 
des de recherche de la répartition des fonctionnelles d’un processus 
aléatoire, par exemple: 

l2 


| fŒ()ds, sup E(9, inf E(#). 


î 1<I<t2 U<I<t2 


Une question émerge tout naturellement : si l’on obtient un proces- 
sus Ë ({) par passage à la limite sur une suite de processus Ë, (#), 
ne pourrait-on pas obtenir aussi la répartition des fonctionnelles 
du processus £ (ft) sachant celles des fonctionnelles des processus 
En (£)? 

On admettra que la suite de processus &, (t) est au moins faible- 
ment convergente vers un processus Ë (£), c’est-à-dire les répartitions 
finidimensionnelles de Ë, (t) convergent vers les répartitions finidi- 
mensionnelles de Ë (1). Ces hypothèses sont trop faibles pour qu’on 
puisse en déduire la convergence des répartitions pour une classe 
assez large de fonctionnelles (celles mentionnées plus haut par exem- 
ple). Il faudra donc chercher d’autres conditions sous lesquelles les 
répartitions des fonctionnelles (d’une classe F) de processus Ë&, (f) 
convergeront vers les répartitions des fonctionnelles correspondantes 
du processus Ë (f). La classe F doit être telle que f (&, (£)) et f (& (£)) 
(f € F) soient des variables aléatoires. Donc le choix de la classe F 
est tributaire des propriétés des processus &, (£) et £ (#). 

Nous traiterons les cas où les processus sont presque sûrement 
continus ou présentent presque sûrement des discontinuités de seconde 
espèce. 

La classe de fonctionnelles considérée ne sera pas la même dans 
les deux cas. 

Les théorèmes limites pour processus aléatoires sont importants 
pas seulement pour la détermination des répartitions de fonction- 
nelles d’un processus limite moyennant un passage à la limite sur 
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des processus plus simples. I] est tout aussi naturel d'utiliser les 
processus continus pour décrire le comportement à la limite des 
processus discrets : les processus à accroissements indépendants pour 
la description d’une suite de sommes de variables aléatoires indé- 
pendantes, les processus markoviens continus pour la description 
d'une chaîne de Markov à temps discret. Dans ce cas on étudiera 
le passage à la limite de processus, variant à des dates fixes, vers des 
processus continus, sachant que les intervalles séparant ces dates 
tendent vers zéro. On étudiera également des critères de convergence 
faible de tels processus. 


$ 1. Convergence faible de répartitions 
dans un espace métrique 


Supposons que les réalisations des processus Ë, (é) et Et) (€ 
€ La, b}) appartiennent presque sûrement à un espace métrique fonc- 
tionnel À de métrique px (x, y), x, y € X. Si, par exemple, &, (4) 
et £ (it) sont presque sûrement continus, ils appartiendront à l’espace 
& des fonctions continues muni de la métrique 


pe (x, DE [z ()— y (1. 


La classe F de fonctionnelles pour lesquelles on cherche les cri- 
tères de convergence de la répartition de f (&, (t)) vers la répartition 
de f (& (t)) sera une collection de fonctions continues sur X dans la 
métrique px. Pour que f (£ (f)) soit variable aléatoire, il suffit d’exi- 
ger la séparabilité de l’ensemble X et la mesurabilité de l’ensemble 
{w: Ë () ES} par rapport à l’espace probabilisé initial pour toute 
boule ouverte S de X (car dans ce cas l’ensemble {o : E (t) € A} sera 
mesurable pour tout borélien À de X). 

Dans la suite on admettra que X est un espace séparable et les 
processus E, (£) et £ (f) réunissent les conditions formulées plus haut. 
Au processus aléatoire Ë (?) (resp. £, (t)) on associe une mesure u 
(resp. u,) définie sur la tribu des boréliens $ de X par: 


u(4)=P{(-)EA} (resp. nu, (4)=P{86,(-)€ À4)}). 
Toute fonctionnelle f S-mesurable vérifie la relation 
EF (ŒE(&)= | (x) (ds). 


A noter qu'une condition nécessaire et suffisante pour que les 
répartitions de f (&, ({)) convergent vers la répartition de f (£ (#)) 
pour toutes les fonctionnelles continues est que 


lim | f(a)p, (dr)= | (x) u (dr). (1) 


pour toutes les fonctionnelles continues bornées f. 
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En effet, la convergence de la répartition de f (8, (£)) vers celle 
de f (£ (£)) et le fait que f est bornée entraînent la convergence de 
Ef (E, (&)) vers Ef (& (£)) et partant la formule (1). Par ailleurs, de 
(1) il suit que la fonction caractéristique de f (E, (t)), Vf, converge 
vers Celle de f (& (é)): 


lim Eeidf (En ()) — Jim | ei Guy, (dx) — | ef Gu (dx) = Eeitf (EE), 
ñn —> 00 7— 00 

Définition. Si la relation (1) est réalisée pour toutes les 
fonctions f (x) continues bornées, on dit que la suite u, converge faible- 
ment vers u et l’on note Uh = u. 

Définition. Une suite de mesures u, est faiblement compacte 
si de l’une quelconque de ses sous-suites on peut extraire une suite de 
mesures faiblement convergente. 


THéoRÈME 1. Soient X espace séparable complet, $ la tribu de 
ses boréliens. Pour qu'une suite de mesures u, sur $ soit faiblement 
compacte il est nécessaire et suffisant que 


a) Sup Un (À) < oœ; 

b) ye>>0, 3% compact tel que sup u, (X X KA) <a. 

On aura besoin du lemme suivant. 

LemME 1. Si X est un compact et sup u, (X) = H << co, alors 


la suite de mesures u, est faiblement compacte. 
Démonstration. Soit @x l’espace des fonctions conti- 


nues f sur X,{|f|| — sup |f(x) |. L'espace @, est un espace polo- 
xEX 
nais normé. Soit {f,}, 4 — 1, 2, . .., suite partout dense dans @+. 


Par la méthode de diagonalisation on peut choisir une suite de 
mesures pu, telle que existe 


lim À (2) bn, (de) =], vi. 


Comme 


FEI —IÉ<ANR- F5 11, 


alors Z[f;] est une fonctionnelle uniformément continue sur l’en- 

semble {fx}, k— 1,2, ..., qui par conséquent est prolongeable par 

continuité à l’espace @, tout entier: 2 [f]—lim L [fn]. Ceci étant, 
În;— 

la relation 


L{f1= lim | f(x) hu, (42) 


reste valable pour tous les f. La fonctionnelle ! [f} est linéaire non 
négative comme limite d’une suite de fonctionnelles linéaires non 
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négatives. Donc, en vertu du théorème de la forme d’une fonctionnel- 
le linéaire sur l’espace x (cf. par exemple R. Edwards [{l), 
L [fl s'écrit 
Lif= | f(x) u(dz), 
X 
où u est une fonction d'ensemble dénombrablement additive non 
négative. Donc u est une mesure et u,, = u.El 


Passons à la démonstration du théorème proprement dite. 
Soient une suite em —>0 et des compacts Æt® & K“D tels 
que Sup Un (X X À) < en. Posons 
n 


nf (4) = pr (AN KP). 
Prenons une suite n#° telle que la suite de mesures ufn con- 


R 
verge faiblement vers une mesure n°. Définissons une suite n£) 


telle qu’elle soit sous-suite de nÿ—1) et que nu). soit faiblement 
ñn 
k 


convergente vers une mesure u®. On a var [uf)—pÜ+n | <28;, 
puisque u®) et u%-1 sont confondues sur KU-1); donc la suite 
u®) converge en variation vers une mesure u. Montrons que u,«4) 

k 


converge faiblement vers u. En effet, pour toute fonction conti- 
nue On a 


Tin | | (2) ho (42) — | (x) u (dx) |< 
SE 


<Hm| | fe) au (40 — | j(x)u(dx)|+ 
Roo | « k 


Km) KM) 
HIFI in hugo CAN EP) EL (ANA) <2 11 F1] 8m 
D'où la condition suffisante. 
Pour prouver la condition nécessaire on aura besoin du 


LEMME 2. On peut exhiber un compact K tel queu (X  K)<e, 
Ve > 0. 


En eïfet, soient {x;,, 4 — 1, 2, . . .} suite partout dense dans X, 
S? boule de rayon 1/2" centrée en x,. Comme 
U S% — X, 
k 


pour tout n existe k, tel que 


kn 
u(Ù Su (X)—e/2". 
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o  kn 
En posant K— f} (J S%, on obtient un compact pour lequel 
n=1 k=1 


{ 
Dn — Ë: E 
1 


ss kn 
LANR)E D HAN Ü SH <e 


n=1 


1 MA 8 


Condition nécessaire. 
a) Si u, est faiblement compacte, alors | 1-u, (dx) est un ensem- 


ble numérique compact et par conséquent la suite u, (X) est bornée. 
Supposons maintenant que la suite u, est faiblement compacte 
mais que la condition b) n’est pas réalisée. On remarquera que la 
condition b) équivaut à la suivante: 
b') Ve => 0, V6 => 0 X compact tel que sup un (XX K5) < 


LL 
<T &, où X; désigne un ensemble de points x dont la distance à 
K est < Ô. Il est évident que b’) implique b). Inversement, soit 
Ki} un compact tel que 


sup ln (X NKŸ7) <e/27, 


Alors N Ki} sera un compact vérifiant b). La non-réalisation de la 


condition b') équivaut à l'existence de € > 0 et ô > 0 tels que 
sup Un (À NX K5) > €, VX. 


Appelons X® un compact tel que u, (X X A9) € & (l'existence 
de X‘® est une conséquence du lemme 2). Comme sup u, (X  K&”)> 


> €, il existe n, tel que 

Un, (XXE) > €, 
donc il existe un compact KX® tel que ln, (K®)>e et KM 
cœ X\KX$? (toujours en vertu du lemme 2). Comme 


sup un (X RP K) > 8, 


il existe n, et un compact K€ XKKSKK() tels que 
Un, (KD)> 8. 


En poursuivant cette procédure on obtient une suite d'indices n; 
et de compacts X( tels que 


| je j—1 
Un, (AD) >e et KDE XX U AP =XXIU AG. 
i—=0 i=0 


Soit %; (x) une fonction continue, non négative, bornée par l’unité, 
nulle sur XX K$h et égale à l’unité sur K‘%. La distance entre 
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deux compacts quelconques de la suite KX(® étant 6, les fonctions 
X: (x) ne peuvent être simultanément non nulles. Considérons une 
sous-suite ux faiblement convergente vers u de la suite Un; La 


mesure u étant finie et >, y; (x) continue et bornée, il vient 
i 


BECTOAEOTCES 


i1 i=1 
par suite 
lim > x (z)u(dx)=0. D'autre part 
pc 37, 
PET z) ur (dt) Zn, (AM9)Ze (ur = Un,), 


pourvu que nr >> p et par suite 


> Jrutern (ao im 3 À (a) pa (4) >e, vr. 


Cette contradiction prouve la condition nécessaire b). 


REMARQUE 1. La complétude de l'espace X a servi à démontrer les 
conditions nécessaires du théorème. Les conditions du théorème sont des 
conditions suffisantes de faible compacité d'une suite de mesures dans 


tout espace métrique. 


REMARQUE 2. Si u, converge faiblement vers pu, alors 


lim u,(4)=u(4) VAES tel que u(4')— 


où A’ est la frontière de À. 

En effet, prenons un ensemble quelconque À € Y. Soient 4% 
son noyau ouvert (c’est-à-dire l’ensemble de tous ses points inté- 
rieurs), [A] son adhérence. Si u, converge faiblement vers u, en 
prenant une fonction f (x) > 0 continue telle que f (x) = 1 pour 


x ElAÏ et 
a (AD > | f(x) u (da) —e, 


on trouve 


u(1A])> | f(œ) u (dx) —e= lim | f(x) ne (da) —e>lim puy (4) —e. 
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Donc 
Dim pa (4)<<u (147), Tim px (XNA) <u ([X A), 
— lim pi (4)< —u (49). 

Par suite 

u (49) <Timu, (4)<lim a, (4) Lu ([AÏ). 
Si u(4”)=0, alors nu (4A®)=— mu ([4]) =u (A) et 

a (4)<lim pr (4)<lim p, (4) <H (4). 
D'où suit l’assertion de la remarque. 


REMARQUE 3. Si f (x) est presque partout continue par rapport 
à la mesure u et u, converge faiblement vers u, alors 


din a, ({r: f(x) <o)=p (x: f(x) <a}) 


pour presque tous les @. 

En effet, soit À, l’ensemble des points de discontinuité de f. 
On a mu (4,) = 0. Soient G, l’ensemble des x tels que f (x) < « et 
Ga la frontière de G, : 


a={{x:f(x) <ahfNlf{z: f(x) >. 


L’intersection des ensembles G; et Ga, &a<o1, est contenue 
dans celle des ensembles [{x: f(x) < a}] n [{x: f(x) Zza}l; donc 
tEGxNGa, implique 


lim inff(y) <a, lim supf(y) >, 
Y—x Y—Xx 


c’est-à-dire 
Gal Ga, © 4. 
Donc 1(GafGe,)=0 et 


HU Ga)= 2H (Ga) 


pour toute suite ax. 

D'où il suit qu’existe un ensemble au plus dénombrable 
de nombres & tels que u (G) 0. 

Donc pour tous les & sauf peut-être pour un nombre dénombrable 
d’entre eux, G, est ensemble de continuité de mesure u, de sorte 
que Un (Ga) —u (Go). | 

Ceci prouve notre assertion. 

REMARQUE 4. Pour démontrer les théorèmes limites pour proces- 
sus aléatoires on se sert du théorème 1 de la inanière suivante. Soit 
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En (t) suite de processus aléatoires dont les répartitions finidimen- 
sionnelles convergent vers celles d’un processus Ë, (t). Si u,, mesures 
associées aux 6, (t), forment un ensemble compact, alors u, conver- 
gent faiblement vers u,, mesure associée au processus Ë, (t). En effet, 
dans le cas contraire on exhiberait une _sous-suite 7 “telle que Un, 


convergent faiblement vers une mesure u > lo. Soit E (£) le proces- 
sus auquel est associée la mesure u. Les répartitions finidimension- 


nelles de Ë (é), comme limite des répartitions finidimensionnelles 
de £,, (t), sont confondues avec celles de Ë, (f), ce qui n'est possible 


que pour u =, Car les mesures associées aux processus sont défi- 
nies de façon unique par leurs répartitions finidimensionnelles. 


$ 2. Théorèmes limites pour processus 
continus 


Dans ce paragraphe on supposera que les processus E, (£) et E£ (4) 
sont continus sur l'intervalle [a, b]. Leurs réalisations appartien- 
nent presque sûrement à l’espace @, #1 | des fonctions x (t) continues 
sur [a, bl, qui est un espace polonais muni de la métrique 

pa y= sup le) — y 


A noter que la plus petite tribu A de Go] contient tous les 
ensembles cylindriques et tous les boréliens. Pour le vérifier il 
suffit de remarquer que toute boule fermée appartient à %, puisque 


é:sup|z()—a (1 <r}= N {12 (4) (1 7}, 


où «@ (f) est une fonction continue quelconque et {, une suite quel- 
conque partout dense dans [a, bl. 

Soient À une constante, w,; une fonction définie pour ô >> 0 telle 
que 50 pour 80. Désignons par Æ (A, ws) l'ensemble des 
fonctions x (t) telles que 


xz(a)<H,YÜ—0et sup lx(t)—x(t")}| Lo 
FA 
Le théorème d’Arzelà (cf. A. KolmogorovetS. Fomine 
[1], page 104) nous apprend que tout compact de @jury est partie 
fermée d’un ensemble X (H, ws) également compact. 


THÉORÈME 1. Supposons que les répartitions finidimensionnelles 
de processus £, (t) convergent vers les répartitions finidimensionnelles 
d’un processus Ë (t). Une condition nécessaire et suffisante pour que la 
répartition de f (Ex (t)) converge vers celle de f(E (t)) Vf € Glao) 
est que 

lim sup P { de .l En (')—E, 4)1>Ee)=0, ve > 0. (1) 


h-0 n 1t’—1] 
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Démonstration. Condition nécessaire. Si le théorème 
est vrai, la suite de mesures u, associées aux processus Ë, (é) est 
faiblement compacte, de sorte qu'est réalisée la condition b) du 
théorème 1, $ 1. Donc pour tout ny => 0 il existe un compact 
K (H, ©;) tel que 


SUP Un (Ge, o] À (, @s)) = sup P 6, (4) €Æ CH, ©) n- 


PE sup LE ()—E, (> 0) <P (En () € Æ (Ho) 
Si h est assez petit, alors w,<e& et 
Tim sup P {| E (8) — En (EI en: 


D'où l’on déduit (1) puisque n >> 0 est arbitraire. 

Condition suffisante. La remarque 4, $ 1, indique qu'il suffit 
de prouver la faible compacité de la suite de mesures u,. Montrons 
que pour tout n > 0 il existe un compact X (H, ws) tel que 


sup P {En (9) € Æ (H, &3)}<n. 
La répartition de Ë, (a) convergeant vers celle de Ë (a), il existe 
H tel que 
P{IE (@)1> 4}<n/2, yn. 


Considérons une suite e, | 0. Pour tout e, il existe h,; tel que 
hr <hr-1 et 


supP{ sup [E,()—E,()>e)<zar. 
n [Éé?—i" 1 <hr 


Soit w, une fonction décroissante non négative telle que ©s = &; 
pour ô E [h,41, k,l. Il est évident que «w, } O pour 6 } 0. D'autre part, 


P{én (4) € A (A, @s)} <P {I bi QG) 4}+ 


s LE MISE 1 n . 2%. = T1: |: | 


T=1 
REMARQUE 1. Au lieu de (1) on peut se servir de la condition 
limlimPp{ sup [|6,(4)—-8,()>e}=0, (2) 
h+0 nc  1t—1"| Eh 


qui souvent est plus facile à vérifier. 
En effet, de (2) il suit que pour tout n > 0 il existe => 0et W 
tels que 


P{ sup |6,()—E,()>e}<n (3) 
pti" <h 


poun>N,h«<G. 
33—0398 
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Etant continus, les processus E, (it) le seront uniformément de 
sorte que pour tout ñn 


limP{ sup 16,()—6,()1>e}=0. 
h+0 1-1") &h 

On peut donc choisir un 6 tel que pour k << 6 la relation (3) 
soit réalisée pour tous les n. 

Le théorème suivant est susceptible d’être plus commode à l'usage. 


THÉORÈME 2. Si les répartitions finidimensionnelles de processus 
En (£) tendent vers celles d’un processus & (t) et qu’'existent à > 0, 
B > 0 et H > 0 tels que pour tous les t,, t, et tous lesn 


E | bs (£1) — En (2) << AH | li — Le (4) 


alors la répartition de f (Ë, (t)) convergera vers celle de f (£ (t)) VfE€ 


€ Gla,b]: 
Démonstration. Les processus &, (t) étant continus, ona 


Sup |6n(£1) —Én(t)l= sup  |En (1) — 6 (é2)l, 
Pti—to il <h il 2 IR 


où Â est l’ensemble de tous les points de la forme k/2" de [a, bl. 
Si 2h << 1/2, alors 


sup [JEr()—6, ()|<2sup sup 
, t'’EN 1 J l 3+1 
il t’—1" | <h oh om oh 


a (L)—8 ()< 


’ 


<2 D, sup 


m=kR+ 1 l 


s (Et) (GL) 


S 
: l j 1 N 


Tr=i 27 
partant 
| s | î : i—1 
(2-8) 2e (DE) (+3 5] 


On remarquera que 


PA su, (e()-6()>r)< 
a ET € 
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ë (Ge) — 6 (37) 


<m?4(b— a) 27H 


œ 


<m?a à E < 


UT — omB ” 


Donc, si 


ni 1 
D LS <3, k= [or ]+1, 
m=h+ 

alors 


ei ve En (f1) — En ()|> e} << 


t1- tol SR 


uniformément en x pour À — 0. 


$ 3. Convergence de sommes de variables aléatoires 
indépendantes vers un processus de mouvement brownien 


Considérons une suite de séries de variables aléatoires Ë,1, Enor +. 
+. Enr,» indépendantes dans chaque série et telles que: 


1) Eëns = 0; 
RA 

2) Var En =bn, D'bni=1. 
i=1 


Construisons une fonction aléatoire &, (£), 6€ [0, 1] de la façon 
k k 


suivante: posons ne. 2 Ë h die) On: 
i—4 


En (t) = San + — LS n, 241 —Snx] 
n. R+1 nh 

pour # E [ênr, ln: +1» Sno — O0, no — 0. Le graphe de la fonction 
E, (£) est une ligne polygonale aléatoire reliant les points du plan 
(t, €) de coordonnées (f,5, Sn), & = 0, 4, ..., k,. 

Dans ce paragraphe on se propose d'étudier les conditions sous 
lesquelles les répartitions finidimensionnelles des processus E, (t) 
et les répartitions de fonctionnelles de ces processus convergent vers 


33% 
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les répartitions finidimensionnelles et les répartitions des fonction- 
nelles respectives d’un processus de mouvement brownien w (#). 


THéoRëME 1. Supposons que les variables aléatoires Ë,; vérifient 
les conditions 1) et 2) et la condition suivante de Lindeberg : si F,; (x) 
est fonction de répartition de Ë,;, pour tout & 


kh 
lim | 2 dF,;(u) —0. (1) 


no , 
i=1 [ul>Ee 


Alors les répartitions finidimensionnelles des processus E, (t) conver- 
gent vers les répartitions finidimensionnelles d'un processus w (t) et la 
répartition de f (E, (t)) vers la répartition de f (w (t)) pour tout f € @ro,u]1. 

Démonstration. La convergence des répartitions fini- 
dimensionnelles des processus €, (f) vers celles d’un processus w (t) 
est une conséquence du théorème limite central en dimension n. 

Pour démontrer la convergence des répartitions de f (&, (f)) vers 
celles de f (w (t)), Vf € Gto.11, suivant la remarque 1, $ 2, il nous 
faudra vérifier que 


lim limP{ sup |E,(t)—E,(#)|>e)}=0, Ve=0. (2) 
h-0 no [t—t'|<h 


Comme 
sup [Én()—6,(")|<2sup sup [E, (4) —E6, (4h) [<< 


P 
lé —t"|<h k hh<t<(k+2)h 


<äsup sup  |£,()—E(%h)], 


R  kh<t<(h+1)h 
il vient 
P{ sup [6,(4)—8()1>e)}< 
jet" <R 
P su t)—E,(kh)| => e/4\. 
< > D ir (0 En (2) ] L 
kh<1 
A noter que 


sup [Ex (t)—E, (4R)IS2 sup | D El, 


Rh<1<(R+1)R Fine Ton, k+1 7 Jnk 


Où jnr est le plus grand des indices j tels que t,;,<kh. Comme, 
POUr jar KT KŸn, r+1 


In, k+1 


sl 2 En 


>R< D Verts + + 
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le lemme 3, $ 5, chapitre VI, donne pour les h assez petits 
limP{ sup [|6,(9—6,(kh)| > e/4}< 


N— 00 Rh<1I<(R+ 1h 


1 —_— 
DV Him P {| Eh (UT 0) EN ou (Eni,p) | > e/8}. 


£2 
La convergence des répartitions finidimensionnelles de E, (t) vers 
celles de w (t) implique 


EE | 
Din PTEn Gnip, p33) — En Cri) 8/8 = 7 | e-u2/2h qu. 
n +00 lu Se/8 


Donc 
lim P{ sup |E(4)—E,(#)|>e}< 
nn 00 ft—2"|<h 


1 { ro 
<D—my7s | ‘Taux 


1— 
Rh<1 2 € 
£ == 
Î bcp 
2 
1 1. 1 + 
2 RE 
TT 
De la relation 
1 ur, " Eu 
a Î e * du<—- | ue ? du +0 
ul > lu>—— 
Vh Vh 
on déduit (2). E 
CoRoOLLAIRE. Soit E,, Es, . . ., En, . . . suite de variables aléatoires 


indépendantes équiréparties telles que EE; = 0, Var Ë; = 1. 
Désignons par Ë, (t) la ligne polygonale aléatoire de sommets 


(2, _— Sx) , Où Sp = Et +...+t,. Alors la répartition de 
n 

Î (En ()) convergera vers celle de f (w (t)) pour toute fonctionnelle définie 

et continue sur @to,11 presque partout par rapport à la mesure nu. 


$ 4. Convergence d’une suite de chaînes 
de Markov vers un processus de diffusion 


Considérons une suite de séries de variables aléatoires Ë,0, Enr: - 
+ Énk,, formant une chaîne de Markov dans chaque série. Appe- 
lons p,x (x, À) les probabilités de passage 
Pnx (Enr, A)= P {Enr CAÏEnr) (mod P). 
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Supposons ensuite que 0 = 0 ln ++ tn, = 1 est 
une suite de partitions de l'intervalle [0, 1]. Construisons une ligne 
polygonale aléatoire £, (t) de sommets (f,x, Enr). Dans ce paragraphe 
on se propose d'étudier les critères de convergence des répartitions 
finidimensionnelles de £, (t) et des fonctionnelles de Ë, (ft) vers les 
répartitions correspondantes d’un processus markovien Ë (é), solu- 
tion d'une équation différentielle stochastique du type étudié au 
chapitre VIII. 

Posons 


AVR nn ln, k+1 — Ênh) 
1 . 
An (tar 2=— | (Y—2Z) Pnr (X, dy), 


1 
Da (Enr 2) = 0h (Enr 2) = À (y — 2)? pan (e, dy) — 
— Atynün (nr: Z). 


THÉOREME 1. Supposons que £ (t) est solution de l'équation diffé- 
rentielle stochastique 


l 


t 
H()=E+ [a(s, E(s)ds+ [o(s, E(s)) duw(s), 
0 


0 


où €, ne dépend pas de w (t), et a (s, x) et o (s, x) sont des fonctions 
continues en s el x et vérifiant une condition de Lipschitz par rapport 
à x: [as +) —a(s y l+lo(s, 2) —0o(s, yI<KIz—yl. 
Pour que les répartitions finidimensionnelles des processus &, (t) conver- 
gent vers celles du processus Ë (t), il suffit que soient réalisées les condi- 
tions suivantes : 
1) lim max Af,g = 0 ; 
ñn — 00 k 


Rn 


2) lim >». E (| Zn (Énxs Enx) —a (nrs Enx) [2 sn 


Noo hR=1 
+| On UT Énk) —On (ln En) [2) Atnr = 0 ’ 
3) pour un Ô —>0 


k,=—1 


lim > ElËx.r+1 — Enr [+8 0 


ñn — 00 k=0 
et 
k,—1 
P-lim sup >» E (fÉn, 41 — En: FF Evn) = 0 ; 


NnHroo R>0 i=Rk 
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An (£nks x) 
2 :. On(ink: T) On (tnhr T) 
nées par rappori an; 


o) la répartition limite de la variable Ë£,0 coïncide avec celle de Ës. 
Démonstration. Posons 
One — [E R+H1— ÊuE Un (ênk: En) Alta] (On (CAT Enn)) (1) 
Alors 


4) les fonctions sont uniformément bor- 


En, h41 = Enk + An (énr:s Enk) Atnr On (Énhs En) Onr- 


Appelons %»» la plus petite tribu par rapport à laquelle sont 
mesurables Ë,6, Énys + + +» Enr. La variable ©, est %, »+,-mesurable 
et de plus 


E (OnR | Dnk) 0, E (Or | na) — Ath (2) 
Soient 
Nno — 0: 
Mn, k+1 — na + a (Enr; Nnx) Atnh +0 (nr; Nnx) OPTE 


Evaluons E Cr — Enn)2. De toute évidence, n,: sont #,.-mesura- 
bles. On 


- Mn — Enn + [0 (Énrs Nnr) — 0 (Enr, Énx)] Ator + 
+ [0 (Éar, Nnr) — 0 (Enr: Ênk)] Onx + Enk: 
Enk = [@ (tnh: Ênk) — An (nr: Enx)] Atnr + 
+ [6 (Ënrs Enr) — On (£nns Énk)] Onr-. 


Les relations (2), les conditions de Lipschitz pour a et o et l’iné- 
galité 2ab < a? + b? donnent 


E [nn nt — En, 241 P< 
<E [nr — Enr + 2E (nr — Énx) (a (nr, Mn) — 4 (nr, Énx)) Atnr + 
+2E (Mnn — Enr) (Q (énrs Enk) — An (Ënrs Enx)) Atnr + 
HE (a (énr, Mna) —@ (nr: Ënn)) Atnr + (0 (Enr: nr) — 
—O(énrs Énk)) Onr + Enr LE [Mn — Enr P (1 + 2Æ Atnn + Atur) + 
F E | a (ln En) —dn (En Enx) P Ann + 
-H2E (a (fnrs Mnn) —@ (Ënrs Enx))? Atnk + 
HE (O(Énr, Mn) —0 (£nr, Énx)) E (@hr | Fra) + 2EEnr < 
<E | Mne — Enx (1 + L Atnr) + nr 
où L—2K+1+4K?, 
Xnk =E [a UST Gna) — An (Enr En)? (Aënr a 2A tn) fe 
HE [Oo (fan: Ënx) — On (Ënk; Énn)]? Atnne 
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Comme 

E | Nn0 — Eno P=0, 
on trouve 

E | Es — Mn1 PL; 


E | En2 — Nn2 P< Uno (1 + L Âtho) ani < (1 + L At 0) [ao + Qnil» 
ElEns—nn3/<lano + &na] (1 + L Atno) (1 + L Ain) + an < 
< [ro + Œn1 + An] (1 + L Atho) (1 + L Atn1)s 


k,—1 
El Enr — nn P< À an Ï A+LAbD<eE D am: 
îi—= 
ki, 4 
La condition 2) entraîne que lim D ni = (0. 
ñn — 00 4=0 
Donc les répartitions finidimensionnelles du processus E, ((t) 
convergeront vers celles du processus Ë (£) si seulement les réparti- 
tions finidimensionnelles de Ë ({) seront limite de celles du proces- 
sus Mn (é), où Mn, (é) est une ligne polygonale de sommets (t,x, Mnn)- 
Pour achever la démonstration nous aurons besoin du 


LemmMe 14. Siw, (t) — Ÿ) ur», alors les répartitions finidimen- 
ct 
sionnelles du processus w, (t) convergeront vers celles d'un processus 
wienérien w (t). 
Il suffit de montrer que pour tous les À,,, tels que sup | À,4 | < ©, 
n,hk 


on aura 
k,—1 
lim [E exp {i D hnr@nx À _ 
n 00 R=0 
k,—1 
—E exp {5 2 nn [0 (fm, n41)—0 (x) } 1 = 0. 


272 


x 4 hr + 5 


à [2 | L [2 +6 
la droite numérique tout entière pour 0<8<1. Donc 


On remarquera que la fonction est bornée sur 


jet (14 2+0 
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et 
T—A1 


E Il enk°nRk —E ( il enkOnk ) E {e*nr®nr [Far] — 


R=1 kR=0 
a. à | 
Ti (fl e'nx°n8 E [1 + A nrOnr — u Onr + O (| Or É Sn | = 
k=0 
r—i 


Me 
2 Atnr) +0 (E] Onr 9) — 


É (Il e*nh°nR ) (1 _ 


k=0 


T A2 r 
=]] (1-5 4%) +0 (5 El on). 
k=0 k=0 
L'inégalité 
Elo <L(EIEn, n441— En [°° +] Are [7+9) 
découle de la formule (1) pour w,4 et fait que _. gt sont bor- 
n n 


nés. 


Donc 
k,—1 
lim 2 El or[9=0. 
AN — 00 = 
D'autre part 
k, —1 12, k,—1 : A2R 2 
| |! (1— 5 Ain) — Le 0 <O( 5 Atm)= 
Rk=0 k=0 
= O (max Af,r) — 0. 
k 
Par suite 
k,—1 Ent, | 
L 2 AnkOnk — à 5 Atnh 
lim \Ee *=0 —e Àh=0 — ( 
ñn +00 


Reste à remarquer que 
hr At 
E exp{ihna [w (fn,r#1)—w(tur)l}=e 2?  "*. 
REMARQUE. Du lemme précédent il suit que pour toute fonction: 
& ({, x) continue 


E {exp (ia D, Q(énk €) Œx ) 131,) ee 


t<t,p<t” 
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lt” 


+ E {exp i ] a(t, x) du (#)) 


uniformément en x sur tout intervalle fini, si seulement l, est tel que 
bi le 

En effet, comme dans la démonstration du lemme 1, on trouve 
que 


E {exp (ia D @tnr 2) ox |B,)} — 


t’ th Et” 


— EXP {+ > Q(lyh; T) Atnn} — 0 


Etui” 


uniformément en zx sur tout intervalle fini, car & ({, x) est bornée 
sur tout intervalle fini de variation de x. 
Reste à remarquer que 
l’ 
D (fans 2) Atnn + | œ2(t, x) dt 
r dd 


tt <t" 


uniformément en x sur tout intervalle fini, car « (t, x) est unifor- 
mément continue en t et x sur tout intervalle fini de variation de x. 


LEMME 2. Si une suite de fonctions mesurables @, (x, : - «» Zm) 
est bornée par une constante et converge uniformément vers une fonction 
continue @o'(Æys + + +» Tm) Sur tout compact, et si la suite de fonctions 
de répartition FA (x; . : ., Tm) converge faiblement vers la fonction 
Filles T2), “alors 


lim | En (Es ce Tm) dE (En es Tm) = 


fn — 00 
= | go (æ ...) Tm) dFo(xi,; ..., Tm)- 
Démonstration. Il suffit de prouver que 


In | | Pa (dus ++, Tim) — Do (Ets ++ Tm) | Fa (Has + + Em) = 0, 


NN — 00 


puisque 


lim | Po (xs, CRCECE Tm) dFh (T4, 73 Tm) — 


n +00 
= À potes ++, Em) dFo (Eur +. En) 


en vertu de la faible convergence de F, (ri, -.., Tm) Vers 
Fois 255%); 
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Or VK>0 


À 190 —@n 1 dFn< | | Po — Pr | LE + | | Po — Pa | dE ; 
Dix; 1<K Dix; 1>K 


la première intégrale tend vers zéro pour ñ —> co, car | ®o — ®n | 
tend uniformément vers zéro pour >», | x; | << K; la deuxième inté- 
grale peut être rendue aussi petite que l’on veut pour tous les n par 
le choix de À assez grand, car | ®, — ®, | est bornée et la suite de 
répartitions F, faiblement convergente. 


LEMME 3. Soient E, ..., Em (n—=0,1,...) m suiles de varia- 
bles aléatoires et Df (À, Li, -.., Th-1) des fonctions telles que presque 
sûrement 


D (1) = Een", D (A, EM, ..., Em) — 
_ > up a a) —9 
=E (e | & , “rs k = EE mm. 


Si les fonctions Of (À, x, ..., xp) sont continues pour tous les k 
et DE (À, x, .. an) DE (À, Dis ss these dd, 2; és, 2m; 
pour n—- 00 uniformément sur tout compact, alors la répartition 
conjointe de E7”, ..., mn converge faiblement vers la répartition 
conjointe de co us En 

Démonstration. Pour k—1 on constate que la répartition 
de la variable £ converge vers la répartition de £°. Supposons 
que la répartition conjointe F}, des variables £7”, ..., £” tend 
vers la répartition conjointe Fo des variables Eco AT Le. 

Le lemme 2 nous dit que 


E exp {i 5 À; — 


j=1 
| kR—1 
= jexp {i > \œ5} DE (ns Lis ces Tps) APR (mas ces Thu) + 
j=1 
R—1 


me | exp {i > les} DE (Ans Las ces Tps) APR (Aus <<, Tr) = 
j=1 


= E exp{iMéi Hi +... HiMER}. 


Donc la répartition conjointe des variables £9”, ..., £{” tendra 
également vers celle des variables E: PNR ‘En raisonnant 
par récurrence sur k on obtient ce qu’on voulait. = 
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D] 


Revenons à la démonstration du théorème. Soit une partition 
quelconque de l'intervalle [0, 11:0=17,<m<...< Ty = 1. 
Posons 


nn (To) = En 
Mn (Tz) — nn (T1) F >, a (Enr mn (Tx-1)) Ar + 


Th nr STR 


(] (nr: Mn (Ta-1)) Oro k = 1, .. N, 
Th-1Stnr TR 
"6 (To) = Eos 
TR 


në (ra) = nô (mes) + | a (s, ni (tas)) ds + 
Th_1 
TR 
+ os n(m))dw(s, k=1,..., À. 
Th_1 


Il est évident que 
E (0) | né (to), 8 (Te) = DE (4, né (tx), 


T 


TR k 
PE (À, z)= exp {ik +ià | a (s, x) ds—+ | o2(s, x) ds} 
Th-1 Th-1 
est une fonction continue de x. De la remarque du lemme 1 il 
résulte que 


E (era) | Mn os mn (T-1)) = 
—Efexp(iané (mu) ti D atur, nf (ta1)) Atur) X 
Th inr TR 
XElexp (in Di  Géur, nà(ta-1)) @ur) | 1% (To), +, në (t1)]) 


Th-1 nr <Tn 


tendra vers Of" (à, x) uniformément en x sur tout intervalle fini 

si l’on substitue x à n* (t:_.). Donc en vertu du lemme 3 la réparti- 

tion conjointe des variables n* (to), - . ., nn (Ty) Convergera vers 

la répartition conjointe des variables nÿ (to); : - -, 16 (Tw): 
Comme 


E (Ta) — 06 (tx) = E (tas) — 16 (Tes) + 


TR 
+ | [a (s, E(s))—ats, 1 (t:_1))] ds + 


Th_1 
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Th 
+ À Los, E(s))—0 (6, nè (ra-1))] du (9), 
Th 


la condition de Lipschitz et quelques transformations simples don- 
nent 


E | E(t) — 10 (te) PP =E TE (tas) — 00 (tas) 2 + 
Th 
+2E EC) (ms)l | La(s É()—a(s, nf (me)) 1 ds + 


TR_1 


TR 
+E( | (a (s, É(s))—a(s, no (ta-1)) ds) + 


Tai 
+E ( ; (8, E(5)—0 (8, nf (m9) dv (9) < 
D LEIEG-D C0 F4 
+2RE | E (ta) —nà (ta) | l LE(S) — nà (tas) | d5+ 
Th-1 
+2E [ (a (s, E(5))—a (s, nè (te) + 
Th-1 


+lo(s, E(s)) —o(s, n5 (T-1))]?) ds << 
LE | E (Tan) — 0 (tas) CHA (Ta —721)) + 


dE 
HA | LE(S —E(R) Pds, 
Tr 


où À — 2K + 8K*. Donc, en utilisant les majorations précédentes, 
on trouve 
N TR 


Eu) (nm) AerE D | LE(S) —E (tm) ds. 


R=17T,_, 
Le corollaire 2 du $ 2, chapitre VIII, nous apprend que 
ETÉ(s)—EË(s2) P<CIS—-s |, 
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de sorte que 
E (£ (tx) — 6 (t))? = 0 [max (Ta — Tas)]. (3) 


Par des raisonnements analogues on établit que 
lim E [nn (Ta) — 1 (m:)2 = 0 (max (Ta — Th-1)). (4} 


A noter que quels que soient les nombres réels À,, ..., À, et 
les variables aléatoires &,, . .., Em; Mis + + + Nm) On a 
JE exp (lib +... Hilmêm) —ÙE exp (am +... Hilmnm) | < 
LE | exp {ia (Es — 04) + +. + im (Em —Mm)} —11< 
LE | (Ein) + 2: + Am (Em — Nm) 1 


D D 
< V À . à EC ee 


2e Ma)? 


Soient s,, ..., Sn des nombres arbitraires de [0, 1]. On peut admet- 
tre que S; = Tz,. Alors 
lim |E exp {i D Am (m,)}—E exp li D'AE(x)}|< 


n — 00 


<Tim |E exp {i D Am (te,)} —E exp {à 2 Ajnë (ta,)} | + 


+ Tim |E exp {£ D Ajnë (ta) —E exp {D An (u)} | + 


ñn — 00 


+IE exp {i D Am (re) — Eexp {i DA (me) 1< 
<O(Vm max (Tr —T:1)} 


en vertu des relations (3), (4), (5) et de la convergence de la répar- 

tition conjointe des variables n2 (s;) vers celle des nÿ (s;). Ce qui 

achève la démonstration du théorème, car max (t, — 1:.,) arbi- 
k 


traire. 


THéORÈME 2. Dans les hypothèses du théorème 1, la répartition 


de f (Ex (t)) convergera vers celle de j (E (t)), Vf € Gtou- 

Démonstration. La convergence des répartitions finidi- 
mensionnelles des processus £, (1) vers celles de & (t) et la remarque 
du $ 2 nous permettent de ramener la démonstration du théorème 
à celle de la relation 


lim limP{ sup_1E()—E()1>e)-0. (6) 


ho n—00 [t—t" | 
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Les raisonnements du théorème 2, $ 2, donnent 
ca, ip En E)—6GC)1>Ee)}< 
)—E, (Gh) IL, 
< 2 P nes an En (8) — 8 GIZ 1) 


Désignons par s, le plus grand des indices r tels que {,, < kh. On a 
alors 


P{ sup scies 


RhEtE(RHAIR 


| Eni, — Éni, | >+< 


.. 


<P { SUP Es > + 


SR <I<Sp 311 
Pour estimer cette probabilité nous aurons besoin du 


LEMMr 4. Si E,, E, ..., Em forment une chaîne de Markov et 
P{lËm—Ë1>clE}<a, où a<1, 
presque sûrement, alors 


PEuplé1>2}< P{lEnl> c}. 
Démonstration. 
P{supl&1>2e, | En |<e}= 
= D PE I<2, IE —1, |E 1526, | Em | Le} 


< D P{BI<2c, ik —1, 181 > 20, |En—b|>c)= 


3 


es > E(PUEI< 20, Eh —1, [E1>2c | B}PËm— bc IE) < 


<a 2 EP {| E | < < 20, i1Lk— 4, Léa 1> 20] Ex} — 


=oP{sup| él > 260}. 
Donc 


P {sup [El >2c<P{] Eml>c)+P{suplE > 2, | Em Le} < 
<P{I En | > 6}+aP {sup [&|> 2c}. 
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Le lemme est une conséquence de la dernière relation. 


Revenons à la démonstration du théorème. Comme 


PA Enosrtt — Ens > 0 1 En} gr E (LEnay, 41 — Enle | En) = 


| Es} < 


SR+1 


= E {( >. [a (Enr Enr) Atnr + On (énr Enr) @prl) 


T=) 


<F [(à a Create) 


En; [+ 


Ens | 


2 ni . 
LR CI E [ ( à On (Enrs Er) Dar) 


T=) 


Ens | + 


Sk+ 
<ÿE| ( À n (Enr Enr) Atur) 


Sk+1 


+ + E DS 0} (res, En) E (Ohr | Br) | Es | Sn 


r=) 
HE D ours Enr) Gn (én2 Ent) GnrE (@nr | Ent) | Ens) = 
j=r<l<sp,) 


SR+1 


—E [CE D Ga (ls bar) Atar) + à On ({nrs Enr) Atar | En, | , 


que les fonctions a, et 06, sont bornées et enfin que 


Sk+1 
>. A,;<h+2 max Ans 


55 
il existe une constante AH, telle que 
PI Ent bn > 8 | En} LS (+2 Ce Atny) 
Donc, pour h assez petit et tous les nr assez nr 
P{I Ens,..+1 — En; > €/16}<1/2 
et en vertu du lemme 4 


P{ SUP | En (£) — En (4h) [> e/4}< 2P{IÈ ns, ,1T +16, [> e/16}. 


RhKIL(R+ 1h 
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La convergence des répartitions de &, (t) vers celles de Ë& (t) implique 
Tim Pl En #1 — En, | > 16) <P{I E((4+1)2)—8 (&X) 15 €/16}. 


Par suite 
limP{ sup [6,()—6,(")|>e}< 
no |[i’—t"]<h 


< >, P{IE(GR+R)—E(kh)| > e/16}< 


kh<1 


< à) 
Rh<1 


Or, d’après le corollaire 2, $ 2, chapitre VIII, 
ElE(G+Rk—E(@É< LP 


(SR) EE GR +R) —E(N) 16. 


pour un Z, donc 
—— ’ ” 16 \4 
Him P{ sup 16,(4)—6,()1>e}<(—=) Le. 
n — 00 EE A ES 


Ce qui démontre (6) et partant le théorème. HE 


$ 5. L’espace des fonctions ne présentant 
pas de discontinuités de seconde espèce 


Appelons fou l'ensemble des fonctions x (ft), définies sur l’in- 
tervalle [0, 1}, à valeurs réelles et admettant des dérivées à gauche 
et à droite en chaque point. On identifiera les fonctions qui sont 
confondues en tous les points de continuité; il faudra donc convenir 
d’une définition standard des valeurs de x(t) aux points de discon- 
tinuité. Dans la suite on admettra que toutes les fonctions de Z151) 
sont telles que 


z (D =x(t+0), x(0) =z(+0), xd)=r4—0)] (1) 


L'étude de l’espace Z56,, est intéressante, car il existe des classes 
de processus aléatoires dont les réalisations ne présentent presque 
sûrement pas de discontinuités de seconde espèce (par exemple, les 
processus à accroissements indépendants, les processus markoviens 
sous des hypothèses assez larges). Pour pouvoir se servir des résultats 
du $ 1, il faut munir Zj,1, d'une métrique qui le transforme en un 
espace métrique séparable dont la plus petite tribu des ensembles 
cylindriques soit confondue avec la tribu de ses boréliens. Cette 
métrique doit être assez « forte » (de façon à ce qu’il y ait le moins 
possible de suites convergentes, et partant le plus possible de fonc- 
tionnelles continues dans cette métrique). La métrique uniforme 


Qu (x, y)= sup [x (t)—y(t)| 
0<t<1 


34—0398 


530 THÉORÈMES LIMITES POUR PROCESSUS ALÉATOIRES [CH. IX 


ne convient pas, puisque l’espace Z1j,,1, ne sera pas séparable (l’en- 
semble des fonctions x, (t) — Hs) , Ds < 1, possède 


la puissance du continu, mais la distance de deux quelconques 
des éléments de cet ensemble est égale à 1). Munissons l’espace 
Drou d'une métrique plus faible que la métrique uniforme. 

Appelons À l’ensemble de toutes les fonctions numériques À (1) 
monotones croissantes sur [0, 1], telles que À (0) — 0, À (4) = 1 
(i.e. À définit une bijection de [0, 1] sur lui-même). 

À noter que À TEA,VAEA.Si À, et À, € À, alors la fonction 
composée À, (A2 (-)) € A. 

Définissons maintenant pour tout couple x () et y (f) de ion 
la quantité 


by (x, y) = Je [sup Fe G)—y QG) + suplé— À (II. (2) 


Nous allons montrer que p% définit une métrique dans 71 
Pour cela il nous faut vérifier que la fonction p4; satisfait les trois 


axiomes suivants: 
a) op (x, y) > 0, l'égalité n'étant réalisée que pour x = y; 


b) pg (x, y) = bg (y, à); 
c) py (x, 2) < bg (x, y) + p% (y, z) pour tous les x (£), y (r) 


et z (£) de Zrou- 
La propriété a) est évidente. La propriété b) découle de la rela- 
tion 


P3% (Y, x)= ni SUN SSS CA) EU 
= inf [suply (A ())—zx(t)] +suplA  ()—{|]=pg(x, y). 
À-1CA t t 


Attardons-nous sur la propriété c) dite encore inégalité du trian- 
gle. Soient x(ét), y (t) et z (£) des fonctions de Zjo11. Pour tout 
£ >> 0 il existe des fonctions A4 (£) et À, (t) telles que 

p3 Ce, y) >suple ()—y (M (0) |+sup 1t— A (#1 —e, 
3 
pa (y, 2) >suply (9 —2 (2 (0) +suplt—h (ie 


On a 
0% (z; 2) <sup|z (4) — 2 (As (A1 (6)))| +supli— À CAUDES 
< sup |) —y (M @)1+ suplé—M (&)1 + 


AUD [y (a (6)) — 2 (Âe (a (6)))T + up (&) — A2 (Ai ())I = 
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D [x (E) — y (M ())| + SUP fé — À (é)| + 
+suply ()—2 (A (2))| Feupie (#)|, 


puisque si { parcourt [0, 1], alors À, (f) parcourra également l’inter- 
valle [0, 1]. Compte tenu de (3) on obtient 


py (x, 2) <pg (x, y) +pg(y, 2)+ 2, 


d’où la propriété c), car & > 0 arbitraire. 
Posons 


Ac (x)= sup [min{lz()—zx()l; 12) —2x(G)1}+ 


t—c<t'<t<i"<t+c 


+ sup [x(t)—zx(0)| + ue APQIE 
0<tÉe 1-ct< 


Il est immédiat que 


lim A, (x) =0 
c—0 


pour xz (4) € TZ ton: 
LEMME 1. Soit x(t) € Trou et [æ, BI C [0, 1. Si x(t) ne 
présente pas de sauts > e sur (a, GB], alors 
Jx()—zx()1<Z2A.() +e 
pour | —t"|<c,t,t"Ela, BI. 
Démonstration. Prenons un 6€]0, el et un point 
TE lé, t”"] tel que 
our EE, % (| [x (&) — x (t)]< Ac (x) + 6, 
: AAIOECIOIEZNOES 
Si un tel point n'existe pas, alors | x (4) — x (”) | < A, (x) + à. 
et le lemme est vrai. Si + existe, les inégalités 
minffz(s)—z()l; Ixz(r) —z(4) H< A. (x), 
[rm —x(t)1> Ac (x) +6 


|æ (7) — x (7) 1< A (x). 


entraînent 


Donc 
[tr E)—zE)I< Ir) —z(GI+Iz (tr —z(T—0)] + 
+Iz(t—0)—zx()1< 240 (x +8 +e. 
D'où le lemme en passant à la limite pour 6 | 0.1 


Appelons H»,1 l’ensemble des fonctions x (t) de Zç5,11 constantes 


sur tout intervalle [ +, HE. [et prenant des valeurs multi- 


ples de m. 
34* 


re 
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LEMME 2. Pour toute fonction x (t) € Zjou ël existe une fonc- 
tion x* (1) E Hm.n telle que 
1 { 
Pg (x, 2) << + + 4 (x). (4) 
n 


Démonstration. Dans chaque intervalle [5,2 


il existe au plus un point en lequel le saut est > 2 A2 (x). En effet, 


si t est un tel point, alors 
Jæ(s)—x(t—0)| =min[|z(s) —x(r—0)]; 
(r)—z(T—0)<A:(a) pour s€[+,7|, 


n 


Et] 


n 


Ir()—2(TI<A:(&) pour s€r, 


et par suite 
fe (8) — & (8 —0)] <2A1 (2) < 242 (a). 


k k+1 
n 


Soit t; le point (s’il existe) de | —, | en lequel 


[T (Tx) — x (Tr —0)] 2 242 (x). 
Soit À ({)E À telle que 
à (ÈS) =, où = Lib 


n 


(par exemple, la fonction linéaire par morceaux, définie par les 
égalités (0) =0, À (EE) =, à (1)=1). Posons x (t)=x (4 (+). 


La tonction x(t) présentera des sauts > 2A2(x) uniquement aux 
n 


points de la iorme + et 
x T 1 
pg (æ, 2) <supiz(i)—x (A (6) + suplé—A(I< 
Soit d'autre part 


co (E mrteEt He nens 
a = 


n 


(—) pour =. 


8 | 
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Il vient 


— — — — — —/[k 
pg @, *)<supla()—2" (D1<sup sup |2@—7(E)|. 
k k Rk+1 
— LÜ< — 
n n 
Les sauts de z(t) supérieurs à 2A2(x) n'ayant lieu qu'aux points 


de la forme +, l'intervalle E | n’en contiendra pas et 


0 


par suite le lemme 1 donne 


z(£)-7 (0 |<24, @ +242 (2) pour t€[+, + |. 
Evaluons A: (x) : 
AGa)= sup [min{fz(f)—z(t)|; I()—2()}+ 


1 
_--<t'<ti<t" he 
t rl Lit ve 


+ sup [z(t)—zx(0)|+ sup [z(t)—z(1)| = 


0LI<= 1— = <i<1 


_ sup [min {2 (A(t))—zx (À 6): 1zQ(6))—2x (À (6))1}1+ 


1 ” 
te Li'KI<tLI+ = 


+ sup Ie(()—z (0) +sup le (9)—z (1. 


0<I< = 1 = ct! 
1 
On remarquera que pour 44, <é<t4 es 


{ 
LA (HA (h) LH +, 


de sorte que OLA (H)—A (4) << | Donc À; (x) <A2 (x) et par 


suite 
py (x, 2*) <4A2 (x). 


Posons enfin zx* (= Ent (mx* (t)), où Ent(x) est la partie 
entière de x. L’inégalité 


a* (4) —2* (#1 << 


mt 
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entraîne 
py (x, a) <pg(x, 2) +pg (x, )+py(z*, at) < 
<+ AA (2) +. 1 
ñ 


COROLLAIRE. L'espace Tji6,11 muni de la métrique p% est 
séparable. 


THÉORÈME 1. Soient L une constante positive, «© (ô) une fonc- 
tion définie, continue, monotone pour Ô >> 0 et telle que lim «© (6) = 0. 


640 
Appelons K (L, w) l'ensemble des fonctions de Don telles que 
[zx (@) IL, Ac(x) < o (c). Alors K (L, w) est un compact muni 
de la métrique p%. 

Démonstration. Remarquons tout d’abord que Æ (L, o) 
possède un e-réseau fini pour tout & >> 0; un tel e-réseau est cons- 
titué par les fonctions de H,, telles que Ix (| Lsimetn 
sont choisis tels que - + _ + 40 (+) << €. L'ensemble X (L, &) 


est fermé. Il est aisé de vérifier que 
Ac (&) <Acto gts, » (4) +303 (& y). 
Donc, si 0% (Zn; z)—+ 0 et zx, EK(L, w), alors pour tout a >0 
A (x) < lim Acta (2n) +34 Lo (c +) +30. 


n 00 


La continuité de © implique Aç(x)<œ(c). Il est évident aussi 


sup [2 (#)] <sup [y (4) + 303 (x, y) 
si bien que 


sup 1z(#)1< lim {sup |2, (#1 +803 (&n, 2)]< L. 


Donc la limite des suites de Æ (L, w) appartiendra aussi à 
K (L, o). Reste à prouver que toute suite de Cauchy x, (t) € K (L, w) 
sera Convergente (nous montrerons alors que Æ (L, w) est un espace 
métrique complet possédant un e-réseau pour tout & >> 0, or cela 
signifiera que À (L,w) est un compact). Soit x, (t) suite de fonc- 
tions de X (L, ©) telle que pz (ïr, Zm) —0 pour n et m —+ 
(i.e. x, (f) est une suite de Cauchy). Il suffit de prouver qu’une sous- 
suite zh, (t) tend vers x (f). On peut donc admettre que la suite 


z, (t) est telle que pg (trs Tn+1) _— . Il existe alors une suite 


$ 5] L'ESPACE 535 


de fonctions À, (£) € À telle que 
1 
ue [Tn (Ë)— Zn+1 (Ant ())| Sorres a 


1 
Br fé — An+ (6) GET 


Posons 
Mi (£) ES M (£), Un (£) = Àn (Un-1 (£)). 
Comme 


1 
Sup [ln (E)— Uni GC) < on » 


Un (£) tend vers une fonction u ({) continue croissante telle que 
u (0) = 0, u (1) = 1. Par ailleurs 

4 
dd [Ta (Un (£))— zh-1 (Un-1 (t))| = up [Ta (Ah (£))—Zh-1 (&)| < on 


Donc x, (u, (t)) est uniformément convergente vers une fonction 
z* (t) E Drou. Etudions le lien existant entre les fonctions x* (t) 
et u (£). Soit u (f) constante sur un intervalle [æ, fl]. 

Si z* (œ) — x* (B), alors x* (f) est constante sur [«, fl]. 

Si z* (a)  x* (B), il existe y E La, B] tel que 


: z*(aæ) pour tEla, y, 
. of pour #€fy, BI. 


En effet, le cas échéant il existerait des points {<é”<1t" de 
[æ«, B] tels que z*(é')Æzx*(t”), z* (té) x* (t") et 


. min [| Ta (Un (8°) — Zn (Un (2))15 1En (Un 9) — Zn (un EN = 
=min(|2"(t)—2* (4); xt (9) —2* (10, 


bien que ps (#) < px (#7) << in (6) et Un (8), Un (7), Un (E”) 
tendent vers u (&«). Ce qui contredirait l'appartenance de x, (&) 


à K (L, ©). Soitx (t) € To définie par la relation 
x* (t)= x (u (6) (9) 


qui est réalisée en tous les points £ où u(s) > u(t), VsE lt, 1]. 
Il n'existe qu’une seule fonction x (t) € Dron Véritiant (5). Mon- 
trons que zx (t) est la limite de la suite x, (). Construisons à cet effet 
des fonctions auxiliaires @, (t) E À. Soient %, T:, . .., tx les 


points de [0, 1] en lesquels x (t) présente des sauts supérieurs à 1/n. 
Désignons par [a;, B;l le plus grand intervalle dans lequel u (6) 
prend la valeur tT; (cet intervalle peut être composé d’un seul point). 
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Soit Yi € [æ;, B;] tel que 
Et pour LElo, vf, 
L'(L)=\—- 
x (Ti) pour L€[y:;, Bi] 


(en particulier zx* (t)= x (r:) sur [@;, B;] si œ—"y;). Choisissons 
En L1/n tel que As (x) L'1/n. Soit y, (t) une fonction telle que 
Pn (vi) = Ti; [Pr (£) TH (z) < En: Evaluons 


sup [2* (£)— 7 (pr (#1. 
Si té[aæ;, B;], alors le lemme 1 nous dit que 
[e* (6)— 2 (on CN = 17 (u (6) — x (pn (E)) 24e, (x) + 1/, 


car æ (t) ne possède pas de sauts =>1/n entre u(t) et p, (é). 
Si LEf[æ, vil, alors 


(DZ (EI, sup 


à “n’ i 


Le (Ti —0)—zx(s)] LA, (x), 


puisque Lt (t: — 0) — x (T;)| >1/n. 
Si 4E[v:, B;:l, on établit de façon analogue que 


[x (4) — x (pa (8) <Ae, (&). 
Donc 
sup|z* (t)— 2x (pn (0) 1244, (e)+1/n<3/n. 


Evaluons maintenantp, (zn, x). On a 
PyEn 2) <P y (En (Et), 2* (ui? (6) + 
+6 (2% (ut (6), 2 (pa (ur (0) +0, (x 6), z (pn (Un EN < 
SUP [Zn (bn (6))— 2° (6) + sup] z* () — 2 (Pa (£)) | + 
+ sup |é— qn (Un OISE ++ 
+-sup | An ()— Pn DIE +É+g te 


Par suite p g (Es: 1) — 0, c’est-à-dire la suite x, converge vers la 


fonction æ(t). El 
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THÉORÈME 2. Si les répartitions de Ë, (t), processus ne présentant 
pas de discontinuités de seconde espèce, tendent vers les répartitions 
de Ë (t) et 

lim limP{A.(E,(t)>e}=0, Ve 0, (6) 


C0 n—00 


alors la répartition de f (£, (t)) convergera vers celle de f (& (t)) pour 
toute fonctionnelle f définie sur Dion et continue dans la métrique px. 


Démonstration. La remarque du $ 2 nous dit que la 
condition (6) entraîne la condition suivante: 


lim sup P {Ac (En (9) > e}—0. (7) 


Les remarques 1 et 4 du $ 1 et le théorème 1 nous montrent que: 
la démonstration du théorème passe par celle de 


lim sup P {sup En > L}=0. (8) 
Or pour toute fonction xz(f) € Zj0,11 on a 


sup [x(t)| << sup z(+)|+41 (4) 


0gt<1 0ShSm 
puisque pour {€ [+ T° | 
ou bien 
2-2 (+)|<A: 
ou bien L 
2 2 (ET) <Ai (x). 
Par suite . 


Cu (+) [> L—e}+ 
+P{A 1 (EC) >E}. 


PsuplE (D1>L)<P { 


SUP 
RLm 


La variable aléatoire sup |E, ( +) est stochastiquement bornée 


RLm 
uniformément en n. Ceci est une conséquence de la convergence 


des répartitions de Ë,(t) vers celles de E(#). Donc les répartitions 
k k 

de sup]£, (=) convergent vers celles de ue E( +) et par 

suite 


lim sup P up] En G)1> L}<sup P{A 1 (En) > Ee}: 


En passant à la limite pour m —+ co, on obtient (8).m 
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$ 6. Convergence de sommes de variables aléatoires 
indépendantes équiréparties vers un processus 
homogène à accroissements indépendants 


Soient Eng, Enos + + +» Enn des variables aléatoires indépendantes 
équiréparties pour chaque n. Posons Six —= En + . . . + Er. Soit 
le processus aléatoire Ë, (t) défini par &, (t) = Sir, t € [= 
(Sro = 0), En (1) = Sn: C’est un processus à accroissements indé- 
pendants présentant des discontinuités aux points k/n. Dans ce 
paragraphe nous allons étudier les conditions sous lesquelles les 
répartitions des processus Ë, ({) et les répartitions de fonctionnelles 
de ces processus, continues dans la métrique p%, convergeront vers 


les répartitions finidimensionnelles et les répartitions des fonction- 
nelles correspondantes d’un processus homogène Ë ({) à accroisse- 
ments indépendants. On admettra que les réalisations du processus 
E (t) (qui est supposé être stochastiquement continu) appartiennent 
presque sûrement à Ÿç,,4. On sait (cf. chapitre I, $ 3) que la fonc- 
tion caractéristique d’un processus homogène à accroissements indé- 
pendants peut s’écrire 


Eeii0 —exp {+ | iày+ | (eiru 1 FE ) EE 46 @}]}, (4 


où G est une fonction monotone bornée ; à noter que la formule ({) 
définit entièrement les répartitions finidimensionnelles du proces- 
sus Ë (£). Associons à la suite des sommes S,, les quantités: 


d x u? 
Yn=n | 1+rt dF, (x), G, (x) =n | To Un (u), (2) 


où }, (x) est la fonction de répartition des Ë,z. 


TH6ORÈME 1. Si existent un nombre y et une fonction G (x) non 
décroissante bornée tels que y, — y et G, (x) G (x), alors les réparti- 
tions finidimensionnelles des processus E, (t) convergeront vers celles d'un 
processus E (t) de fonction caractéristique (1). De plus la répartition 
de f (£, (-)) convergera vers celle de f (£ (-)) pour toute fonctionnelle 
Î définie sur Dion et continue dans la métrique p%. 

Démonstration. Le processus Ë, ({) étant à accroisse- 
ments indépendants, pour démontrer la convergence des répartitions 
il suffit de prouver que la répartition de E, (4) — E, (4) tend vers 
celle de Ë (4) — E ({,) pour 0 Li, Lt, < 1. Or ceci découle du 
théorème limite pour sommes de variables aléatoires indépendantes 
(cf. B. Gnédenko [3]. La remarque 4, $ 1, et le théorème 2, 
$ 9, nous indiquent que pour démontrer le théorème il suffit de 
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prouver que pour tout € >> 0 
lim Tim P {Ac (Es (-) > e}=0. (3) 


Pour montrer (3) on aura besoin du lemme suivant. 


LEMME 1. Si Ë,, Es, ..., En sont des variables aléatoires indé- 
pendantes équiréparties, alors 


; l 
P{ sup mia(| à Er k ZE Ëx ]>e}< 


0KI<j<I<n 
k 
<(P{sw]38l>3}). 
Démonstration. Soit : 


j l 
i<j<let Lo ,>e, Me [> e. 


Alors, ou 
Ë 
D B>+, 
kh=1 
ou bien 
j 
| >: b|>+, Vr <j, 
h—1 
ou 
j 
€ 
| D Er +, 
RkR=r+1 
ou enfin 
L 
| » Ex ><. 
R=Tr+1 


Donc l'événement 
j l 
{ sup minf À &/; | D &ll>e} 
i<j<l R=i+1 R=5+1 
implique l’un des événements À, (r—1,...,n): 
A = {lt +, #<r—1; [ht +6|>; 
£ 
sup|En+...+hl>z). 
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Comme 


P(4)=P {Et +Bl<e, rt; [Et HE ex 
x P {sup Eu + .+&l> SL 
l’équirépartition des Ë; donne 
5 
Parmn(] 3 fs] 3 &f]>e)< 
LD P{RT+... HET, Er [ht +EI>S)x 


€ 
x P{suplEu+...+El>S}< 


<P{up lit... +8l>5)DP{R+.. +R, 


kÇr—A; [h+...+E|>r)= 

£ 2 
= 7. — 

(P {sup JE+ +à1>5))". 
Reprenons la démonstration du théorème. On remarquera que 

Ac(z(-))< sup [z(t)—x(0)[+ sup [z(t)—zx(1)[+ 
0<t<e 1—c<i<i 
+ max sup minffc(é)—zx(#")]; [c(é)—2x(e")f]. 
o<n< 1 kcœt’ <t”<É (RH )c 


Par suite 


PACE ()>e}<P { sup LE, ()—E (0)> +} + 
+P{ su IR O—-E(I>z}+ 
ds Lei P { min [| En (#)— En (8°) 


ke<t'<t' . ET 


LEGER (> +)< P { sup [En (9— En (0) >+}+ 
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Re 


+ > (P/ 


RES 


| En ( (t) — En ( (kc) je +). 


Le à )c 


Si n<i/c, il est immédiat que A.(Ë,(-))—0, car Ë,(é) est 
ii 
Si n > 1/c, même si le nombre de points de la forme i/n de l’in- 
tervalle [kc, (4 + 3) c] varie avec k, il ne sera pas supérieur à celui 
des points de [0, 4c] de la même forme, de sorte que toujours 


P {Àc (En C)> e} <2P Neue | cn (ê) — E, (0) | > e/4} ns 


+ (142) (P {su 1-8 01>4)) 


0<t<4c 


i 
«<onstant sur +, 


Pour évaluer la probabilité 


>+) 


on se servira des quantités: Eni—= 6h; si [E[<L, En: —0 si 
lEénil>L, Ent = Éni — Eni. Il vient 


R 
P{ su [EE (01>+)=P {sup | 5 Eu 
Do 


0O<Li<t4c 


2 PLE +} <P{ sup LE > 0)+ 
+ {su [5 el>+)= > P{&ail>L}+ 


J< 


N Var ë,: 
(+ | Ebhs ) 


+P { sup > (En: — EËni) >+-[5 Er 


Su, 


(nous avons utilisé l'inégalité de Kolmogorov qui constitue la remar- 
que du théorème 5, $ 1, chapitre III), si seulement N | EË,, | < 


<< E/4. 
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Si Let —Z sont des points de continuité de la fonction G, alors 


lim %P {|En|> L}= lim | dc, (= | HE a (», 


FTP SL xl L 


limnEti=limn | zdF,(s)= 


cs FE JL 
» "A 
—y—limn | 1 dF,(x)+limn | (:—--——) dFy (x) = 
If>L PR EL 
=y— | Sac(+ | 246(D= 7%. 
Ixl>L x] L 
lim n Var Ent < him nE (En) << <lim nE En En1 = 
=(1+L2) | a (a). 


Donc si 4c|yr|<e/4, alors 


Â 2 
>7}<é | Ed (a+ 
Ixl>L 


k 
lim P{ su >, Gni 


n 00 ee “u 


4c (1 + L?) | dG (x) 
£ 2 
(T—4clvzl) 
Par suite, pour les c assez petits 


Tim P{ sup |E,()—6, (0) >+)<Kc 
N— 00 0<t<4c 
où À est une constante telle que 
Tim P{ sup [E()—E(01>7)<Ke. 
n 00 0<t<4c 
D'où (3). 
Les corollaires suivants sont des théorèmes limites. 


CoRoLLAIRE 1. Soient a (t) et b (t) des fonctions continues posi- 
lives, à un nombre réel. Si les conditions du théorème 1 sont réunies, 


alors 
imP{e(s)-a(s)<su<e(s)+a(s), =D} 
=P{a(t)—ab(t) <É(t)<a(t)+ab(t), 0Lt<L1} 


pour tous les a >> 0 tels que le second membre soit fonction continue de a. 
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COROLLAIRE 2. Soit g(x) une fonction continue définie sur 
]—oo, oo; si sont réalisées les conditions du théorème 1, alors 


n 1 
dim PÉL D 8(S)<a}=P {{ 8 (E (D) dt <a} 


Léa k=1 0 


pour tous les « tels que 
1 
P{[eE(@)d=a)=0. 
0 
On démontre ces propositions en considérant les fonctionnelles. 


1 
he Ces pee AGE Led 


Soit y, (x (-)) une fonctionnelle telle que 


0 pour (t) <a, 


sup zx 
<< 
va (()= x(t)—a pour sup x(t)>a, 
ci<i 
où T € [0, 1] tel que x (t) < a pour t < Tet x (rt) > a. La quantité: 
Ya (& (:-)) est la valeur du premier saut de la fonction x (+) par des- 
sus le niveau a. 


CoROLLAIRE 3. Si a est tel que 
P{ sup E(s)—a}=0, Vi, < L2 UT t2 E[0, 1)), 
h<s<t2 


alors la répartition de y, (E, (-)) converge vers celle de y, (& (:-)). 

Cette assertion découle de la remarque 3, $ 1, et de la continuité: 
de Y, (x (-)) sur tous les x (:) pour lesquels a n’est pas maximum. 
local. 


NOTICE BIBLIOGRAPHIQUE 


La notice donne quelques indications bibliographiques sur les sujets traités 
æet n'a pas l’ambition de passer en revue les principales notions de la théorie 
des processus aléatoires. Nous avons évité souvent les références aux œuvres 
originales d’accès difficile et avons porté notre choix sur des monographies 
plus récentes renfermant une bibliographie sur les sujets abordés. 


Chapitre I 


$ 1. L'étude systématique des problèmes de la théorie des processus aléa- 
toires a été entamée dans les travaux de E. Sloutsky l1] et de À. Kol- 
mogorov [7]. [8]. Les travaux de A. Kolmogorov [7], [8] ont été détermi- 
nants dans la création de la théorie des processus aléatoires. 

$ 2. Les processus gaussiens sont largement utilisés dans de nombreux 
problèmes de probabilité (cf. par exemple H. Cramer, M. Leadbet- 
ter [1]), dans les problèmes de statistique, de prédiction et de filtrage des 
processus aléatoires, dans la théorie de commande optimale des solutions d’équa- 
tions différentielles perturhées par un processus aléatoire (R. Liptser, 
A.Chiriaev [1], K. ÀÂstrem [{]). La généralisation du théorème limite 
central est due à S. Bernstein 

$ 3. Le processus du mouvement brownien a été étudié pour la première 
fois par L. Bachelier [1]. Le travail de B. Finetti [1] a servi d im- 
pulsion à l’étude des processus arbitraires à accroissements indépendants. 
A. Kolmogorov [4] a trouvé la fonction caractéristique d’un processus 
arbitraire à accroissements indépendants à moment d’ordre deux fini; la for- 
mule générale est due à P. Lévy [1l. 

$ 4. Les processus markoviens à temps continu (au sens large) et leurs 
principaux types ont été introduits dans le travail de A. Kolmogorov [8]. 
Les théorèmes d'existence des solutions des équations de Kolmogorov ont été 
étudiés pour la première fois par W. Fcller [1], [2]. 

$ 5. Les processus stationnaires au sens large ont été introduits par 
A. Khintchine [3]. De nombreux travaux ont été consacrés aux oscilla- 
tions à amplitudes et phases aléatoires (cf. par exemple N. Bogoliouboyv 
[1]. A. Khintchine [3] a déduit la représentation spectrale de la fonction 
de corrélation d’un processus stationnaire au sens large, H. Cramer [1] 
a généralisé cette représentation au cas multidimensionnel. La formule de la 
fonction de corrélation d’un champ aléatoire homogène ct isotrope figure dans le 
travail de J. L. Schônberg [1]. 


Chapitre II 


$ 1. L'axiomatique ensembliste de la théorie des probabilités actuellement 
en usage a été proposée par À. Kolmogorov en 1929. Elle est développée 
dans sa monographie [7]. La théorie de la mesure et de l’intégrale est exposée 
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dans les ouvrages de P. Halmos [1], A. Ko lmogorovet S.Fomine 
[1] ainsi que dans les manuels de théorie des probabilités de J. Neveu [1], 
M. Loeve [1], P. L. Hennequin et A. Tortrat [1]. 

$ 2. Le principal théorème de ce paragraphe (le théorème 5) est prouvé 
dans le livre de A. Kolmogorov {7] (pour une famille de variables aléatoi- 
res). La démonstration du théorème 6 figure par exemple dans P. Halmos 
[1] et J. Neveu fil. 

$ 3. La théorie des probabilités et des espérances mathématiques condi- 
tionnelles est l’œuvre de A. Kolmogorov [7]. Elle a été affinée par 
J. L. Doob ; 

$ 4. La loi générale de tout ou rien a été établie par A. Kolmogorov 


[7]. 


Chapitre III 


$ 1. Les martingales ont été abordées par divers auteurs, mais leur théorie 
systématique est redevable à J. L. D oo b [1]. On lui doit les inégalités fonda- 
mentales pour les martingales, le théorème d'existence de la limite, la notion 
de semi-martingale et d’autres résultats. Les martingales sont amplement trai- 
tées aussi par P. Meyer [1], J. Neveu 

$ 2. Les idées et résultats essentiels de ce paragraphe appartiennent à 
A. Kolmogorov et A. Khintchine [1]et à A Kolmogorov 
[1]. Les séries de variables aléatoires indépendantes sont étudiées en détail dans 
les ouvrages de J. L. Doob [1], M. Loeve [1], A Skorokhod {6|. 

$ 3. Le théorème ergodique doit son existence aux problèmes de mécanique 
statistique. Voir à ce sujet le livre de A. Khintchine {5]. Les premiers 
théorèmes ergodiques de J. Neumann et G. Birkhoff ont imprimé 
une forte impulsion à la théorie. L'ouvrage de E. Ho pîf [1] passe en revue 
les premiers résultats de la théorie ergodique. A. Kolmogorov [9] propose 
une démonstration simple du théorème de Birkhoff-Khintchine. 
La théorie ergodique est développée dans les ouvrages de P. Halmos [2], 
P. Billingsley f{1]. 

$ 4. Les problèmes de la théorie de renouvellement ont à maintes reprises 
fait l’objet de travaux probabilistiques appliqués. Voir W. Feller f 

5. Les chaînes de Markov à nombre fini d'états ont été conçues (en 1906) 

et étudiées par A. Markov [1]. La définition générale d’une chaîne et dun 
processus de Markov revient à A. Kolmogorov : 

$ 6. Les chaînes de Markov à nombre dénombrable d'états apparaissent 
pour la première fois dans les travaux de A. Kolmogorov {6]. On les re- 
trouve chez d’autres auteurs. Voir W. Feller [3], Chung K. L. [1], 
J. G Kemeny, J. L. Snell, A. W. Knapp [il]. 


Chapitre IV 


$$ 1 à 3. E. Sloutsky et A. Kolmogorov se sont penchés les 
remiers sur la possibilité de construire un processus aléatoire stochastiquement 
équivalent à un processus donné, dont les réalisations vérifient certaines con- 
ditions de régularité (voir E. Sloutsky [2]). J. L. Doob a fortement 
contribué à l’élaboration des problèmes et des diverses variantes de la définition 
axiomatique de la fonction aléatoire. On lui doit les idées et les théorèmes prin- 
cipaux des $$ 2, 3. 

4. Une formulation moins forte du théorème 1 a été prouvée par 
N.Tchentsov [1], le théorème 2, par J. H. Kinney [1] (pour les pro- 
cessus markoviens). L'absence de discontinuités de seconde espèce pour les 
processus stochastiquement continus à accroissements indépendants a été établie 
par P. Levy f[il. 
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$ 5. Le théorème 1 a été démontré par E. Dynkine [1]JetJ.H.Kin- 
ney [1] (pour les processus markoviens) indépendamment l’un de l’autre. 
Une variante plus faible du théorème 6 a été proposée par A. Kolmogorowv 
et publiée pour la première fois dans E. Sloutsky [2]; pour les propriétés 
ne des a gaussiens on pourra consulter H. Cramer et M. Lead- 

etter [1]. 

$ 6. Les propriétés des réalisations des semi-martingales ont été étudiées 

par J. L. Doob [1]. 


Chapitre V 


$ 1. Une introduction à la théorie de l’espace hilbertien figure dans 
A.Kolmogorovet S.Fomine [1]. On trouvera un exposé complet dans 
N. Ahiezer et. Glazman [1]. 
$ 2. Voir E. Sloutsky [1], M. Loeve [1], [2]. 
$ 3. La théorie des intégrales stochastiques est l’œuvre de H. Cramer 
[1]; A Kolmogorov a le premier fait la liaison entre les intégrales sto- 
chastiques et la théorie des représentations spectrales des fonctions aléatoires 
d’un côté et la théorie de l’espace hilbertien de l’autre [10], [11], [12]. 
$ 4. Le théorème 1 a été démontré par K. Karhunen [1], le théo- 
rème 2 par H. Cramer [1]. Pour une plus ample connaissance de la théorie 
des processus stationnaires il est recommandé de voir E. J.Hannan [1], 
G. M. Jenkins, D. G Watts [1]. 
$ 5. Une théorie plus générale des transformations linéaires des processus 
aléatoires peut être bâtie à l’aide de la théorie des processus aléatoires généraux, 
pop par I. Guelfand etK.Ito (voir i. Guelfand etN.Vi- 
enkine [1], K. Ito f[5]). 
$ 6. Des résultats fondamentaux sur les suites stationnaires ont été obtenus 
par A. K D ogorov [12], sur les processus stationnaires par K. Ka r- 
unen | 


Chapitre VI 


$ 1. Dans le livre de F. Spitzer [2] on trouvera un exposé de la théo- 
rie générale des errements, ainsi que des références aux sources. F. Spitzer 
[1] a trouvé les conditions de majoration d’un errement et les formules de répar- 
tition du maximum. B. Rogozine [1] s’est penché sur la répartition de la 
valeur et de l'instant du saut. 

$ 2. Le processus général de Poisson a été introduit par A. Khin- 
tchine [1]. La répartition de la valeur et de l’instant de saut par dessus un 
niveau fait l’objet des travaux de B.Rogozine [2]Jet D. Goussak [1]. 

$ 3 N. Wiener [1] a construit de façon rigoureuse le processus wiené- 
rien et a étudié les propriétés de ses réalisations. La condition de continuité 
d’un processus à accroissements indépendants a été établie par A. Khin- 
tchine [1]. Les résultats des théorèmes 2 et 3 découlent des résultats généraux 
de I. Pétrovski [1]. 

$ 4. P. Le v y [1] propose une décomposition d’un processus en une com- 
posante continue et une composante discontinue. On trouve encore dans ce 
paragraphe la formule générale de la fonction caractéristique d’un processus à 
accroissements indépendants. Dans certains cas particuliers cette formule a été 
déduite par B.Finctti [1]et A Kolmogorov [4]. La méthode d'étude 
d'un processus à l’aide d’une mesure construite par sauts a été proposée par 
K. Ito [1], [7]. 

$ 5. La croissance des processus homogènes à accroissements indépendants 
a été abordée par A. Khintchine [4], B. Gnédenko [1], [2]. La loi 
du logarithme itéré pour un processus wienérien a été prouvée par À. Khin- 
tchine [1]. 
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Chapitre VII 


$ 1. Le travail de A. Kolmogorov [8] constitue l’ossature de la théo- 
rie générale des processus markoviens. J. L. D'oo b [1] a procédé par la suite 
à une analyse de la définition du processus markovien. La définition la plus 
générale de cette notion figure dans E. Dynkine [4]. La propriété d'être 
markovien fort a été étudiée par J. L. Doob [1], E Dynkine [5] 
E. Dynkine et A Youchkévitch [1]. Une condition suffisante 
d'être er fort a été établie par E. Dynkine et A Youchké- 
vitc 1]. 

$ 2. J. L. Doob s’est penché sur les processus discontinus à espace des 
phases arbitraire et a exposé ses résultats dans son livre [1]. 

$ 3. Les processus à nombre dénombrable d'états ainsi que la déduction 
des équations de Kolmogorov sont traités dans A. Kolmogorov [8]. 
La dérivabilité de la probabilité de passage a été établie par A. Kolmo- 
gorov [13]. Les théorèmes d'existence des solutions des équations de Kolmo- 
gorov ont été étudiés par W. Feller [1], [2]. Le livre deChung K.L.f1] 
est consacré à la théorie générale des processus homogènes à nombre dénombrable 
d'états. 

$ 4. L'ouvrage de W. Feller [3] renferme d'innombrables exemples de 
processus markoviens, y compris les processus de naissance et de mort. 

$ 5. H. M. Watson et W. Galton [1] ont les premiers considéré 
les processus branchus. La définition générale du processus branchu fait l’objet 
d'un article de A. Kolmogorov etN.Dmitriev [1]. Ce paragraphe 
est basé sur un aperçu de B. Sébastianov [Al]. 


Chapitre VIII 


L'interprétation probabiliste du phénomène de diffusion a été envisagée 
par A. Khintchine [1]. Les équations différentielles stochastiques pour 
processus aléatoires ont été étudiées par S. Bernstein [1], I. Guikh- 
man {1}, [2], K. Ito [3],[4]. On se sert essentiellement de la terminologie 
et des notations de Ito. Pour un exposé plus général de la théorie des équations 
différentielles stochastiques le lecteur est renvoyé à I. Guikhman et 
A. Skorokhod {il. 

$ 1. Les principaux résultats de ce paragraphe sont dus à K.Ito [2], [6]. 

$ 2. Dans cette forme les équations ont été étudiées par K. Ito [3], [4]; 
ce dernier a prouvé le théorème d'existence et d’unicité et aussi que la solution 
sera processus markovien. 

$ 3. La dérivabilité des solutions des équations stochastiques par rapport 
aux conditions initiales a été établie par 1. Guikhman [2]. 

$ 4. L idée de déduire les équations de Kolmogorov en se servant de la 
dérivabilité de la solution d’une équation stochastique par rapport aux condi- 
tions initiales a été avancée par I. G u ikh m a n [2]. La déduction des équa- 
tions pour la répartition d’une fonctionnelle additive d’un processus du mouve- 
pou a a revient à M. K ac [1], [2] et dans le cas général à E. D yn- 

ine {3]. 

$ 5. I. Pétrovski [1] a proposé d'appliquer les équations différen- 
tielles aux errements dans un domaine borné. Les processus de diffusion ont 
été examinés dans des domaines bornés par A. Khintchine [1].R.K as- 
minski [1] a envisagé les répartitions de fonctionnelles liées avec le temps 
d'atteinte des frontières par un processus de diffusion à une dimension. Les 
processus de diffusion à une dimension sont étudiés dans l’ouvrage de I. Guikh- 
man et A. Skorokhod [1]. 

$ 6. I. Guirsanov [let A. Skorokhod [4] ont étudié les con- 
ditions de continuité absolue des mesures et la forme de la densité pour les 
processus de diffusion. 
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Chapitre IX 


A. Kolmogorov [3], [5], I. Pétrovski [1] et A. Khin- 
tchine [1] ont les premiers considéré les théorèmes limites pour les probabilités 
d'événements dépendant de la trajectoire tout entière du processus (la proba- 
bilité que le processus reste dans une bande curviligne). Le premier théorème 
limite général pour des fonctionnelles quelconques continues dans la métrique 
de $ a été obtenu par M. Donsker [1] (dans le cas où les sommes des varia- 
bles aléatoires indépendantes équiréparties convergent vers un processus du mou- 
vement brownien). 

$ 1. La faible convergence des mesures dans des espaces métriques ‘a été 
traitée par You. Prokhorov [1], [3]. 

$ 2. You. Prokhorov [1], [3] a prouvé un théorème limite général 
pour processus continus. 

$ 3. A. Kolmogorov [3], [5], M. Kac et P. Erdôs [1], [2] 
ont envisagé les théorèmes limites pour divers cas particuliers. Le théorème 
général est dû à You. Prokhorov [1], [3], le cas particulier (corollaire) 
a été établi antérieurement par M. Donsker ]. 

$ 4. S. Bernstein [1], [3], A Khintchine [1], IL! Guikh- 
man [4], [5] ont étudié des cas concrets de convergence vers des processus de 
diffusion, H. Maruyama [1], You. Prokhorov [2], A. Skoro- 
khod [4], [5] des théorèmes pour des fonctionnelles @-continues. 

$ 5. La convergence traitée dans ce paragraphe a été introduite par 
A. Skorokhod.N.Tchentsov a établi un théorème limite intéres- 
sant pour processus sans discontinuités de seconde espèce. 

$ 6. I. Guikhman [3] a établi un théorème limite pour la probabilité 
qu’une suite de sommes reste dans une bande curviligne. A. Skorokhod 
[2], ge Prokhorov [3] ont considéré des théorèmes généraux pour fonc- 
tionnelles. 
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